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Prefazione 


La presente edizione del libro è stata notevolmente rielaborata ed 
ampliata; ho fatto questo lavoro insieme a L. P. Pitaevskij. 


Sono stati aggiunti nuovi paragrafi relativi alle proprietà magneti- 
che dei gas, alla termodinamica del plasma degenere, ai cristalli liqui- 
di, alla teoria fluttuazionale delle transizioni di fase di seconda specie 
e dei fenomeni critici. Sono stati sostanzialmente ampliati i capitoli 
dedicati ai solidi e alla simmetria dei cristalli; in particolare, si dà 
un'esposizione più particolareggiata della teoria delle rappresentazioni 
irriducibili dei gruppi spaziali nell’applicazione alla fisica dello stato 
cristallino. Inoltre, sono stati riveduti ed ampliati i paragrafi dedicati 
al teorema della fluttuazione dissipativa. 

Al tempo stesso, dal libro sono stati eliminati alcuni paragrafi 
dedicati alla teoria dei liquidi quantistici e alla teoria ad essa connessa 
dei gas reali debolmente degeneri. La fisica dei liquidi quantistici, 
basata e notevolmente sviluppata nelle ricerche sperimentali pionieri- 
stiche di P. L. Kapitsa e nei lavori teorici di L. D. Landau, si è trasfor- 
mata attualmente in un vasto settore, la cui importanza esula dal suo 
oggetto di studio originario: isotopi liquidi dell’elio. La teoria dei 
liquidi quantistici deve occupare oggi un suo posto a parte nell’espo- 
sizione del corso generale di fisica teorica, e alcuni paragrafi che tratta- 
vano questa teoria nelle prime edizioni del libro sono oggi insufficienti. 

Notevolmente ampliati, essi saranno inclusi in un altro volume del 
, presente Corso (Fisica statistica, parte seconda) su cui sto lavorando 
in collaborazione con L. P. Pitaevskij. Questo volume tratterà anche in 
dettaglio il metodo delle funzioni di Green e la tecnica dei diagrammi, 
che hanno determinato in misura considerevole lo svillupo della fisica 
statistica nei due ultimi decenni. La necessità di riunire questi problemi 
(cosî come alcuni altri) in un volume separato è dovuta non solo al 
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fatto che la loro esposizione in questo libro aumenterebbe troppo le sue 
dimensioni e modificherebbe seriamente la sua impostazione, ma anche al 
fatto che questi problemi, per loro natura, sono legati essenzialmente 
all’idrodinamica e all’elettrodinamica macroscopica (per esempio, 
trattando la teoria microscopica della superconduttività conviene par- 
tire dalla già nota teoria macroscopica di questo fenomeno). Per la stessa 
ragione il nuovo libro deve essere preceduto dalla meccanica e dall’elet- 
trodinamica dei mezzi continui. 

La prima versione del presente libro (che conteneva allora soltanto 
l'esposizione della statistica classica) uscì nel 1938. Al lettore moderno 
potrà sembrare strano che l'utilizzazione del metodo generale di Gibbs 
richiese già negli anni '30 un'argomentazione analoga a quella ripro- 
dotta nell’estratto dalla prefazione alle prime edizioni del libro. Proprio 
nell'esposizione dei principi generali e delle numerose applicazioni 
della statistica si manifestò la straordinaria capacità di L. D. Landau 
di affrontare il problema in tutta la sua vastità e di indovinare la 
via più retta ed efficace per ottenere tutti i risultati della teoria, grandi 
e. piccoli. 

Infine, a nome di L. P. Pitaevskij e mio vorrei ringraziare sincera- 
mente I. E. DzjaloSinskij, I. M. Lif$its e V.-L. Pokrovskij per le innu- 
merevoli consultazioni delle questioni legate alla rielaborazione del 


presente volume. 
Mosca, gennaio 1976 
E. M. LifSits 


Istituto di Problemi Fisici 
dell'Accademia delle Scienze dell'URSS 


Dalla prefazione alle prime edizioni russe 


Tra i fisici è abbastanza diffuso l'errore di credere che la fisica stati- 
stica sia un settore meno fondato della fisica teorica. Si è soliti fare 
riferimenti al fatto che alcune deduzioni della statistica non sono dimo- 
strate rigorosamente dal punto di vista matematico, dimenticando che 
anche tutti gli altri settori della fisica teorica contengono dimostrazioni 
poco rigorose, il che non si considera come segno di una fondatezza insuf- 
ficiente di questi settori. 

La fisica statistica, creata da Clausius, Maxwel e Boltzmann, 
è stata ‘trasformata grazie ai lavori di Gibbs in un sistema logicamente 
articolato e fondato. Gibbs ha dato un metodo generale applicabile, in 
linea di principio, a tutti i problemi che si possono porre di fronte alla 
fisica statistica. Purtroppo, il metodo di Gibbs non ha avuto una diffu- 
sione dovuta. Il difetto principale della maggioranza dei libri dedicati 
alla fisica statistica è che i loro autori, invece di accettare questo metodo 
generale come base, ne parlano solo a proposito. 

La statistica e la termodinamica costituiscono un unico insieme. 
Tutti i concetti e le grandezze della termodinamica provengono in modo 
più naturale, semplice e rigoroso dai concetti della statistica. Anche se 
i principi generali della termodinamica possono essere formulati senza 
la statistica, la loro applicazione ai casi concreti richiede comunque 
che sia applicata la statistica. 

Ci siamo sforzati di dare nel libro proposto un'esposizione sistema- 
tica della fisica statistica insieme alla termodinamica. Abbiamo accet- 
tato come base il metodo di Gibbs. Tutti ì problemi concreti della ter- 
modinamica e della statistica sono stati indagati mediante metodi 
generali. Nelle dimostrazioni abbiamo teso non al rigore matematico, 
cosa in generale poco raggiungibile in fisica teorica, ma soprattutto 
a sottolineare il legame reciproco tra le diverse affermazioni fisiche. 
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Nell’esporre i fondamenti della statistica classica consideriamo sin 
dall’inizio la distribuzione statistica per piccole parti dei sistemi 
(sottosistemi) e non per sistemi isolati in blocco. Un tale metodo corri- 
sponde esattamente ai problemi ed agli scopi fondamentali della sta- 
tistica fisica e permette di evitare completamente l’ipotesi ergodica 
e altre che, in realtà, sono qui inessenziali. 

Il gas perfetto è trattato dal punto di vista dei metodi generali come 
un caso particolare. Pertanto non esponiamo il metodo di Boltzmann 
in quanto tale. Di per sé, questo metodo non può essere giustificato 
separatamente: in particolare, è difficile giustificare l’introduzione delle 
probabilità a priori. Quanto all’espressione di Boltzmann per l'entropia 


° 


di un gas perfetto, essa è ricavata dalle formule generali del metodo 
di Gibbs. 


1937-1939 
L. Landau, E. LifSits 


Alcune notazioni 


L'’accento circonflesso sopra la lettera indica un operatore 
Spazio delle fasi 


Pp, q: gli impulsi e le coordinate generalizzati 
dp dq = dp,dp,...dpsdq,dg,...dqg,: l'elemento di volume dello. 
spazio delle fasi (s il numero di gradi di libertà) 


dl' = dp dgl(2xh)* 
{ + « «.dT: l’integrale esteso a tutti gli stati fisici diversi 


Grandeze termodinamiche 


Temperatura 7 

Volume V 

Pressione P 

Energia £ 

Entropia S 

Funzione termica W = E+ PV 

Energia libera F=E—- TS 

Potenziale termodinamico D= E — TS + PV 
Potenziale termodinamico £ = — PV 

Calori specifici C,, C» (calori specifici molecolari cp, cx) 
Numero di particelle N 

Potenziale chimico u 

Coefficiente di tensione superficiale @ 

Area della superficie di separazione 8 

La temperatura in tutte le formule è supposta espressa in unità 
energetiche (per il passaggio ai gradi vedi pagg. 52, 144) 


I rimandi agli altri volumi di questo Corso sono indicati mediante 
i numeri relativi ai volumi stessi: I (Meccanica, 1975), II (Teoria dei 
campi, 1975), III (Meccanica quantistica, 1976), IV (Teoria quan- 
tistica relatvista, 1977), VII (Teoria dell elasticita, 1978). 


Capitolo I 


PRINCIPI FONDAMENTALI 
DELLA STATISTICA 


$ I. Distribuzione statistica 


La fisica statistica, o brevemente la statistica, studia le leggi par- 
ticolari che reggono il comportamento e le proprietà dei corpi macro- 
scopici, vale a dire dei corpi composti di un enorme numero di parti- 
celle: atomi e molecole. Il carattere generale di queste leggi non 
dipende essenzialmente dal tipo di meccanica, classica o quantistica, 
che si applica per descrivere il movimento delle particelle. Tuttavia 
in questi due casi i ragionamenti necessari per dimostrare queste 
leggi sono diversi; per comodità dell’esposizione, faremo prima tutti 
i ragionamenti supponendo valida la meccanica classica. 

Scrivendo le equazioni del moto di un sistema meccanico in 
numero pari ai gradi di libertà ed integrandole, possiamo in linea 
di principio ottenere una descrizione esauriente del movimento del 
sistema. Però se il sistema, sia pure soggetto alle leggi della mecca- 
nica classica e costituito da un enorme numero di gradi di libertà, 
per l’applicazione dei metodi della meccanica bisogna scrivere 
e risolvere lo stesso numero di equazioni differenziali, il che è prati- 
camente impossibile. È da sottolineare che anche se fosse possibile 
in generale integrare queste equazioni, sarebbe assolutamente 
impossibile inserire nella soluzione generale le condizioni iniziali 
per le velocità e le coordinate delle particelle. 

A prima vista, si potrebbe concludere di qui che al crescere del 
numero di particelle le proprietà del sistema meccanico devono diven- 
tare indefinitamente complicate ed intricate e che è impossibile 
scorgere nel comportamento del corpo macroscopico traccia di 
alcuna legge. Ma non è cosi e, come vedremo più avanti, per un 
numero molto grande di particelle compaiono nuove leggi del 
tutto particolari. 

Queste sono le cosiddette leggi statistiche dovute proprio alla 
presenza di un gran numero di particelle che compongono il corpo, 
leggi in nessun caso riducibili a leggi puramente meccaniche. Il 
loro tratto specifico è che esse perdono senso quando si passa a un 
sistema meccanico con un piccolo numero di gradi di libertà. Pertan- 
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to, anche se il movimento di un sistema con un grande numero di 
gradi di libertà ubbidisce alle stesse leggi della meccanica che il 
movimento di un sistema con un piccolo numero di gradi di libertà, 
la presenza di un grande numero di gradi di libertà implica leggi 
qualitativamente nuove. 

L'importanza della statistica tra gli altri settori della fisica 
‘teorica è dovuta al fatto che si ha spesso a che fare in natura con dei 
corpi macroscopici il cui comportamento non può essere completa- 
mente descritto, per le suddette ragioni, con metodi propriamente 
meccanici; questi corpi macroscopici sono retti da leggi statistiche. 

Prima di formulare il problema fondamentale della statistica 
classica, dobbiamo introdurre il concetto di spazio delle fasi che 
spesso useremo nel seguito. 

Sia dato un sistema meccanico macroscopico a s gradi di libertà. 
In altre parole, la posizione di ogni punto del sistema nello spazio 
è caratterizzata da s coordinate, che indicheremo con g;, dove l’in- 
dice i assume i valori 1, 2, ..., s. Allora lo stato del sistema sarà 
determinato ad un dato istante dai valori assunti, allo stesso istante 
dalle s coordinate g; e dalle s velocità corrispondenti g;. Per caratte- 
rizzare un sistema, in statistica si è soliti utilizzarne le coordinate 
e gli impulsi p; anziché le velocità, poiché questo fornisce dei van- 
taggi notevoli. I diversi stati del sistema si possono rappresentare con 
i punti del cosiddetto spazio delle fasi (concetto propriamente mate- 
matico); i valori delle coordinate e degli impulsi del sistema in esa- 
me vengono portati sugli assi coordinati dello spazio delle fasi, 
Pertanto ogni sistema ha un proprio spazio delle fasi a 2n dimensioni, 
dove n è il numero di gradi di libertà del sistema. Ogni punto dello 
spazio delle fasi, che corrisponde a determinati valori delle coordi- 
nate q; e degli impulsi p; del sistema, rappresenta un determinato 
stato in cui si trova il sistema. Quando lo stato del sistema varia 
nel tempo, il punto corrispondente allo stato del sistema nello 
spazio delle fasi (che chiameremo semplicemente «punto di fase 
del sistema») descrive una certa curva che si chiama traiettoria delle 
fasi. 

Consideriamo ora un corpo macroscopico o un sistema di corpi. 
Assumiamo isolato il sistema, non interagente cioè con nessun altro 
corpo. Supponiamo di separare nel sistema una parte che, pure essen- 
do assai piccola rispetto all'intero sistema, sia a tempo stesso 
macroscopica; è chiaro che quando il numero di particelle è sufficien- 
temente grande in tutto il sistema, il numero di particelle in una 
piccola parte può ugualmente essere assai grande. Chiameremo 
sottosistemi tali parti relativamente piccole ma macroscopiche. Il 
sottosistema così ottenuto è ancora un sistema meccanico, ma non 
più isolato, in quanto soggetto ad azioni più svariate esercitate dalle 
altre parti del sisteme. Poiché il numero di gradi di libertà di queste 
altre parti è grande, le interazioni hanno un carattere molto compli- 
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cato ed intricato. Pertanto lo stato del sottosistema in esame varia 
nel tempo anche in maniera molto complicata e confusa. 

È possibile ottenere la soluzione esatta del problema del com- 

portamento di un sottosistema soltanto risolvendo il problema mec- 
canico relativo a tutto il sistema isolato, cioè scrivendo e risolvendo 
tutte le equazioni differenziali del moto per condizioni iniziali date, 
il che, come è stato già detto, è un compito irrealizzabile. Ma, per 
fortuna, proprio l'andamento cosi complicato dello stato dei sotto- 
sistemi che rende inapplicabili i metodi della meccanica, permette 
di affrontare il problema sotto un altro aspetto. 
Il metodo statistico è basato sul fatto che, in forza della grande 
complessità e della confusione di azioni esercitate dalle altre parti 
del sistema, durante un intervallo di tempo sufficientemente lungo 
il sottosistema passerà un gran numero di volte per tutti gli stati 
possibili. Pit precisamente si può formulare questo nel seguente 
modo. Indichiamo con Ap Ag un elemento di « volume » dello spazio 
delle fasi del sottosistema, corrispondente ai valori delle sue coordi- 
nate g; e degli impulsi p; che si trovano in piccoli intervalli Ag; 
e Ap:. Si può affermare che, durante un intervallo di tempo 7 suffi- 
cientemente lungo, la traiettoria delle fasi, indefinitamente com- 
plicata, passerà molte volte per ogni elemento di volume di questo 
genere. Sia At l'intervallo di tempo totale 7 durante il quale il 
sottosistema si «trova» nel dato elemento Ap Ag delle fasi 1). 
Quando il tempo totale 7 cresce indefinitamente, il rapporto At/7 
tende a un limite finito 


; At 
wW = lim =" 


T-+00 T° (1,1) 
Questa grandezza può evidentemente essere considerata come la pro- 
babilità che, osservando il sottosistema in qualsiasi istante, possiamo 
trovarlo nel dato elemento Ap Ag dello spazio delle fasi. 
Quando l'elemento dello spazio delle fasi?) 


dq dp = dq,dq,...dqydp,dp,...dps (1,2) 


è infinitesimo, si può introdurre la probabilità dw degli stati che 
sono rappresentati dai punti in questo elemento di volume, cioè la 
probabilità che le coordinate qg; e gli impulsip; assumano valori 
compresi nei dati intervalli infinitesimi g;, pi © di + dg, Pi + dpi. 
La probabilità dw si può scrivere nella forma | 


dw = p (P1, - | +, Psr dr» + - +» ds) dp dg, (1,3) 


1) Per brevità, come al solito diremo che il sistema «si trova nell’elemento 
Ap Aq dello spazio delle fasi», supponendo con questo che il sistema si trovi 
in stati che corrispondono a punti dello spazio delle fasi che rappresentano 
questo elemento. 

?) Nel seguito indicheremo simbolicamente con dp e dg il prodotto dei 
differenziali rispettivamente di tutti gli impulsi e di tutte le coordinate. 


2—2641 
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dove p (Pi, - - «: Psr Gr < è +: de) è una funzione di tutte le coordinate 
e gli impulsi (per brevità, la scriveremo g (p, 9) 0 semplicemente p). 
La funzione p che funge da « densità » di distribuzione delle probabili- 
tà nello spazio delle fasi si chiama funzione di distribuzione statistica 
(o brevemente; funzione di distribuzione) del corpo in esame. La 
funzione di distribuzione deve, evidentemente, soddisfare alla cosid- 
detta condizione di normalizzazione 


fpapda=1 (1,4) 


(l'integrale è esteso a tutto lo spazio delle fasi) e ciò significa sempli- 
cemente che la somma delle probabilità dei diversi stati possibili 
deve essere pari a uno. | 

Sottolineiamo un fatto di importanza essenziale in statistica. 
La distribuzione statistica del sottosistema in esame non dipende 
dallo stato iniziale di un'altra piccola parte appartenente allo stesso 
sistema, poiché l'azione di questo stato iniziale sarà completamente 
soppressa, durante un intervallo di tempo sufficientemente lungo, 
dall’azione esercitata dalle altre parti molto più grandi. La distri- 
buzione statistica non dipende neanche dallo stato iniziale del 
piccolo sottosistema scelto, poiché quest'ultimo passa col tempo 
per tutti gli stati possibili, ciascuno dei quali può essere assunto 
come stato iniziale. Quindi, si può determinare la distribuzione 
statistica per le piccole parti del sistema, senza risolvere il pro- 
blema meccanico e tenendo conto delle condizioni iniziali dell’in- 
tero sistema. 

La ricerca della distribuzione statistica per ogni sottosistema 
costituisce il problema fondamentale della statistica. Quando si 
parla di « piccole parti» di un sistema isolato, bisogna tener presente 
che i corpi macroscopici con cui si ha a che fare sono anch'essi delle 
« piccole parti» di un grande sistema isolato composto di questi corpi 
e dell'ambiente circostante in cui i corpi si trovano. 

. Se il detto problema è risolto, quindi se la distribuzione statistica 

del sottosistema in esame è nota, allora si possono calcolare le pro- 
babilità che grandezze fisiche diverse assumano diversi valori dipen- 
denti dagli stati del sottosistema (vale a dire dai valori delle sue 
coordinate g e degli impulsi p). Si può anche calcolare il valore medio 
di una grandezza f(p, 9), che si ottiene moltiplicandone i valori 
possibili per le corrispondenti probabilità ed integrando su tutti 
gli stati. Indicando il valore medio con un trattino sopra la lettera, 
possiamo scrivere la formula 


î= {fp 9)e(p, 9) dpda (1,5) 


PRINCIPI FONDAMENTALI DELLA STATISTICA 19 


che permette di calcolare i valori medi delle diverse grandezze 
mediante la funzione di distribuzione statistica 1). 

Il calcolo del valore medio con la funzione di distribuzione 
(o meglio, la media statistica) esenta dalla necessità di seguire la 
variazione nel tempo del valore medio effettivo della grandezza 
fisica f (p, 9g). Al tempo stesso, è evidente che, in virtù del concetto 
di probabilità definito dalla formula (1, 1), la media statistica equi- 
vale completamente alla media sul tempo. Questo significherebbe 
che, seguendo l'andamento nel tempo di una grandezza, bisogne- 
rebbe costruire la funzione f = f (t); cosicché il valore medio sarebbe 
definito come segue: 


T 
f=lim7|f()dt. 
0 


Da quanto detto segue che la statistica permette di trarre con- 
clusioni e di fare previsioni sul comportamento dei corpi macroscopi- 
ci, che hanno carattere probabilistico. In questo risiede la diffe- 
renza tra la statistica e la meccanica (classica), le cui conclusioni 
sono puramente univoche. Occorre però sottolineare che il carattere 
probabilistico dei risultati della statistica proviene di per sé non dal- 
la natura degli oggetti in esame, ma dal fatto che questi risultati 
si ottengono a partire da un numero di dati minore di quello che 
sarebbe necessario per la descrizione meccanica completa (non occor- 
re conoscere i valori iniziali di tutte le coordinate e degli impulsi). 

Ma nella pratica, quando la statistica si applica ai corpi macro- 
scopici, il suo carattere probabilistico in generale non si manifesta. 
Questo si spiega con il fatto che, osservando un corpo macroscopico 
(che si trova in condizioni esterne stazionarie, indipendenti cioè 
dal tempo) durante un intervallo di tempo sufficientemente lungo, 
tutte le grandezze fisiche che caratterizzano il corpo risultano prati- 
camente costanti (uguali ai valori medi) e molto raramente subiscono 
variazioni notevoli; si tratta ovviamente delle grandezze macrosco- 
piche che caratterizzano il corpo in blocco o le sue singole parti 
ugualmente macroscopiche e non le particelle isolate 2). Questo fatto, 
di importanza essenziale in statistica, segue da considerazioni assai 


1) In questo libro designamo la media mediante un trattino sopra la lettera 


o mediante parentesi angolare: f ovvero (f), il che è dovuto solo alla semplifi- 
cazione della scrittura delle formule. Il secondo metodo è preferibile per la 
scrittura dei valori medi delle espressioni ingombre. 

2) Diamo un esempio che ‘mostra chiaramente quanto sia precisa questa. 
regola. Se in un gas si separa una porzione contenente, per esempio, 1/100 
grammomole, risulta che lo scarto medio relativo dell’energia di questa quan- 
tità di materia dal suo valore medio costituisce all’incirca 10-11. La probabilità 
di determinare (con una sola misura} uno scarto relativo dell ordine di 410-9 è 


data da un numero estremamente piccolo pari circa a 103° 10"", 
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generali (che saranno esposte .nel prossimo paragrafo) ed è vero, 
a maggior ragione, quanto più grande e complicato è il corpo in esa- 
me. Usando la terminologia della distribuzione statistica, possiamo 
dire che, se mediante la funzione p (p, g) costruiamo la funzione di 
distribuzione delle probabilità dei diversi valori della grandezza 


f (p, 9), questa funzione avrà un massimo molto netto per f = f 
e differirà notevolmente da zero soltanto nell’intorno immediato 
del punto di massimo. | 

Pertanto la statistica permette di calcolare i valori medi delle 
grandezze che caratterizzano i corpi macroscopici e di fare quindi 
previsioni che si verificano con molta precisione per la maggior par- 
te di un intervallo di tempo sufficientemente lungo in modo ché 
l'influenza dello stato iniziale del corpo sia smorzata. In questo 
senso, le previsioni della statistica assumono carattere non probabi- 
listico, ma praticamente determinato. (Tenendone conto, nel seguito 
non useremo quasi mai un trattino sopra la lettera considerando i va- 
lori medi delle grandezze macroscopiche.) 

Se un sistema macroscopico isolato si trova in uno stato in cui 
per ogni sua parte (che è anch’essa un corpo macroscopico) le gran- 
dezze fisiche macroscopiche sono uguali con buona approssimazione 
ai loro valori medi, si dice che il sistema si trova in stato di equilibrio 
statistico (detto anche equilibrio termodinamico o termico). Si vede 
da quanto detto che se si osserva un sistema macroscopico isolato 
durante un intervallo di tempo sufficientemente lungo, per la mag- 

ior parte di questo tempo il sistema si troverà in equilibrio statistico. 

e ad un istante iniziale il sistema macroscopico isolato non si trova 
in equilibrio statistico (per esempio, portato artificialmente fuori 
dall’equilibrio sotto un’azione esterna e poi abbandonato a se stesso, 
cioè diventato di nuovo un sistema isolato), in seguito esso neces- 
sariamente ritornerà verso questo stato di equilibrio. Si chiama 
tempo di rilassamento l'intervallo di tempo in cui il sistema deve 
necessariamente passare all’equilibrio statistico. Parlando sopra 
di intervalli di tempo «sufficientemente lunghi », abbiamo sottinteso 
intervalli di tempo lunghi rispetto al tempo di rilassamento. 

La teoria dei processi di passaggio allo stato di equilibrio si 
chiama cinetica; essa non è trattata propriamente dalla statistica, 
che studia sistemi in equilibrio statistico. 


$ 2. Indipendenza statistica 


— I sottosistemi di cui si è parlato nel $ 1 non sono di per sé isolati. 
Viceversa, sono in interazione continua con le altre parti del siste- 
ma. Ma poiché queste parti, piccole rispetto al sistema intero, sono 
anch'esse corpi macroscopici, possiamo assumere che in intervalli 
di tempo non troppo lunghi si comportino pressappoco come sistemi 
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isolati. Infatti, sono prevalentemente le particelle che si trovano 
in prossimità della superficie del sottosistema ad entrare in intera- 
zione con le parti circostanti. Ma il numero relativo di queste par- 
ticelle rispetto al numero totale di particelle del sottosistema dimi- 
nuisce rapidamente quando le sue dimensioni aumentano; inoltre, 
se il sottosistema è sufficientemente grande, l’energia di interazione 
con le parti circostanti sarà piccola rispetto alla sua energia interna, 
Possiamo quindi affermare che i sottosistemi sono quasi-isolati. 
Sottolineiamo ancora una volta che il sottosistema può considerarsi 
quasi-isolato soltanto in un intervallo di tempo non troppo lungo. 
Ma in un intervallo di tempo sufficientemente lungo l'effetto del- 
l'interazione tra i sottosistemi, comunque debole sia, si manifesterà 
necessariamente. Inoltre, è proprio questa interazione relativamente 
debole a ristabilire finalmente l’equilibrio statistico. 

Il fatto che si può assumere debole l'interazione tra i diversi 
sottosistemi permette anche di considerare questi sottosistemi stati- 
sticamente indipendenti. L'indipendenza statistica significa che lo 
stato in cui si trova uno dei sottosistemi non influisce affatto sulle 
probabilità che gli altri sottosistemi si trovino in diversi stati. 

Consideriamo due sottosistemi e supponiamo che dp’ dg'® 
e dp® dq'* siano gli elementi di volume nei rispettivi spazi delle 
fasi. Se si considera l’insieme dei due sottosistemi come un sottosi- 
stema composto, matematicamente l'indipendenza statistica dei 
sottosistemi significa che la probabilità che il sottosistema composto 
si trovi nell’elemento di volume di fase dp® dg12 = dp®dqg' x 
X dp dq'® si decompone in prodotto delle probabilità che ciascuno 
dei sottosistemi si trovi rispettivamente in dp dq'® e dp® dq®, 
e ognuna delle probabilità dipende solo dalle coordinate e dagli 
impulsi del corrispondente sottosistema. Pertanto possiamo scrivere 


Pio dpi? dg =, dp'® dg! -p, dp® dq®, 
ovvero 
Pi2=PiP2, (2,1) 


dove p,, è la distribuzione statistica del sottosistema composto, 
e Pi, Py sono le funzioni di distribuzione dei sottosistemi componenti: 
una relazione analoga si può anche scrivere per l’insieme di pit 
sottosistemi !). | 

Si può evidentemente affermare l'inverso: se la distribuzione 
delle probabilità per un sistema composto si decompone in prodotto, 
in cui ogni fattore dipende solo dalle grandezze che descrivono una 
delle parti del sistema, ciò vuol dire che queste parti sono statisti- 


1) A condizione, naturalmente, che l'insieme dei sottosistemi sia ancora 
una piccola parte dell'intero sistema isolato. 
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camente indipendenti, e ciascuno dei fattori è proporzionale alla 
probabilità degli stati della parte corrispondente. 

Se fi e f. sono due grandezze fisiche appartenenti a due sottosi- 
stemi diversi, dalla (2, 1) e dalla definizione dei valori medi secondo 
la (1,5) segue immediatamente che il valore medio del prodotto fifa 
è uguale al prodotto dei valori medi di ciascuna delle grandezze 


fi ® fx] 
fifa =f1 fa (2,2) 


Consideriamo una grandezza f appartenente a un corpo macrosco 
pico o a una sua parte. Questa grandezza varia nel tempo, oscillando 
attorno al suo valore medio. Introduciamo una grandezza che carat- 
terizzi in media la larghezza dell’intervallo di questa variazione. 


Non si può prendere il valore medio della differenza Af = f — f come 
tale caratteristica, poiché la grandezza f si scosta dal suo valore medio 


da una parte e dall’altra, e il valore medio della differenza f — f, ora 
positivo ora negativo, risulta essere uguale a zero, qualunque sia il 
numero di scostamenti notevoli di f dal suo valore medio. Conviene 
prendere come caratteristica richiesta il valore medio del quadrato 
di questa differenza. Poiché (Af)* è sempre grandezza positiva, il 
suo valore medio tende a zero solo se anch'essa tende a zero; in altre 
parole, il valore medio diventa piccolo solo nel caso in cui gli sco- 


stamenti notevoli di f da f sono poco probabili. La grandezza ((Af)î )!/? 
si chiama fluttuazione quadratica media della grandezza f. Sviluppan- 


do il quadrato (f— f)*, troviamo che 


((Af))=f—fr, (2,3) 


cioè la fluttuazione quadratica media è data dalla differenza tra il 
quadrato medio della grandezza e il quadrato del suo valore medio. 

Il rapporto ((Af)*)!?/f si chiama fluttuazione relativa della 
grandezza f. Quanto pit ‘piccolo è questo rapporto tanto più trascu- 
rabile è l'intervallo di tempo in cui il corpo si trova in stati tali 
che lo scostamento della grandezza f dal suo valore medio costitui- 
sce parte notevole di questo ultimo. 

Mostriamo che la fluttuazione relativa delle grandezze fisiche 
diminuisce rapidamente all'aumentare delle dimensioni (del numero 
di particelle) dei corpi ai quali esse si riferiscono. A questo scopo, 
osserviamo preventivamente che la maggioranza delle grandezze che 
presentano un interesse fisico sono additive; questa additività pro- 
viene dal fatto che le singole parti del corpo sono quasi-isolate 
e significa che il valore di una grandezza per l’intero corpo è pari 
alla somma dei valori della grandezza per le sue singole parti (macro- 
scopiche). Infatti, poiché, come è stato già detto, le energie interne 
di queste parti sono grandi rispetto alle energie di interazione tra 
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di esse, si può assumere, con buona approssimazione, che l’energia 
di tutto il corpo è pari alla somma delle energie delle sue parti. 

Sia f una grandezza additiva. Supponiamo che il corpo in esame 
sia suddiviso in numero N di piccole parti pressappoco uguali. Allora 


— N nata 
Îf= Qi f 18) 
dove le grandezze f, si riferiscono alle diverse parti. 
E chiaro che al crescere del numero di parti f cresce quasi propor- 


zionalmente a N. Determiniamo ora la fluttuazione quadratica 
media della grandezza f. Abbiamo 


((Af))= (DI Af1)"). 


Ma, in virtù dell'indipendenza statistica delle diverse parti del 
corpo, il valore medio dei prodotti è 


Afihfy=Afi-Afy=0 (ik) 
(poiché ogni Af; è uguale a zero). Quindi 


N 
((A/)°)= è ((Af1)?). (2,4) 


Di qui segue che al crescere di N il quadrato medio ((Af)*) cresce 
anche proporzionalmente a N. La fluttuazione, invece, è inversamen- 


te proporzionale a Y N, vale a dire 


SONY LA 
= 7a 


Vai 


. (2,9) 
s 


D'altra parte, se conveniamo di suddividere un corpo omogeneo iu 
piccoli regioni, è evidente che il numero di queste regioni sarà 
proporzionale al numero totale di particelle (molecole) contenute nel 
corpo. Quindi, il risultato ottenuto si può enunciare nel seguente 
modo: la fluttuazione relativa di ogni grandezza additiva f decresce 
proporzionalmente all’inverso della radice quadrata del numero di 
particelle contenute nel corpo macroscopico e, di conseguenza, per 
un numero sufficientemente grande di particelle si può assumere 
che la grandezza f è praticamente indipendente dal tempo ed uguale 
al suo valore medio. Questa conclusione è stata già utilizzata nel 
paragrafo precedente. 


$ 3. Teorema di Liouville 


Torniamo allo studio delle proprietà della funzione di distribuzio- 
ne statistica, 

Supponiamo che stiamo osservando un certo sottosistema durante 
un intervallo di tempo sufficientemente lungo. Suddividiamo questo 
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intervallo di tempo in un numero molto grande (al limite infinito) 
di piccoli intervalli uguali divisi con gli istanti f,, t,,... A cia- 
scuno di questi istanti il sottosistema in esame sarà rappresentato da 
un punto nel suo spazio delle fasi (chiameremo questi punti A,, 
Ag, Az; - . .). L'insieme dei punti cosî ottenuti sarà distribuito nello 
spazio delle fasi con una densità che al limite è proporzionale in 
ogni punto al valore della funzione di distribuzione g (p, 9) la quale, 
per definizione, permette di determinare le probabilità dei diversi 
stati del sottosistema. 

Anziché considerare i punti che rappresentano gli stati di un 
sottosistema nei diversi istanti f,, t,,... si può, in modo puramente 
formale, considerare contemporaneamente un numero molto grande 
(al limite infinito) di sottosistemi identici !) che si trovano ad un 
istante arbitrario (i = 0, per esempio) in stati rappresentati dai pun- 
ti A, Ag, ... i sen È 

Seguiamo ora il movimento ulteriore dei punti dello spazio delle 
fasi, che rappresentano gli stati dei sottosistemi, durante un inter- 
vallo di tempo non troppo lungo ma tale che il sottosistema quasi- 
isolato possa essera considerato, con buona approssimazione, come 
un sottosistema isolato. Allora lo spostamento dei punti avverrà 
secondo le equazioni della meccanica che contengono le coordinate 
e gli impulsi delle particelle del sottosistema. 

È chiaro che ad ogni istante t, come pure all'istante £ = 0, tutti 
questi punti saranno distribuiti nello spazio delle fasi secondo la 
stessa funzione di distribuzione p (p, g). In altre parole, i punti di 
fase si spostano nel tempo in modo tale che la densità di distribuzio- 
ne resti invariante in ogni punto e sia proporzionale al valore 
corrispondente di p. 

In modo puramente formale, si può considerare questo sposta- 
mento dei punti di fase come corrente stazionaria di «gas» nello 
spazio delle fasi a 2s dimensioni ed applicarvi la ben nota equazione 
di continuità che esprime l’invarianza del numero totale di « parti- 
celle » (qui dei punti di fase) del gas. L'equazione di continuità ha la 
forma 


2 4 div (ov)=0 


(p la densità, v la velocità del gas), e per una corrente stazionaria 
si scrive: 


div (pv) =0. 


1) Un insieme di sistemi identici di questo genere è usualmente chiamato 
Insieme. statistico. 
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Generalizzando quest'ultima equazione al caso di uno spazio a piî 
dimensioni, si può evidentemente scrivere: 


28 3 
ZI Gay (0Ui)=0. 
inf 
Qui le «coordinate » z; corrispondonò alle coordinate g ed agli impul- 


si pele«velocità» v;=z; alle derivate rispetto al tempo q e p che 
sono determinate dalle equazioni della meccanica. Abbiamo quindi 


3 [37 (991) +9 = (ppi) |= 0. 


Calcolando le ber scriviamo 


Si [ttt] +e [+ ]-0 6 


Scrivendo le equazioni della meccanica nella forma di Hamilton 
cata 
Pl da 
Cap PITT! 


dove H = H (p, 9g) è l'hamiltoniana del sottosistema in esame, vedia- 
mo che 
09 0°H dpi 


— dgdpi = dpi ° 

Quindi il secondo termine a primo membro della (3,1) si annulla 
identicamente. Il primo termine è invece la derivata totale rispetto 
al tempo della funzione di distribuzione. Abbiamo quindi 


8 
do Ni (207493 
a È (+ Pi) =0. (3,2) 


Siamo giunti quindi ad una conclusione molto importante: la fun- 
zione di distribuzione è costante lungo le traiettorie dello spazio del- 
le fasi del sottosistema (il cosiddetto teorema di Liouville); ricordiamo 
che, poiché si parla di sottosistemi quasi-isolati, il risultato ottenuto 
è valido solo per intervalli di tempo non troppo lunghi, in cui il 
sottosistema si comporta con sufficiente approssimazione come un 
sistema isolato. 
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$ 4. Ruolo dell'energia 


Dal teorema di Liouville segue immediatamente che la funzione 
di distribuzione deve esprimersi solo con combinazioni delle varia- 
bili p, g che restino costanti nel movimento del sottosisterna isolato. 
Queste quantità sono invarianti meccanici o integrali primi; sono, 
come è noto, gli integrali primi delle equazioni del moto. Si può 
«quindi dire che la funzione di distribuzione, essendo una funzione 


° 


degli invarianti meccanici, è essa stessa un integrale primo del 
moto. 

Risulta possibile ridurre considerevolmente il numero di inte- 
grali primi dai quali può dipendere la funzione di distribuzione. 
A tale fine bisogna tener presente che la distribuzione gp, per l'insie- 
me di due sottosistemi è pari al prodotto delle funzioni di distri- 


buzione p, e p, dei sottosistemi presi separatamente: p,3 = fif3 
(vedi la (2,1)). Pertanto 


ln p;2=Inp;+-Inp, (4,1) 


cioè il logaritmo della funzione di distribuzione è una grandezza 
additiva. Quindi siamo giunti alla conclusione che il logaritmo del- 
la funzione di distribuzione deve essere non solo un integrale primo 
ma un integrale primo additivo. 

Come è noto ‘dalla meccanica, esistono in tutto sette integrali 
primi del moto additivi indipendenti: energia, tre componenti del 
vettore impulso e tre componenti del vettore momento angolare. 
Indichiamo queste grandezze per l’a-esimo sottosistema (come fun- 
zioni delle coordinate e degli impulsi ‘delle sue particelle) rispetti- 
vamente con E, (p. 9), Pa (P. 9), Ma (P. 9g). L'unica combinazione 
additiva di queste grandezze è una combinazione lineare della forma 


In pa =%a + BE (P, 9 + vPa (p. I +-8M(p, d; (4,2) 


i coefficienti &,, f, y, è sono ‘costanti ed, inoltre, f, ye è devono 
‘essere gli stessi per tutti i sottosistemi del sistema isolato in esame. 

Nel seguito torneremo allo studio dettagliato della distribuzione 
(4,2) (capitolo III). Per il momento il fatto più importante è che il 
coefficiente a, è semplicemente la costante di normalizzazione deter- 


minata dalla condizione { Padp'’dg=1. Quanto alle costanti fi, 


%, è (sette in tutto), esse possono evidentemente essere determinate 
da sette valori costanti degli integrali primi additivi di tutto il 
sistema isolato. 

Si arriva cosi a una conclusione molto importante in statistica. 
I valori degli integrali primi del moto additivi (energia, impulso 
e momento angolare) determinano completamente le proprietà 
statistiche del sistema isolato, cioè le distribuzioni statistiche di 
tutti i suoi sottosistemi e quindi i valori medi delle loro grandezze 
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fisiche. Questi sette integrali primi additivi sostituiscono un'inim- 
maginabile moltitudine di dati (condizioni iniziali) che occorrereb- 
bero per una descrizione meccanica. 

Le considerazioni precedenti permettono immediatamente di 
ricavare per un sistema isolato una funzione di distribuzione sem- 
plice, adatta alla descrizione delle sue proprietà statistiche. Poiché, 
come già sappiamo, i valori degli integrali primi non additivi non 
influiscono su queste proprietà, per la descrizione di queste ultime si 
può utilizzare ogni funzione p che dipenda solo dai valori degli in- 
tegrali primi additivi e soddisfi al teorema di Liouville. La più sem- 
plice di queste funzioni è p = costante per tutti i punti dello spazio 
delle fasi, corrispondenti ai valori costanti assegnati dell'energia 
(Eo), dell'impulso (P,) e del momento angolare (My) del sistema 
(indipendentemente dai valori degli integrali non additivi), ep =0 
per tutti gli altri punti. È ovvio che la funzione cosi definita resta, 
in ogni caso, costante lungo la traiéttoria nello spazio delle fasi 
del sistema, vale a dire soddisfa al teorema di Liouville. 

Ma questa formulazione non è, tra l’altro, del tutto esatta. 
Infatti, i punti determinati dalle equazioni 


E (p, = E P(p,9)=Po Mp9) =M (4,3) 
costituiscono una certa varietà a 2s — 7 dimensioni (e non a 2s 
dimensioni come per un volume). Quindi, perché l'integrale | p dp dg 


sia diverso da zero, la funzione p (p, g) deve diventare infinita in 
questi punti. La scrittura esatta della funzione di distribuzione 
per un sistema isolato è 


p=costante-8 (E — E) 8(P_—P)8(M-M). (4,4) 


La presenza della funzione ') assicura l’annullamento di p in 
tutti i punti dello spazio delle fasi in cui almeno una delle grandezze 
E, P, M non sia uguale al suo valore assegnato £., Po, Mo. Quanto 
all’integrale di p esteso ad un volume dello spazio delle fasi contenen- 
te almeno parte della suddetta varietà di punti, esso è finito. La 
distribuzione (4,4) è detta microcanonica ?). 

L'impulso e il momento angolare di un sistema isolato sono 
completamente legati al suo moto: tale moto sarà di traslazione 


1) Per la definizione e le proprietà della funzione è vedi III, $ 5. 

2) Sottolineiamo ancora una volta che questa distribuzione non è una distri- 
buzione propriamente statistica di un sistema isolato. Prandere questa distribu- 
zione come effettiva equivale all'affermazione che la traiettoria nello spazio 
delle fasi di un sistema isolato in un intervallo di tempo sufficientemente lungo 
passa arbitrariamente. vicino ad ogni punto della varietà determinata dalle 
equazioni (4, 3). Ma questa affermazione (nota col nome di ipotesi ergodica) 
non è in generale vera. 
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uniforme e di rotazione uniforme. Pertanto possiamo dire che lo 
stato statistico di un sistema che compie un dato moto dipende 
solo dalla sua energia. Quindi, l'energia assume in statistica un 
ruolo del tutto particolare. 

Nel seguito, per escludere completamente il momento angolare 
e l'impulso, si può applicare il seguente artifizio: supponiamo che 
il sistema sia contenuto in una «cassa» rigida ed utilizziamo un si- 
stema di coordinate in cui la « cassa » sia in quiete. In queste condizio- 
ni il momento angolare e l'impulso non sono più in generale inte- 
grali primi e l’unico integrale primo additivoresta l’energia; al tem- 
po stesso, la presenza della «cassa» non influisce evidentemente sulle 
proprietà statistiche delle piccole parti (sottosistemi) del sistema. 
Quindi, per i logaritmi delle funzioni di distribuzione dei sottosi- 
stemi si avrà, al posto della (4,2), un'espressione ancora più semplice 


In pa = a + BE (99). (4,5) 


La distribuzione microcanonica per tutto il sistema si scriverà nella 
forma 


pg = costante-0 (E — Zo). (4,6) 


Abbiamo supposto sinora che tutto il sistema si trovi in equili- 
brio statistico. In altre parole, l'abbiamo considerato in intervalli 
di tempo maggiori rispetto al suo tempo di rilassamento. Nella 
pratica, però, è di solito necessario considerare il sistema in inter- 
valli di tempo confrontabili o anche più piccoli rispetto al tempo di 
rilassamento. Per grandi sistemi questo è possibile grazie alla pre- 
senza, accanto all’equilibrio statistico completo di tutto il sistema 
isolato, dei cosiddetti equilibri incompleti (o parziali). 

Infatti, il tempo di rilassamento cresce al crescere delle di- 
mensioni del sistema, Ne segue che alcune piccole parti del sistema 
arrivano autonomamente allo stato di equilibrio molto prima che 
si sia stabilito l’equilibrio tra le diverse piccole parti. Questo signi- 
fica che ogni piccola parte del sistema viene descritta dalla sua 
funzione di distribuzione della forma (4,2), ma i valori dei parame- 
tri di distribuzione fi, y, è sono diversi per le diverse parti. In questo 
caso si dice che il sistema si trova in equilibrio incompleto. L'equili- 
brio incompleto diventa completo col tempo, e i parametri fi, y, è per 
ogni piccola parte, variando lentamente nel tempo, diventano in 
ultima analisi uguali per tutto il sistema isolato. 

Spesso si ha a che fare anche con equilibri incompleti di altro 
tipo. Questi equilibri incompleti sono dovuti non alla grande dif- 
ferenza tra i tempi di rilassamento di tutto il sistema e delle sue 
piccole parti, ma alla differenza tra le velocità dei diversi processi 
che avvengono in tutto il sistema. Di buon esempio può servire l’'equi- 
librio incompleto in una miscela di più sostanze che si trovano in 
reazione chimica. Data la lentezza relativa delle reazioni chimiche, 
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l'equilibrio rispetto al movimento delle molecole si stabilisce in 
generale più rapidamente che non l'equilibrio rispetto alle mutue 
trasformazioni tra le molecole, cioè rispetto alla composizione della 
miscela. Questa circostanza permette di considerare l’equilibrio 
incompleto della miscela come stato equilibrio (in realtà non equili- 
brio) per una data composizione chimica. 

La presenza di equilibri incompleti permette di introdurre il 
concetto di stati macroscopici del sistema. Si chiama descrizione 
macroscopica di un sistema, in opposizione alla descrizione mecca- 
nica microscopica (cioè assegnazione delle coordinate e degli impul- 
si di tutte le particelle del sistema), l'assegnazione dei valori medi 
delle grandezze fisiche che determinano l’uno o l’altro stato di equi- 
librio incompleto del sistema. Per esempio, si possono dare i valori 
medi delle grandezze che caratterizzano alcune parti del sistema 
sufficientemente piccole ma macroscopiche, e si può supporre che 
ciascuna di queste parti si trovi in un suo stato di equilibrio parziale. 


$ 5. Matrice statistica 


Passando allo studio delle particolarità della statistica quanti- 
stica, osserviamo, prima di tutto, che in meccanica quantistica, cosi 
come nel caso classico, sarebbe inefficace affrontare il problema del- 
la determinazione del comportamento di un corpo macroscopico con 
metodi propriamente meccanici. Una tale impostazione del problema 
richiederebbe di risolvere l'equazione di Schròdinger per un sistema 
composto di tutte le particelle del corpo, compito più arduo ancora 
che non l’integrazione delle equazioni del moto classiche. Ma anche 
se fosse possibile trovare in qualche caso particolare la soluzione 
generale dell’equazione di Schròdinger, sarebbe assolutamente 
impossibile scegliere e scrivere la soluzione particolare che soddisfi 
alle condizioni concrete del problema, poiché questa soluzione 
sarebbe caratterizzata dai valori di un’enorme quantità di numeri 
quantici diversi. Inoltre, come vedremo più avanti, il concetto di 
stato stazionario per un corpo macroscopico diventa, sotto certi 
aspetti, convenzionale; questo fatto è di grande importanza generale. 

Esplicitiamo preliminarmente alcune particolarità che caratte- 
rizzano un corpo macroscopico, dal punto di vista propriamente 
quantistico, rispetto a sistemi composti di un numero relativamen- 
te piccolo di particelle. 

Queste particolarità si traducono in una distribuzione molto 
densa dei livelli nello spettro degli autovalori dell'energia del corpo 
macroscopico. È facile capire la ragione di tale densità osservando 
che, a causa del gran numero di particelle del corpo, l’energia può 
approssimativamente essere « distribuita » tra le diverse particelle 
in infiniti modi. La relazione tra questo fatto e la densità dei livelli 
diventa particolarmente evidente se si considera, per ‘esempio, un 
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corpo macroscopico: un « gas » composto di N particelle assolutamente 
non interagenti e contenute in un certo volume. I livelli energetici 
di un tale sistema corrispondono semplicemente alle somme delle 
energie delle diverse particelle, l'energia di ciascuna particella non 
potendo assumere che una infinità di valori discreti !). È ovvio che 
scegliendo in tutti i modi possibili i valori degli N termini di questa 
somma, ad ogni dominio più o meno percettibile e finito dello spet- 
tro corrisponderà un gran numero dei valori possibili dell'energia 
del sistema, che, quindi, saranno molto vicini l’uno all’altro. 

In generale, si può mostrare (vedi la (7, 18)) che il numero di 
livelli contenuti in un dato intervallo finito dello spettro energetico 
del corpo macroscopico cresce al crescere del numero di particelle in 
esso contenute secondo una legge esponenziale, e le distanze tra 
i livelli si esprimono con numeri dell'ordine 10-N (dove N è un 
numero dello stesso ordine di grandezza del numero di particelle 
nel corpo), indipendentemente dall’unità di misura scelta, poiché 
la differenza tra le diverse unità di energia è inessenziale per un tale 
numero infinitesimo ?). 

A causa dell’enorme densità di livelli, un corpo macroscopico 
non può trovarsi mai, in realtà, în uno stato rigorosamente stazio- 
nario. Prima di tutto, è evidente che l’energia del sistema sarà 
«modificato» in ogni caso di un valore dell'ordine di grandezza pari 
all'energia di interazione tra il sistema e i corpi circostanti. Ma 
quest’ultima è infinitamente grande rispetto alle distanze tra i li- 
velli, e questo vale non solo per sottosistemi «quasi-isolati», ma 
anche per sistemi tali che potremmo assumere rigorosamente isolati 
da tutti i punti di vista. É ovvio che in natura non esistono sistemi 
completamente isolati la cui interazione con qualsiasi corpo sia 
esattamente nulla; ma ogni altra interazione, anche se è sufficien- 
temente piccola da non poter influire su nessuna proprietà del siste- 
ma, sarà ancora indefinitamente grande rispetto agli intervalli 
trascurabili del suo spettro energetico. 

Esiste ancora un altro motivo fondato per cui un corpo macro- 
scopico non può trovarsi, di fatto, în uno stato stazionario. Come 
è noto dalla meccanica quantistica, lo stato di un sistema descritto 
da una certa funzione d’onda compare come risultato di un determi- 


1) Gli intervalli tra livelli di energia vicini di una particella sono inver- 
samente proporzionali al quadrato delle dimensioni lineari ZL del volume in 
cui è contenuta (- %°/mL?, dove m è la massa della particella, f la costante 
quantistica). 

2) È da notare che Je considerazioni precedenti sono inapplicabili alla 
parte iniziale dello spettro energetico; le distanze tra i primi livelli di energia 
del corpo macroscopico possono addirittura non dipendere dalle dimensioni 
del corpo. Ma questo fatto non modifica le deduzioni che andremo facendo: 
essendo riferite a una particella, le distanze tra i primi livelli di un corpo macro- 
scopico sono indefinitamente piero e la densità in questione può essere ottenuta 


anche per energie trascurabili, riferite a una particella. 


PRINCIPI FONDAMENTALI DELLA STATISTICA 34 


nato processo di interazione del sistema in esame con un altro che, 
con buona approssimazione, ubbidisce alla meccanica classica. La 
comparsa di uno stato stazionario gode di proprietà particolari. 
Occorre distinguere qui l'energia £ del sistema prima dell'interazio- 
ne deall’energia £’ dello stato creato in seguito all’interazione. Come 
è noto (vedi III, $ 44), le imprecisioni AE e AZ' sono legate alla 
durata A? del processo di interazione dalla relazione 


, h 

|\AE'-AE|- x * 

Gli errori AZ e AZ” sono in generale dello stesso ordine di grandezza 
e, come mostra l’esperienza, non si può ottenere che sia AE’ < AE. 
Pertanto si può ugualmente affermare che AZ” = »/At. Ma per 
considerare lo stato come stazionario, l’imprecisione AZ” deve essere 
in ogni caso piccola rispetto alle distanze fra livelli vicini. Poiché 
queste distanze sono infinitesime, occorrerebbe un tempo incom- 
mensurabile At — È/AE' per ricondurre un corpo macroscopico in 
uno stato stazionario. In altre parole, si arriva ancora alla conclusio- 
ne che è impossibile realizzare uno stato rigorosamente stazionario 
per un corpo macroscopico. 

Non si può in generale descrivere lo stato di un corpo macroscopi- 
co mediante la funzione d'onda, poiché la riserva possibile dei dati 
concernenti lo stato di un tale corpo è ben lungi dal corrispondere 
all'insieme completo di dati indispensabili per la costruzione della 
sua funzione d’onda. La situazione che qui viene a crearsi è in certo 
senso analoga a quella che si ha in statistica classica, dove l’im- 
possibilità di tener conto di tutte le particelle del corpo rende im- 
possibile una descrizione meccanica esatta del suo comportamento; 
questa analogia è però incompleta, poiché l'impossibilità di una 
descrizione quantistica completa e l’assenza di una funzione d’onda 
che descrive un corpo macroscopico possono, come abbiamo visto, 
avere motivi molto più profondi. 

La descrizione quantistica basata su un insieme di dati incom- 
pleto sul sistema si realizza, come è noto, con la cosiddetta matrice 
densità (vedi III, $ 14). La conoscenza della matrice densità permette 
di calcolare la media di qualsiasi grandezza che caratterizza il 
sistema e le probabilità dei diversi valori della grandezza. Una 
descrizione incompleta significa allora che i risultati di varie misu- 
re, che possono essere previsti con una certa probabilità conoscendo 
la matrice densità, potrebbero, ovviamente, essere previsti con 
maggiore precisione e persino in modo completo conoscendo l’insie- 
me di dati completo, relativi al sistema e sufficienti per la costruzio-- 
ne della sua funzione d'onda. 

Non scriveremo qui le formule note dalla meccanica quantistica, 
che si riferiscono alla matrice densità rappresentata in coordinate, 
poiché questa rappresentazione non si utilizza in statistica. Tutta- 
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via mostriamo come si può introdurre immediatamente la matrice 
densità nella rappresentazione dell'energia, indispensabile per le 
applicazioni statistiche. | 

Consideriamo un sottosistema ed introduciamo il concetto di suoi 
«stati stazionari» che si ottengono trascurando completamente tutte 
le interazioni tra il sottosistema in esame e le altre parti del sistema 
isolato. Siano 1, (9g) le funzioni d’onda normalizzate di questi stati 
(senza fattore temporale), dove g indica convenzionalmente l’insieme 
di tutte le coordinate del sottosistema, e n l’insieme di tutti i nume- 
ri quantici che distinguono i diversi stati stazionari; indichiamo con 
E, l'energia di questi stati. 

Supponiamo che a un dato istante il sottosistema si trovi in un 
determinato stato, descritto completamente dalla funzione d’on- 
da w. Quest'ultima può essere sviluppata in funzioni , (9) che 
formano un sistema completo. Scriviamo questo sviluppo nella forma 


p= 2 Cnn (9,1) 


Il valore medio di ogni grandezza f in un dato stato può, come è noto, 
essere calcolato a partire dai coefficienti c, mediante la formula 


f= di CrEmf nm (9,2) 
dove 
fam= | Wifom da (5,3) 
sono gli elementi di matrice della grandezza f (f è l'operatore corri- 
spondente). 


Il passaggio da una descrizione quantistica completa a quella 
incompleta del sottosistema si può considerare in un certo senso 
come la media sui suoi diversi stati p. I valori medi dei prodotti 
CREm daranno un insieme doppio (rispetto ai due indici) di certe 
grandezze, che indichiamo con Wm, e che non si possono più esprime- 
re in forma di prodotti di grandezze che costituiscono un insieme or- 
dinario. Il valore medio della grandezza f si esprime ora con una 
formula del tipo | | n 


f= Z Wmn Î SE (9,4) 


L'insieme delle grandezze w,n (che sono in generale funzioni del 
tempo) rappresenta la matrice densità nella rapresentazione dell’e- 
nergia; in statistica essa si chiama matrice statistica 1). 


1) Stiamo parlando della rappresentazione dell’energia, in quanto proprio 
essa si usa in generale in statistica. Tuttavia non abbiamo utilizzato sinora il 
fatto che w, sono funzioni d'onda degli stati stazionari. Pertanto è evidente 
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Considerando w&mn, come elementi di matrice di un operatore sta- 
tistico w, la somma è Wmnfnm sarà l’elemento di matrice diagonale 
n 


del prodotto degli operatori wf, e il valore medio f si scriverà in for- 
ma di traccia (somma degli elementi diagonali) di questo operatore 


f= 3 (7) nn = Tr (0Î. (5,5) 


Il vantaggio di questa scrittura è che si possono fare i calcoli con un 
insieme completo arbitrario di funzioni d’onda ortogonali e norma- 
lizzate: la traccia dell'operatore non dipende dalla scelta del sistema 
di funzioni rispetto alle quali si determinano gli elementi di matri- 
ce (vedi III, $ 12). 

In modo analogo si modificano anche le altre espressioni quan- 
tistiche in cui figurano le grandezze c,: ogni volta i prodotti cen 
vanno sostituiti con « valori medi» Wmnn 


ChOm > Wmn- 


Cosî, la probabilità che il sottosistema si trovi nell'n-esimo stato 
sarà uguale all’elemento diagonale corrispondente w,, della matrice 
densità (in luogo del quadrato del modulo c%c,). È evidente che que- 
sti elementi, che indicheremo più avanti con wn, sono sempre posi- 
tivi 


Wn=Wnn > 0 (5,6) 
e soddisfano alla condizione di normalizzazione 
Tru=Mw=1f (5,7) 


(corrispondente alla condizione }; | cn |? = 1). 


n 

È da sottolineare che il valor medio sui diversi stati +, che sono 
stati introdotti ai-fini di rendere evidente il passaggio da una descri- 
zione quantistica completa a quella incompleta, ha solo un signifi- 
cato puramente convenzionale. In particolare, sarebbe assolutamente 
sbagliato ritenere che la descrizione fatta con la matrice densità 
corrisponda al fatto che il sottosistema può avere diverse probabilità 
di trovarsi in diversi stati | e che la media eseguita è una media su 
queste probabilità; una tale affermazione contraddirebbe in generale 
i principi fondamentali della meccanica quantistica. 


che allo stesso modo si può determinare la matrice densità rispetto a un qual- 
siasi sistema completo di funzioni d'onda. 

Indichiamo anche che la normale funzione densità di coordinate p (9, g’) 
(vedi III, $ 14) si esprime mediante la matrice w,mn 


p (9, 9°) = DI mn bt (4°) Pm (9). 
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Gli stati di un sistema quantistico descritti da funzioni d’onda 
si chiamano talvolta stati puri per distinguerli dagli stati misti, che 
vengono descritti dalla matrice densità. Occorre però fare attenzione 
e comprendere gli stati misti nel senso suindicato. 

La media, eseguita tramite la matrice statistica e determinata 
dalla formula (5,4), ha una duplice natura. Essa include da una 
parte la media legata al carattere probabilistico della descrizione 
quantistica, anche la più completa, e dall'altra, la media statistica 
che abbiamo dovuto introdurre, poiché la nostra conoscenza dell’og- 
getto in esame è incompleta. Nel caso di stato puro resta solo la 
prima media, ma nei casi statistici figurano sempre le due medie. 
Tuttavia bisogna tener presente che queste due medie non si posso- 
no separare l’una dall’altra; tutta la media si esegue in modo uni- 
voco e non si può rappresentarla come risultato di due operazioni, 
l'una propriamente quantistica e l’altra propriamente statistica. 

In statistica quantistica, la matrice statistica corrisponde alla 
funzione di distribuzione della statistica classica. Tutto quanto 
abbiamo detto nei paragrafi precedenti, relativamente alla stati- 
stica classica, -del carattere praticamente determinato delle sue 
previsioni si riapplica nello stesso modo alla statistica quantistica. 
Dimostrando ($ 2) che al crescere del numero di particelle le flut- 
tuazioni relative delle grandezze fisiche additive tendono a zero, 
non abbiamo fatto nessun riferimento a proprietà specifiche della 
meccanica classica, e quindi la dimostrazione è valida completamen- 
te anche per il caso quantistico. Quindi, possiamo affermare, come 
prima, che le grandezze macroscopiche restano praticamente pari 
ai loro valori medi. : 

In statistica classica, la funzione di distribuzione p (p, 9g) dà 
immediatamente la distribuzione delle probabilità dei diversi valori 
delle coordinate e degli impulsi delle particelle del corpo. In stati- 
stica quantistica, invece, non è cosi: le grandezze w, danno solo le 
probabilità di trovare il corpo in uno o in un altro stato quantistico, 
senza nessuna indicazione concreta circa i valori delle coordinate 
o degli impulsi delle particelle. 

In virtà della natura stessa della meccanica quantistica, la sta- 
tistica basata su di essa può solo trattare il problema di ricerca della 
distribuzione delle probabilità per le coordinate e gli impulsi separa- 
tamente e: non contemporaneamente, poiché le coordinate e gli 
impulsi non possono in generale avere contemporaneamente valori 
determinati. Le distribuzioni delle probabilità richieste devono 
tener conto sia della indeterminazione statistica che della indeter- 
minazione propria della descrizione quantistica come tale. Per 
trovare queste distribuzioni, applichiamo ragionamenti analoghi 
a quelli precedenti. Supponiamo prima che il corpo si trovi in uno 
stato quantistico puro con funzione d’onda (5,1). Allora la distri- 
buzione delle probabilità per le coordinate sarà determinata dal 
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quadrato del modulo: 
\p= di Di chemio 
n m 


cosicché la probabilità che le coordinate assumano valori compresi 
nell'intervallo dg = dg;d9, ... dg, è pari a du, = [y|{} dg. Il 
passaggio allo stato misto si esegue sostituendo ai prodotti cìcm gli 
elementi mn della matrice statistica e, di conseguenza, | w | diven- 
ta 


dI di WmnPh?m- 
n m 
Ma, per definizione di elementi di matrice, si può scrivere 
Da Wmn'Pm = Wn . 
pria 
Pertanto 1 
dI dI Wmn PhWm = DI; Pin. 
ne um n 


Ricaviamo quindi la seguente formula per la distribuzione delle 
probabilità delle coordinate: 


dwg = Di tin dA. (5,8) 


Nell’espressione così scritta si può utilizzare come wp, un qualsiasi 
sistema completo di funzioni d’onda normalizzate. 

Determiniamo ora. la distribuzione delle probabilità degli 
impulsi. Gli stati quantistici in cui tutti gli impulsi hanno valori 
determinati corrispondono al movimento libero delle particelle. 
Indichiamo con vp (9) le funzioni d’onda di questi stati, dove 
l'indice p esprime convenzionalmente l’insieme di tutti gli impulsi. 
Come sappiamo, gli elementi diagonali della matrice densità rappre- 
sentano le probabilità che il sistema si trovi negli stati quantistici 
corrispondenti. Quindi, determinando la matrice densità rispetto al 
sistema di funzioni ‘),, otteniamo la distribuzione richiesta delle 
probabilità per gli impulsi data dalla formula ?) 


dwp=Wpp dp=dp- ) piwpp da, (9,9) 


dove dp = dp,dp, ... dps. | 
‘È curioso osservare che le due distribuzioni (secondo le coordina- 
te e gli impulsi) possono essere ottenute integrando la stessa funzione 


Ig, p\=W3 (A) pp (9). (5.40) 


1) Le funzioni ‘), (9) sono onde piane nello spazio delle configurazioni del 
sistema; esse sono supposte normalizzate sulle funzioni $ di tutti gli impulsi. 


3* 
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Integrandola in dg, si ottiene la distribuzione secondo gli impulsi (5,9) 
Integrando invece in dp, si ottiene 


diwy= da- | 48 (4) &ws (9) dp (5,14) 


che è in accordo con la definizione generale (5,8). Notiamo anche che 
la funzione (5,10) può essere espressa mediante la matrice densità 
di coordinate © (9g, 9’) dalla 


I (a, )=%(® | PG, 9) Wo (4) de. (5,12) 


Tuttavia sottolineiamo che questo non significa affatto che la 
funzione / (g, p) si possa considerare come distribuzione delle pro- 
babilità contemporaneamente per le coordinate e per gli impulsi; 
oltre al fatto che un tale punto di vista sarebbe in contraddizione 
con i principi fondamentali della meccanica quantistica, osserviamo 
che la (5,10) è un'espressione complessa !). x | 


$ 6. Distribuzione statistica in statistica quantistica 


In meccanica quantistica, si può dimostrare un teorema comple- 
tamente analogo al teorema di Liouville enunciato al $ 3 in base 
alla meccanica classica. 

Ricaviamo a tale fine preventivamente l’equazione quantistica 
generale che determina la derivata rispetto al tempo della matrice 
statistica di un qualsiasi sistema (isolato) 2). Seguendo il metodo 


1) Poiché I (g, p) non ha significato fisico diretto, è ovvio che la defini- 
zione di funzione che gode di queste proprietà non è univoca. Cosi, le distribu-. 
zioni secondo gq e secondo p si possono ottenere allo stesso modo dalla funzione 


Iw (4, p)= { p (+È, a-3) 5 (1+È) dp (1-3) de, (5,100) 


dove È indica un insieme di variabili ausiliarie Zi, ..., E, edé== di;... dé, 
(E. Wigner, 1932). Infatti, poiché 
È 


fus(i+È) vo (1-i) a0=0(+i-s+4)=30, 


si ha {Iw dp = (a |a). L’integrale \ Iw dq, dopo la sostituzione di variabili 


a+ 82 + a, ga — &/2-+ q', coincide con l'integrale | I dq. Contrariamente 


a I(g, p), la funzione /w (4, p) è una funzione reale (è facile convincersene 
tenendo conto che la matrice p (g, g’) è hermitiana), ma non sempre positiva. 

2) Parlando nel paragrafo precedente della matrice densità di un sotto- 
sistema, abbiamo tenuto conto delle sue applicazioni statistiche principali. 
È ovvio che anche un sistema isolato in stato misto può essere descritto dalla 
matrice densità. 


PRINCIPI FONDAMENTALI DELLA STATISTICA 37 


usato nel paragrafo precedente, supponiamo prima che il sistema 
si trovi in uno stato puro con una funzione d’onda rappresentata 
da una serie della forma (5,1). Poiché il sistema è isolato, la sua fun- 
zione d’onda avrà la stessa forma in tutti gli istanti posteriori; 
inoltre, i coefficienti c, saranno ora funzioni del tempo proporzionali 
ai fattori exp (—iE,t/h). Abbiamo quindi 


Te, i 
di Cnlm F (En — Em) Chloe 


Il passaggio alla matrice statistica nel caso generale degli stati 
misti si esegue ora sostituendo i prodotti c%cm COn Wnn. Quindi, 
l'equazione cercata è 


Wmn = 7 (En — Em) Umn- (6,1) 


Si può riscrivere questa equazione in forma operatoriale osservan- 
do che 


(En Em) Wmn= di (Wmiltin — Hmidin), 


dove Hmn sono gli elementi di matrice dell’operatore di Hamilton fl 
del sistema (questa matrice è diagonale nella rappresentazione 
dell’energia scelta). Pertanto 


w=+ (0 —Îw). (6,2) 


(Richiamiamo l’attenzione sul fatto che questa espressione differi- 
sce nel segno dall’espressione quantistica generale per l’operatore, 
derivata rispetto al tempo di una grandezza.) 

Si vede che, perché la derivata rispetto al tempo della matrice 
statistica si annulli, l'operatore w deve commutare con l'operatore 
di Hamilton del sistema. Questo risultato rappresenta l’analogo 
quantistico del teorema di Liouville: in meccanica classica la richie- 
sta che la funzione di distribuzione sia stazionaria fa si che w diven- 
ti un integrale primo; il fatto che l’operatore di una grandezza 
commuti con l’operatore di Hamilton dà proprio l’espressione quan- 
tistica di conservazione di questa grandezza. 

Nella rappresentazione dell’energia che ci interessa, la condizio- 
ne di stazionarietà si formula con particolare semplicità: come si vede 
dalla (6,1), la matrice wWm, deve essere diagonale, il che è in accordo 
con l’espressione quantistica matriciale usuale della conservazione 
di una grandezza (la matrice della grandezza conservata si riduce alla 
forma diagonale contemporaneamente all’operatore di Hamilton). 

Come al $ 3, possiamo ora applicare i risultati ottenuti ai sotto- 
sistemi quasi-isolati, considerando gli intervalli di tempo in cui 
essi si comportano con buona approssimazione come isolati. Per 
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definizione di equilibrio statistico, le distribuzioni statistiche (qui 
le matrici densità) devono essere stazionarie, perciò concludiamo che 
le matrici èwnn di tutti i sottosistemi sono diagonali !), Il problema 
della determinazione della distribuzione statistica si riduce quindi- 
al calcolo delle probabilità w, = Wnn che sono «funzioni di distri 
buzione» in statistica quantistica. La formula (5,4) che dà il valore 
medio di ogni grandezza f si semplifica e diventa 


f= di Wnfnns (6,3) 


dove figurano soltanto gli elementi diagonali f,,. 

Tenendo conto poi che w deve essere un integrale primo quanti- 
stico e che i sottosistemi sono quasi-indipendenti, troviamo (deduzio- 
ne analoga a quella della formula (4,5)) che il logaritmo della funzio- 
ne di distribuzione dei sottosistemi deve avere la forma 


In vl) at + BEO (6,4) 


(l'indice a distingue i diversi sottosistemi). Pertanto le probabilità 
W, possono essere espresse mediante una funzione del livello solo di 
energia w, =" w (E,). 

Infine, tutte le considerazioni del $ 4 concernenti gli integrali 
del moto additivi, in particolare l'energia, restano valide in quanto 
determinano tutte le proprietà statistiche di un sistema isolato. 
Questo permette di nuovo di costruire per un sistema isolato una 
semplice ‘funzione di distribuzione, adatta alla descrizione delle sue 
proprietà statistiche, anche se non è (come nel caso classico) una 
funzione di distribuzione effettiva. 

Per formulare matematicamente questa « distribuzione microcano- 
nica quantistica», occorre utilizzare il seguente procedimento. 
Tenendo conto della « quasi-continuità » dello spettro energetico dei 
corpi macroscopici, introduciamo il concetto di numero di stati 
quantistici di un sistema isolato che si «riferiscono » a un intervallo 
infinitesimo di valori delle energie del sistema ?). Indichiamo questo 
numero con dl‘; esso gioca qui un ruolo analogo a quello dell’ele- 
mento di volume dp dq nel caso classico. 

Se si considera un sistema isolato come composto di sottosistemi 
e se si trascurano le interazioni tra questi ultimi, si può allora carat- 
terizzare ogni stato del sistema in blocco, assegnando gli stati di 


‘1) Poiché questa affermazione è legata, in certo senso, al fatto che si trascu- 
rano le interazioni tra i sottosistemi, sarebbe pit esatto dire che gli elementi 
non diagonali wmn tendono a zero al decrescere del ruolo relativo di queste 
interazioni e, quindi, al crescere del numero di particelle nei sottosistemi. 

2) Ricordiamo la nostra convenzione ($ 4) di non tener conto dell'impulso 
e del momento angolare del sistema in blocco; a tale scopo è sufficiente supporre 
che il sistema sia contenuto in una «cassa» rigida considerata in un sistema di 
coordinate, in cui la «cassa» è in quiete. 
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tutti i sottosistemi, e il numero dl si scriverà in forma di prodotto 
dl= I dla (6,5) 


dei numeri dl, degli stati quantistici dei sottosistemi (tali che la 
somma delle energie di tutti i sottosistemi sia contenuta nell’inter- 
vallo considerato di valori delle energie di tutto il sistema isolato). 

Possiamo ora rappresentare la distribuzione microcanonica in 
forma analoga all'espressione classica (4,6), scrivendo per la proba- 
bilità dw che il sistema si trovi in uno degli stati d/': 


dw= costante-8(E— E.) [| de. (6,6) 


$ 7. Entropia 


Considereremo un sistema isolato durante un intervallo di tempo 
lungo rispetto al suo tempo di rilassamento, supporremo cioè che il 
sistema si trovi in equilibrio statistico completo. 

Prima di tutto, facciamo il seguente ragionamento per il caso 
della statistica quantistica. Dividiamo il sistema in un gran numero 
di parti macroscopiche (sottosistemi) e consideriamone una. Sia wn 
la funzione di distribuzione del sottosistema in esame; per semplifi- 
care le formule, omettiamo in w, (e in altre grandezze) l'indice che 
distingue i sottosistemi. In particolare, si può calcolare mediante 
la funzione w, la distribuzione delle probabilità per i diversi valori 
dell'energia £ del sottosistema. Abbiamo visto che wn si può scrivere 
come funzione della sola energia: w, = w (E,) (vedi la (6,4)). Per 
ottenere la probabilità W (E) dE che l’energia del sottosistema si 
trovi nell'intervallo tra E e E + dE, bisogna moltiplicare w (E) 
per il numero di stati quantistici con energie comprese in questo 
intervallo; utilizziamo qui lo stesso concetto di spettro energetico 
«distribuito », introdotto alla fine del paragrafo precedente. Indichia- 
mo con T (£) il numero di stati quantistici con energie minori e ugua- 
li a E; allora il numero di stati quantistici che ci interessa (con 
energie comprese tra £ ed £ + dE) si può scrivere nella forma . 


dl (E) 
ae a 


e la distribuzione delle probabilità dell’energia sarà 


W(E)= SG 


w(E). (7,1) 
La condizione di normalizzazione 


(WE) dE=1 
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significa geometricamente che la superficie che si trova sotto la 
curva W = W (E) è uguale a uno. 

In accordo con le affermazioni generali fatte al $ 1, la funzione 
W (E) ha un massimo molto netto per E = È ed è diversa da zero 
soltanto nell'intorno di questo punto. Introduciamo la «larghezza » 
AE della curva W = VW (E) definendola come larghezza di un ret- 
tangolo la cui altezza è pari al valore della funzione W (£) nel punto 
di massimo e l’area è uguale a uno: 


W (E) AE=1. (7,2) 


Tenendo conto dell'espressione (7,1), possiamo riscrivere questa 
definizione nella forma 


w(E)AT=1, (7,3) 
dove 
__ dT(E) 
AT=—7_AE (7,4) 


è il numero di stati quantistici corrispondente all'intervallo AE dei 
valori dell’energia. Si può dire della grandezza AI' cosi definita, 
che essa caratterizza il «grado di espansione » dello stato macrosco- 
pico del sottosistema secondo i suoi stati microscopici. Quanto 
all’intervallo AZ, il suo ordine di grandezza coincide con la fluttua- 
zione media dell’energia del sottosistema. 

Le definizioni date si riferiscono immediatamente alla statistica 
classica, con la sola differenza che la funzione w (E) va sostituita 
con la funzione di distribuzione classica p, e la grandezza AT con il 
volume di una regione dello spazio delle fasi, dato dalla formula 


P (E) ApAg=1. (7,5) 


Il volume ApAg, così come AT, caratterizza le dimensioni della 
regione dello spazio delle fasi in cui il sottosistema in esame passa 
la maggior parte del tempo. 

È facile determinare la relazione esistente tra AT e ApAg quando 
‘ si passa al limite dalla teoria quantistica a quella classica. Come è 
noto (vedi III, $ 48), si può dedurre una corrispondenza tra il 
volume di una certa regione dello spazio delle fasi e il numero di 
stati quantistici « corrispondenti »; anzi, si può dire che ad ogni stato 
quantistico corrisponde una cellula nello spazio delle fasi, il cui 
volume è (2nà)° (s è il numero di gradi di libertà del sistema). È 
chiaro quindi che nel caso quasi-classico il numero Al’ di stati si 
può scrivere nella forma | | | 


ApA 
AT= TESTA, (7,6) 
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dove s è il numero di gradi di libertà del sottosistema in esame. 
Questa formula dà la corrispondenza tra Ale Ap Ag. 

La grandezza AT si chiama peso statistico dello stato macroscopico 
del sottosistema, e il suo logaritmo 


S = InAT (7,7) 


si chiama entropia del sottosistema. Nel caso classico, l’entropia 
è data dall'espressione 


S=In3. (7,8) 


L’entropia cosî definita, come anche il peso statistico, è una grandez- 
za adimensionale. Poiché il numero AT di stati è in ogni caso maggio- 
re o uguale a uno, l'entropia non può essere negativa. Il concetto di 
entropia è tra i più importanti in statistica. 

Conviene osservare che se fossimo restati completamente sulle 
posizioni della statistica classica, non avremmo potuto in generale 
introdurre nessun concetto di « numero di stati microscopici » e avrem- 
mo dovuto definire il peso statistico semplicemente come grandezza 
Ap Ag. Ma questa grandezza, cosi come ogni volume dello spazio del- 
le fasi, ha la dimensione uguale al prodotto degli s impulsi e delle s 
coordinate, vale a dire l’s-esima potenza dell'azione: (erg-sec)*. 
L’entropia definita come In Ap Ag avrebbe allora la dimensione 
particolare del logaritmo dell’azione. Questo significa che al cambia- 
re di unità dell’azione, l'entropia varia di una costante additiva: 
se l’unità dell’azione varia di a volte, Ap Aq diventa a’ Ap Ag, 
e in Ap Ag si trasforma in In Ap Aq+s In a. Quindi, in statistica 
classica pura, l'entropia è una grandezza definita a meno di una 
costante additiva dipendente dalla scelta di unità. Solo le differen- 
ze delle entropie, cioè le variazioni delle entropie in uno o in un altro 
processo, sono grandezze univoche indipendenti dal sistema di 
unità. 

A questo è dovuta la comparsa della costante quantistica È 
nella definizione dell’entropia (7,8) in statistica classica. Solo il 
concetto di numero di stati quantistici discreti, legato inevitabilmen- 
te a una costante quantistica diversa da zero, permette di introdurre 
un peso statistico adimensionale e definire quindi l’entropia come 
grandezza completamente univoca. 

Scriviamo la definizione di entropia in un'altra forma, espri- 
mendola mediante la funzione di distribuzione. In accordo con la 
(6,4) il logaritmo della funzione di distribuzione del sottosistema 


ha la forma 
inw(E,)=a+t BE. 


Data la linearità di questa espressione rispetto a E,, la grandezza 
Inw(E)=9+9£ 
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può anche essere scritta come il valore medio (Inw (E,)). Pertanto 
l'entropia S=InAF = —Inw(£E) (dalla (7,3)) si può scrivere 
S=- (Inw(Z)), (7,9) 


cioè l'entropia può essere definita come il valore media (preso con 
segno opposto) del logaritmo della funzione di distribuzione del 
sottosistema. Per definizione di valore medio, si ha 


= — dI Wyn in Wan; (7,10) 


si può scrivere questa espressione nella forma operatoriale generale, 
indipendentemente dal sistema di funzioni d'onda mediante le quali 
si definiscono gli elementi della matrice statistica 1) 


= Tr(wInw). (7,14) 


Analogamente, in statistica classica, la definizione di entropia 
può essere scritta come segue: 


= — (In((208)* p))= — | pln{(2ah)'pldpdg. (7,12) 


Torniamo ora al sistema isolato in blocco, e supponiamo che 
AT,, AT, ... siano i pesi statistici dei suoi diversi sottosistemi. 
Se ciascuno dei sottosistemi può trovarsi in uno dei AT, stati quan- 
tistici, è evidente che l’intero sistema avrà 


AT=]|[AT, (7,13) 


diversi stati. Questa grandezza si chiama peso statistico, e il suo 
logaritmo entropia S del sistema isolato. È ovvio che 


S= di Sa (7,14) 


cioè l’entropia cosi definita è una grandezza additiva: l’entropia di 
un sistema composto è pari alla somma delle entropie delle sue 
componenti. 

Per una migliore comprensione del metodo con cui si definisce 
l'entropia è importante tener conto di quanto segue. L'entropia di 
un sistema isolato (la cui energia totale indichiamo con £;), che si 
trova in equilibrio statistico completo, si può definire anche senza 
dividere il sistema in sottosistemi. Supponiamo, a tale fine, che il 
sistema in esame sia in realtà una piccola parte di un certo sistema 
molto grande (detto termostato o bagno termico). Si suppone che il 
termostato si trovi in equilibrio completo tale che l’energia media del 


1) In accordo con le regole generali, l'operatore In w deve essere inteso 
come operatore i cui autovalori sono uguali ai logaritmi degli autovalori dell’ope- 


ratore w, e le autofunzioni coincidono con quelle di questo ultimo. 
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nostro sistema (che è ora un sottosistema non isolato del termostato) 
corrisponda all'energia effettiva £,. Si può allora attribuire for- 
malmente al nostro sistema una funzione di distribuzione analoga: 
a quella di ogni suo sottosistema, e, mediante questa distribuzione, 
determinare il peso statistico AI e anche l’entropia, a partire dalle 
stesse formule (7,3)-(7,12) che abbiamo utilizzato per i sottosi- 
stemi. È chiaro chela presenza del termostato non influisce in genera- 
le sulle proprietà statistiche delle diverse piccole parti (sottosiste- 
mi) del nostro sistema, che non sono isolate e si trovano în equili- 
brio con le altre parti del sistema. Pertanto la presenza del termostato 
non cambia i pesi statistici AT, di queste parti, e il peso statistico, 
definito con il metodo testé dato, coincide con quello definito nella 
forma del prodotto (7,13). 

Abbiamo supposto finora che il sistema isolato si trovi in equi- 
librio statistico completo. Bisogna ora generalizzare le definizioni 
date ai sistemi che si trovano in stati macroscopici arbitrari (equili- 
bri incompleti). 

Dunque, supponiamo che il sistema si trovi in un certo equili- 
brio parziale; lo considereremo durante intervalli di tempo At piccoli 
rispetto al tempo di rilassamento dell’equilibrio completo. Allora 
per determinare l'entropia, dobbiamo procedere nel seguente modo. 
Supponiamo che il sistema sia diviso in parti cosi piccole che i loro 
tempi di rilassamento siano piccoli rispetto agli intervalli di tem- 
po At (ricordiamo che i tempi di rilassamento diminuiscono in genera- 
le al diminuire delle dimensioni del sistema). Si può assumere che 
tali sottosistemi si trovino durante un intervallo di tempo At in 
certi equilibri parziali descritti da determinate funzioni di distri- 
buzione. Pertanto si può applicare ad essi la precedente definizione 
di pesi statistici AT, e, quindi, calcolarne le entropie S,. Il peso 
statistico AT di tutto il sistema sarà poi definito come il prodotto 
(7,13) e l’entropia S, corrispondentemente, come la somma delle 
entropie S.. 

Tuttavia sottolineiamo che l'entropia di un sistema che non è in 
equilibrio, definita come la somma delle entropie delle sue parti 
(che soddisfano alla condizione posta sopra), non può più essere 
calcolata applicando il concetto di termostato, senza che si sia divi- 
so in parti il sistema in esame. Al tempo stesso, questa definizione 
è completamente univoca nel senso che un'ulteriore divisione dei 
sottosistemi in parti ancora più piccole non cambia il valore dell’en- 
tropia, poiché ciascun sottosistema si trova in equilibrio «completo» 

roprio. 
d Bisogna prestare un’attenzione particolare al ruolo che il tempo 
gioca nella definizone di entropia. L’entropia è una grandezza che 
caratterizza le proprietà medie del corpo in un intervallo di tempo 
At diverso da zero. Assegnando A?, dobbiamo, per definire $, suppor- 
re che il corpo sia diviso in parti cosi piccole che i loro tempi di 
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rilassamento siano piccoli rispetto a Ai. Poiché al tempo stesso 
queste parti devono essere macroscopiche, ne risulta che per interval- 
li di tempo At molto piccoli, il concetto di entropia perde di senso; 
in particolare, non si può parlare di un suo valore istantaneo. 
Data la definizione completa di entropia, passiamo allo studio 
delle proprietà essenziali e del significato fisico di questa grandezza. 
A tale scopo bisogna ricordare la distribuzione microcanonica secondo 
la quale, per descrivere le proprietà statistiche di un sistema isolato, 
si può utilizzare una funzione di distribuzione della forma (6,6) 


dw = costante -65(E— E.)-[] de. 
a 
Qui si può assumere dI, come differenziale della funzione I°, (Éa) 


che rappresenta il numero di stati quantistici del sottosistema con 
energie minori o uguali a £,; riscriviamo dw nella forma 


dw = costante -6 (E — Eo) Ir Ta 1 dEa. (7,19) 


Per definizione, il peso statistico AT, è una funzione dell'energia 
media E, del sottosistema; si può dire lo stesso dell’entropia S, = 
= S, (E). Considereremo formalmente AT, e S, come funzioni 
del valore vero dell’energia E, (le stesse funzioni che dipendono, in 
realtà, da E,). Possiamo allora sostituire nella (7,15) alle derivate 
dl, (E.)/dE, il rapporto AT(/AE,, dove AT, è una funzione di 
E, nel senso suindicato, e AZ, l’intervallo dei valori dell’energia 
corrispondente a AT, (anche funzione di E,). Infine, sostituendo 
AT, con eS«Ea), otteniamo 


dw = costante-8 (E — E;) ef Ii pe» (7,16) 


dove S = DI S,(E.)èl'entropia di tutto il sistema isolato, conside- 
rata come funzione dei valori esatti delle energie delle sue parti. 
Il fattore eS, avente per esponente una grandezza additiva, è una 
funzione variabile molto rapidamente delle energie E,. La dipenden- 
za di I[ AE, dalle energie è inessenziale contrariamente ad eS, 
e quindi si può sostituire la (7,16) con l’espressione 


dw= costante-ò (E— E.) es || dEL. (7,17) 


Ma dw, espressa in forma proporzionale al prodotto dei differen- 
ziali di tutte le dE,, è la probabilità che tutti i sottosistemi abbiano 
energie comprese negli intervalli dati tra E, e Éa + dE. Si vede 
quindi che questa probabilità è definita dall'entropia del sistema 
come funzione delle energie dei sottosistemi; il fattore è (E — £,) 
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assicura che la somme £ = }j E, sia uguale a un valore assegnato o 
dell’energia del sistema. Questa proprietà dell'entropia, come ve- 
dremo nel seguito, sta alla base delle sue applicazioni statistiche. 

Sappiamo che i valori più probabili delle energie E, sono i loro 


valori medi £,. Questo significa che la funzione S (E, E, . ..) 
deve avere per £, = É, un massimo (per un valore assegnato della 


somma DE, =Eo). Ma E, sono appunto i valori delle energie dei 
sottosistemi che corrispondono all’equilibrio statistico completo del 
sistema. Possiamo quindi trarre la seguente importante conclusione: 
l'entropia di un sistema isolato in stato di equilibrio statistico comple- 
to raggiunge un massimo (per una data energia del sistema). 

Infine, diamo ancora un’interpretazione interessante della fun- 
zione S = $S (E) che è l'entropia di un sottosistema o di un sistema 
isolato (nell'ultimo caso si suppone che il sistema sia in equilibrio 
completo, cossicché la sua entropia può essere espressa come funzio- 
ne solo della sua energia totale). Per definizione, il peso statistico 
AT = eS®) è il numero di livelli di energia corrispondenti all’inter- 
vallo AE, che caratterizza in un certo modo la larghezza della di- 
stribuzione delle probabilità dell'energia. Dividendo AE per AI, 
otteniamo la distanza media tra livelli vicini in una data regione 
(regione prossima ad £) dello spettro energetico del sistema in esa- 
me. Indicando questa distanza con D (£), possiamo scrivere 


D(E)=AE-e-S®. (7,18) 


Quindi, la funzione $ (£) determina la densità dei livelli dello 
spettro energetico di un sistema macroscopico. Data l’additivita 
dell’entropia, si può dire che la distanza media tra i livelli vicini di 
un corpo macroscopico decresce esponenzialmente al crescere delle 
sue dimensoni (cioè del numero di particelle). 


$ 8. Legge dell'aumento dell’entropia 


Se un sistema isolato non si trova in stato di equilibrio stati- 
stico, il suo stato macroscopico varierà nel tempo finché il sistema 
non raggiungerà lo stato di equilibrio completo. Caratterizzando 
ogni stato macroscopico del sistema con una distribuzione dell’ener- 
gia tra i diversi sottosistemi, possiamo dire che il sistema passa per 
una serie di stati consecutivi corrispondente a una distribuzione 
dell'energia sempre più probabile. Questo aumento delle probabilità 
è in generale, molto grande in forza del suo carattere esponenziale, 
come è stato detto nel paragrafo precedente. Abbiamo visto che la 
probabilità è determinata dall'espressione eS che ha per ‘esponente 
una grandezza additiva $S, ossia l'entropia del sistema. Possiamo 
quindi dire che i processi ‘che avvengono in un sistema isolato in 
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squilibrio sono tali che il sistema passa in modo continuo da uno 
stato con entropia minore in un altro con entropia maggiore finché 
l'entropia non raggiunge il massimo possibile corrispondente all’equi- 
librio statistico completo. 

Quindi, se un sistema isolato si trova ad un certo istante in uno 
stato macroscopico non di equilibrio, la conseguenza più probabile 
è che negli istanti successivi l'entropia del sistema crescerà monoto- 
namente. È la cosiddetta legge dell'aumento dell’entropia o la 
seconda legge della termodinamica. Questa legge è stata scoperta da 
R. Clausius (1865) e il suo aspetto statistico è stato descritto da 
L. Boltzmann negli anni 1870. 

Parlando della conseguenza «più probabile», bisogna tener presen- 
te che, in realtà, la probabilità di passaggio in stati con entropia 
maggiore è talmente più grande rispetto alla probabilità di una sua 
diminuzione più o meno percettibile, che questa ultima non può 
praticamente essere osservata in natura. Trascurando le diminuzioni 
dell’entropia legata a fluttuazioni infinitesime, possiamo quindi 
enunciare la legge dell’aumento dell’entropia come segue: se ad un 
dato istante l'entropia di un sistema isolato è diversa dal.suo valo- 
re massimo, negli istanti successivi l'entropia non decresce, ma 
aumenta o nel caso limite resta costante. 

Non vi è nessun dubbio che le formulazioni semplici date prece- 
dentemente corrispondono alla realtà; esse sono confermate da tutte 
le nostre osservazioni quotidiane. Tuttavia, indagando con maggiore 
attenzione sulla natura fisica e sull'origine di queste leggi, si incon- 
trano difficoltà notevoli che, in un certo senso, non sono state finora 
superate. | 

Prima di tutto, se cerchiamo di applicare la statistica al mondo 
circostante, supposto comè ùn sistema isolato, vediamo immediata- 
mente una flagrante contraddizione tra teoria ed esperienza. Secondo 
i risultati della statistica, l'Universo deve trovarsi in stato di 
equilibrio statistico completo. Più precisamente, dovrebbe essere in 
equilibrio qualsiasi sua parte arbitrariamente grande ma finita, il 
cui tempo di rilassamento è in ogni caso finito. Ma l’esperienza di 
tutti i giorni ci convince che le proprietà della natura non hanno 
niente a che fare con le proprietà di un sistema in equilibrio, e i dati 
astronomici mostrano che lo stesso si ha anche per l’enorme parte 
dell’ Universo osservabile. 

E solo ricorrendo alla teoria della relatività generale che si può 
trovare una via d’uscita alla contraddizone creatasi. Infatti, consi- 
derando enormi parti dell'Universo, una grande importanza assumono 
i campi di gravitazione. Come è noto, questi campi rappresentano la 
variazione della metrica spazio-temporale. Nello studio delle proprie- 
tà statistiche dei corpi, si possono considerare, in un certo senso, 
le proprietà metriche dello spazio-tempo come «condizioni esterne» in 
cui questi corpi si trovano. Ma l'affermazione secondo la quale: un 
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sistema isolato deve, dopo un intervallo di tempo sufficientemente 
lungo, passare allo stato di equilibrio si riferisce ovviamente sol- 
tanto a un sistema che si trova in condizioni esterne stazionarie. 
Inoltre, l'espansione cosmologica generale dell'Universo significa 
che la sua metrica dipende sostanzialmente dal tempo, cosicché le 
«condizioni esterne» non sono affatto in questo caso stazionarie. 
E importante notare anche che il campo di gravitazione in quanto 
tale non può essere incluso nel sistema isolato, poiché le leggi di 
conservazione, che sono la base della statistica, diventerebbero iden- 
tità. Quindi, in relatività generale, il mondo intero deve essere con- 
siderato non come un sistema isolato, ma come un sistema collocato 
in un campo gravitazionale variabile; ciò premesso, l'applicazione 
della legge dell'aumento dell’entropia non conduce necessariamente 
all'equilibrio statistico. 

In tal modo, quanto detto mette in luce le ragioni fisiche delle 
contraddizoni apparenti del mondo come un tutt’uno. Tuttavia 
esistono altre difficoltà nella comprensione della natura fisica della 
legge dell'aumento dell’entropia. 

Come è noto, la meccanica classica è completamente simmetrica 
rispetto ai due sensi del tempo. Le equazioni della meccanica restano 
invariate sostituendo il tempo ? con —t; pertanto se queste equazioni 
ammettono qualche moto, esse ammettono anche un moto inverso 
in cui il sistema passa per le stesse configurazioni, ma in senso 
opposto. È ovvio che questa simmetria deve conservarsi anche in una 
statistica basata sulla meccanica classica. Quindi, se è possibile 
un processo accompagnato dall'aumento dell’entropia del sistema 
macroscopico isolato, deve essere possibile anche il processo inverso 
in cui l’entropia decresce. La formulazione della legge dell'aumento 
dell’entropia data sopra non contraddice ancora questa simmetria, 
poiché in essa si tratta di una conseguenza più probabile dello stato 
descritto macroscopicamente. In altre parole, se è dato uno stato 
macroscopico non in equilibrio, la legge dell'aumento dell’entropia 
afferma solo che, fra tutti gli stati macroscopici che soddisfano alla 
data descrizione macroscopica, la maggioranza di stati implicherà 
negli istanti successivi un aumento dell’entropia. 

Tuttavia nasce una contraddizione se si considera un altro aspetto 
del problema. Formulando la legge dell’aumento dell’entropia, abbia- 
mo parlato della conseguenza più probabile di uno stato macrosco- 
pico dato ad un certo istante. Ma questo stato deve derivare da altri 
stati in seguito a processi che avvengono in natura. La simmetria 
rispetto ai due sensi del tempo significa che dato uno stato macrosco- 
pico di un sistema isolato, scelto arbitrariamente in un istante 
t = t,, si può affermare non solo che la conseguenza più probabile 
per f > sia l'aumento dell’entropia, ma anche che essa stessa deri- 
vi da stati con maggiore entropia; in altre parole, la conseguenza 


» 


più probabile è che l’entropia, come funzione del tempo all'istante 
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t = tg in cui abbiamo scelto arbitrariamente lo stato macroscopico, 
debba assumere un minimo !). 

Ma questa affermazione non è ovviamente equivalente in nessun 
modo alla legge dell'aumento dell’entropia, secondo la quale in 
tutti i sistemi isolati realmente realizzabili in natura l’entropia non 
decresce mai trascurando le fluttuazioni infinitesime. Ed è, tra 
l'altro, proprio questa formulazione generale della legge dell’aumen- 
to dell’entropia ad essere completamente 
confermata da tutti i fenomeni che av- 
vengono in natura. Sottolineiamo che 
essa non è equivalente per niente alla 
formulazione data all’inizio del presente 
paragrafo, come questo potrebbe sem- 
brare. Per passare da una formulazione 
all’altra, ci sarebbe stato bisogno di 
introdurre il concetto di un osservatore 

Fig. 1 che, ad un istante, avrebbe «costruito» 

artificialmente un sistema isolato, e ciò 

avrebbe comportato che la questione relativa al suo comporta- 

mento precedente avrebbe perso significato; è chiaramente inam- 

missibile legare in questo modo le leggi fisiche alle proprietà 
dell’osservatore. 

È difficile dire, a tutt'oggi, se la legge dell'aumento dell’entro- 
pia, cosi formulata, possa in generale essere dedotta dalla meccanica 
classica. Inoltre, data l’invarianza delle equazioni della meccanica 
classica rispetto all’inversione del tempo, si potrebbe trattare solo 
di una variazione monotona dell’entropia. Per ottenere la legge del 
suo aumento monotono, si dovrebbe definire il «futuro» come la di- 
rezione del tempo in cui avviene l’aumento dell’entropia. Si do- 
vrebbe allora dimostrare che una tale definizione di futuro e di passato 
è identica a quella quantistica (vedi più avanti). 

In meccanica quantistica, la situazione cambia sostanzialmente. 
Come è noto, l'equazione fondamentale della meccanica quantistica 
(l'equazione di Schròdinger) è simmetrica rispetto all'inversione 
del tempo (a condizione di sostituire simultaneamente la funzione 
d’onda Y con Y*). Questo significa che se ad un istante t = t} 
è data la funzione d'onda, Y = Y (t,), ese, in accordo con l’equazio- 
ne di Schròdinger, ad un altro istante ? = &,, essa è pari a Y (£,), 
il passaggio da Y (t,) a Y (£,) è reversibile; in altre parole, se all’i- 


1) Per una migliore comprensione di questa simmetria, tracciamo la curva 
di variazione dell’entropia di un sistema isolato in un intervallo di tempo molto 
lungo (fig. 1). Supponiamo che in questo sistema sia osservabile uno stato macro- 
scopico con entropia S = S1 < Smnax Sorto come risultato di una grande flut- 
tuazione (che è poco probabile). Si può allora affermare con molta probabilità 
che questo sia un punto del tipo / (in cui l'entropia ha già raggiunto il minimo) 
e non un punto dei tipo.2 oltre il quale l'entropia continua ancora a decrescere. 
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stante iniziale # = f#, si avesse Y = Y* (#,), all’istante f = t, si 
avrebbe Y = Y* (t,). Malgrado questa simmetria, la meccanica 
quantistica contiene in realtà una non equivalenza notevole dei due 
sensi del tempo. Questa non equivalenza è dovuta al processo di in- 
terazione, che è essenziale in meccanica quantistica, tra l’oggetto 
quantistico e il sistema, soggetto con sufficiente approssimazione, 
alla meccanica classica. È precisamente, se un oggetto quantistico 
è soggetto successivamente a due processi di interazione (chiamiamo- 
li A e B), l'affermazione secondo la quale la probabilità di uno o un 
altro risultato del processo B è determinata da un risultato del pro- 
cesso A può essere vera solo nel caso in cui il processo A si sia 
verificato prima del processo B (vedi III, $ 7). 

Quindi, in meccanica quantistica si ha una non equivalenza dei 
due sensi del tempo e, in linea di principio, la legge dell'aumento 
dell’entropia potrebbe esserne l’espressione macroscopica. Allora 
dovrebbe esistere una disuguaglianza contenente la costante quanti- 
stica », che soddisfacesse le leggi fisiche, giustificando l’esattezza di 
questa legge. Tuttavia, nessuno è riuscito finora a scoprire in modo 
convincente un tale legame e a dimostrarne l’esistenza. 

Il problema della natura fisica della legge dell'aumento monotono 
dell’entropia resta quindi aperto. Forse la sua origine è di natura 
cosmologica e forse è legata al problema delle condizioni iniziali in 
cosmologia. Che ruolo può avere in questo la violazione della sim- 
metria temporale in certi processi di interazioni deboli tra le parti- 
celle elementari? Non è escluso che a domande simili si potrà avere 
la risposta soltanto dopo un’ulteriore sintesi delle teorie fisiche. 

Riassumendo, ripetiamo ancora una volta la formulazione genera - 
le della legge dell’aumento dell’entropia: l'entropia in tutti i siste- 
mi isolati realizzabili in natura non decresce mai; l’entropia aumenta 
o, nel caso limite, resta costante. In accordo con queste due possibi- 
lità, si è soliti dividere tutti i processi che avvengono nei corpi ma- 
croscopici in processi irreversibili e reversibili. Con i primi si inten- 
dono processi accompagnati da un aumento dell’entropia di tutto 
il sistema isolato; i processi, che sarebbero loro ripetizione in senso 
opposto, non possono avvenire poiché l’entropia dovrebbe diminuire. 
Si chiamano reversibili i processi in cui l’entropia di un sistema iso- 
lato resta costante '), processi cioè che possono avvenire anche in 
senso opposto. Un processo rigorosamente reversibile rappresenta 
ovviamente un caso limite ideale; i processi realizzabili realmente in 


natura possono essere reversibili soltanto con maggiore o minore 
approssimazione. 


=, 


1) Sottolineiamo che le entropie delle singole parti del sistema non devono 
affatto restare costanti. 
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Capitolo II 


GRANDEZZE TERMODINAMICHE 


$ 9. Temperatura 


Le grandezze fisiche che caratterizzano gli stati macroscopici di 
un corpo si chiamano grandezze termodinamiche. Tra queste grandezze 
ci sono quelle che, accanto al significato termodinamico, hanno 
anche un significato propriamente meccanico; tali sono, per esempio, 
l’energia e il volume. Ma esistono anche grandezze di altro tipo che 
compaiono in seguito ad effetti puramente statistici e che, in genera- 
le, non hanno senso se applicate a sistemi non macroscopici; tale 
è, per esempio, l'entropia. 

In seguito ricaveremo alcune relazioni tra le grandezze termodi- 
namiche, che si verificano indipendentemente dai corpi ai quali 
queste grandezze si riferiscono. Tali relazioni si chiamano relazioni 
termodinamiche. 

Le fluttuazioni trascurabili delle grandezze termodinamiche 
non presentano in generale nessun interesse per le applicazioni. 
Pertanto trascureremo completamente queste fluttuazioni e conside- 
reremo le grandezze termodinamiche come grandezze che variano 
soltanto al variare dello stato macroscopico del corpo *). 

Consideriamo due corpi che si trovano in equilibrio termico mu- 
tuo; questi corpi costituiscono un sistema isolato. Allora l’entropia S 
del sistema ha un massimo (per una data energia £ del sistema). 
L'energia £ è la somma delle energie £, e £, di ciascuno dei cor- 
pi: £ = E, + E,. Lo stesso riguarda anche l’entropia S del siste- 
ma, e poiché l’entropia di ciascuno dei corpi è una funzione dell'e- 
nergia dello stesso corpo S = S1 (E) + S, (E;). Poiché E, = 
= E — E,, dove E è una costante, S è in realtà una funzione di 
una variabile indipedente, e la condizione indispensabile del massi- 
mo si può scrivere nella forma 

_d8 dn | 08, dEr _ dSy 98 _Q) 
dei  dE' dEg dEy dE\ de, ©’ 


1) Le fluttuazioni delle grandezze termodinamiche saranno appositamente 
studiate nel capitolo XII. 
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da cui 
dSy _ dSa 
dEi  dEy’ 


Questo risultato si può facilmente generalizzare al caso di un nu- 
mero qualsiasi di corpi che si trovano in equilibrio mutuo. 
Quindi, se il sistema si trova in stato di equilibrio termodinami- 
co, la derivata dell’entropia rispetto all’energia per tutte le sue 
parti è la stessa, cioè costante in tutto il sistema. La grandezza inver- 
sa della derivata dell’entropia S del corpo rispetto all’energia £ si 
chiama temperatura assoluta o semplicemente temperatura l': 


dS _1 

dE T° 
Le temperature dei corpi che si trovano in equilibrio mutuo sono 
quindi le stesse: 7, = 7. 

Come l’entropia, la temperatura è evidentemente una grandezza 
di carattere propriamente statistico che ha senso solo per i corpi 
macroscopici. 

Consideriamo, inoltre, due corpi che costituiscono un sistema 
isolato, ma che non si trovano in mutuo equilibrio. Le loro tempe- 
rature 7, e 7, non sono uguali. L'equilibrio tra i corpi si stabilirà 
nel tempo e le loro temperature diventeranno a poco a poco uguali. 
La loro entropia comune S = S, + $, deve aumentare, vale a dire 
che la sua derivata rispetto al tempo deve essere positiva: 


dS _dS , dSg __ dSy dEi , dSy dEy 
di = di! di _ dEi dt +35. dt >0. 


(9,1) 


Poiché l’energia totale si conserva, si ha de t dia = 0, cosicché 
ds = (4 dSa N GE dEi — 0 
dt dE; _dEs di Ti To dt sei 


Supponiamo che la temperatura del secondo corpo sia maggiore 
di quella del primo (7, > 7,). Allora dE,/di >0 (e rispettivamente 
dE.,/dt <0). In altre parole, l'energia del secondo corpo diminuisce 
mentre l’energia del primo aumenta. Questa proprietà della tempera- 
tura si può formulare come segue: l’energia passa dai corpi con tem- 
peratura maggiore a quelli con temperatura minore. 

L’entropia S è una grandezza adimensionale. Pertanto dalla 
definizione (9,1) segue che la temperatura ha la dimensione di un’ener- 
gia e può essere misurata in unità di energia, per esempio, in erg. 
Ma l'erg risulta essere in generale una grandezza troppo elevata, 
e nella pratica la temperatura viene misurata in unità particolari, 
dette gradi Kelvin o semplicemente gradi. Il coefficiente di passaggio 
dagli erg ai gradi, cioè il numero di erg in un grado, si chiama 


4* 
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DIE di Boltzmann che si indica usualmente con %; questa costan- 
te è 
k =1,38-107! erg/grado. 


In seguito, conveniamo di intendere in tutte le formule la tem- 
peratura in unità energetiche. Per passare nei calcoli numerici alla 
temperatura misurata in gradi, è sufficiente sostituire 7 con k7. 
L’utilizzazione costante del fattore %, la cui unica destinazione 
è nel ricordare che si tratta di unità di misura convenzionali della 
temperatura, complicherebbe inutilmente le formule. 

Se si utilizza la temperatura espressa in gradi, per evitare la 
comparsa della costante % nelle relazioni termodinamiche generali, 
questa costante si introduce anche nella definizione di entropia e in 
luogo della (7,7) si scrive 


S = kInAT. (9,2) 


Allora la formula (9,1) della definizione di temperatura, cosî come 
tutte le relazioni termodinamiche generali, che saranno ricavate 
in questo capitolo, restano invariate passando ai gradi. 

Quindi, la regola del passaggio ai gradi implica la seguente 
sostituzione nelle formule: 


T+kT, S+Z. (9,3) 


$ 10. Movimento macroscopico 


Contrariamente al movimento microscopico delle molecole, si 
chiama movimento macroscopico un movimento al quale partecipano 
in blocco tutte le parti macroscopiche che costituiscono il corpo. 
Consideriamo la questione della possibilità di un movimento macro- 
scopico in stato di equilibrio termodinamico. 

Dividiamo il corpo in un gran numero di piccole (ma macro- 
scopiche) parti, e siano Ma, Éa, Pa la massa, l’energia e l'impulso 
dell’a-esima parte. L’entropia $, di ogni parte è una funzione della 
sua energia interna, cioè della differenza tra la sua energia totale Eu 
e l’energia cinetica P3/2M, del suo movimento macroscopico ?). 
Pertanto l’entropia totale si può scrivere nella forma 


S= D Sa (E- sal ). (10,4) 


1) Diamo a titolo di informazione anche il coefficiente di passaggio dai 
gradi agli elettronvolt: 1 eV = 11.606 gradi. 

2) Il fatto che l’entropia del corpo è una funzione solo della sua energia 
interna deriva immediatamente dal principio di relatività di Galileo; il numero 
di stati quantistici e, quindi, anche il peso statistico (al cui logaritmo corrispon- 
de l’entropia) devono essere gli stessi in tutti i riferimenti inerziali, in parti- 


colare, in quello in cui il corpo è in quiete. 
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Supponiamo il corpo isolato. Allora insieme all'energia, si con- 
servano anche l’impulso totale e il momento angolare totale del 
corpo: 


Y} Pa=costante, i [raP.]=costante (10,2) 


(ra sono i raggi vettori delle parti del corpo). In stato di equilibrio, 
l'entropia totale S -del corpo come funzione degli impulsi P, ha un 
massimo per le condizioni supplementari (10,2). Utilizzando il noto 
metodo dei moltiplicatori di Lagrange, troviamo le condizioni 
necessarie di massimo uguagliando a zero le derivate rispetto a Pa 
della somma 


dI {SotaPa+b [raPa]} (10,3) 


con a, b vettori costanti. In virtà della definizione di temperatura, 
derivando S, rispetto a P.'), si ottiene: 


0 Pi c_ Po Va 
x, Se (E-)=-nr=-7 


(va = Pa/Ma è la velocità dell’a-esima parte del corpo). Quindi, 
derivando la (10,3) troviamo — va/T + a + [br] = 0, ossia 


Va=U+[Qro], (10,4) 


dove u = 7a, 2 = 7b sono vettori costanti. 

Il risultato ottenuto ha un significato fisico semplice. Se le velo- 
cità di tutte le parti del corpo sono date dalla formula (10,4) con 
u e & uguali per tutte le ‘parti, questo significa che si tratta di un 
moto traslatorio del corpo in blocco, con velocità costante u e di 
una sua rotazione con velocità angolare costante £. Siamo giunti 
cosî a un risultato molto importante: essendo in equilibrio termodi- 
namico, un sistema isolato può compiere solo un moto d'insieme 
uniforme traslatorio e rotatorio; nessun altro movimento macroscopi- 
co interno è possibile in stato di equilibrio ?). 

Nel seguito considereremo usualmente corpi immobili; corri- 
spondentemente l’energia £ sarà l’energia interna del corpo. 

Abbiamo utilizzato sinora soltanto la condizione necessaria del 
massimo di entropia in funzione degli impulsi, omettendo la con- 
dizione sufficiente imposta alle sue derivate seconde. È facile vedere 


1) La derivata di un vettore è un vettore le cui componenti sono uguali 
alle derivate rispetto alle componenti del vettore di cui si prende la derivata. 
A scanso di equivoci, diamo un'eccezione di questa regola: l’elio liquido 
superfluido non può ruotare come un tutt'uno. Questo fenomeno sarà studiato 
in un altro libro del presente Corso ; notiamo qui solo che la dimostrazione fatta 
è inapplicabile in questo caso, poiché la distribuzione delle velocità è soggetta 
a una condizione supplementare (potenzialità di un movimento superfluido) 
per cui deve essere determinato il massimo dell’entropia. 
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che quest'ultima conduce a una conclusione importante secondo 
cui la temperatura può essere solo positiva: 7 > 01). Per questo 
non è neanche necessario calcolare le derivate seconde, ma .basta 
ragionare come segue. 

Consideriamo un corpo isolato immobile in blocco. Se la tempe- 
ratura fosse negativa, l'entropia aumenterebbe al decrescere del 
suo argomento. Poiché l'entropia tende ad aumentare, il corpo 
tenderebbe a disintegrarsi spontaneamente disperdendosi (l'impulso 
totale essendo 2P, = 0) in modo tale che l'argomento di ciascuna 
delle entropie $, della somma (10,1) prenda il più piccolo valore 
possibile. In altre parole, per TY <0 l'equilibrio dei corpi sarebbe 
impossibile. 

Facciamo qui la seguente osservazione. Sebbene la temperatura 
del corpo o di qualche sua parte non possa essere negativa, tuttavia 
sono possibili degli equilibri incompleti tali che la temperatura 
corrispondente a una determinata parte dei gradi di libertà del 
corpo è negativa (più in dettaglio vedi $ 73). 


$ 11. Processo adiabatico 


Tra le azioni esterne diverse cui è soggetto un corpo, quelle che 
si riducono alle variazioni delle condizioni esterne costituiscono un 
gruppo a parte. Con condizioni esterne intendiamo in senso lato 
campi esterni diversi. Spesso il volume assegnato del corpo funge, 
praticamente, da condizioni esterne. In certo senso questo caso si 
può anche considerare come un campo esterno di tipo particolare, 
poiché le pareti che delimitano il volume sono equivalenti per la 
loro azione a una barriera di potenziale che ostacola l’uscita delle 
particelle all'esterno del corpo. 

Se un corpo non è soggetto a nessun'altra azione, oltre alla varia- 
‘zione delle condizioni esterne, si dice che il corpo è termoisolato. 
Sottolineiamo che anche se il corpo termoisolato non interagisce con 
altri corpi, esso in generale non è isolato e la sua energia può variare 
nel tempo. | 

Dal punto di vista propriamente meccanico, un corpo termoisola- 
to differisce da un corpo isolato solo per il fatto che, grazie alla 
presenza del campo esterno variabile, la sua hamiltoniana (energia) 
dipende esplicitamente dal tempo: £ = £ (p, g, t). Se il corpo in- 
teragisce direttamente anche con altri corpi, non si potrebbe associa- 
read esso una hamiltoniana, poiché l’interazione dipenderebbe non 
solo dalle coordinate delle molecole del corpo, ma anche dalle coor- 
dinate delle molecole degli altri corpi. 


1) La temperatura 7 = 0 (zero assoluto) corrisponde a --273;15° della 
scala Celsius. 
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La conseguenza di questa circostanza è che la legge dell’aumento 
dell’entropia sussiste non solo per i sistemi isolati, ma anche per 
i corpi termoisolati. Infatti, noi consideriamo qui il campo esterno 
come funzione completamente assegnata delle coordinate e ‘del 
tempo, trascurando, in particolare, l’azione inversa del corpo sul 
campo. In altre parole, il campo è qui un ente propriamente 
meccanico e non statistico, e in questo senso si può dire che la sua 
entropia è nulla. Da ciò consegue l'affermazione sopra fatta. 

Supponiamo che il corpo sia termoisolato e che le condizioni 
esterne in cui si trova il corpo varino in modo sufficientemente 
lento. Un tale processo è detto processo adiabatico. Mostriamo che 
in un processo adiabatico l’entropia del corpo resta invariata, cioè 
che il processo è reversibile. 

Caratterizzeremo le condizioni esterne con alcuni parametri 
che sono funzioni date del tempo. Supponiamo, ad esempio, che vi 
sia un solo parametro di questo genere, che indicheremo con À. 
La derivata dell’entropia rispetto al tempo, dS/di, dipenderà dalla 
velocità dA/dt di variazione del parametro %. Essendo di/di piccola, 
si può sviluppare dS/dt in serie di potenze di dX/di. Il termine d’or- 
dine zero dello sviluppo non contiene dài/dt e scompare, ma per 
dX/dt = 0 si ha anche dS/dt = 0, dato che l’entropia di un sistema 
isolato in equilibrio termodinamico deve restare invariata per 
condizioni esterne costanti. Ma anche il termine del primo ordine 
proporzonale a dA/di deve annullarsi. Infatti, questo termine cam- 
bia di segno quando dA/dt cambia di segno, mentre, secondo la. 
legge dell'aumento dell’ entropia, dS/dt è sempre positiva. Ne segue 
che lo sviluppo di d.S/di inizia dai termini del secondo ordine, cioè 
per dA/dt piccole si ha 


dS _ ,(dA \2 
347). 
da cui 
ds di 
di = 


Quindi, al tendere di dA/dt a zero si annulla anche d$/dA, il che dimo- 
stra la reversibilità del processo adiabatico. 

Sottolineiamo che, anche se il processo adiabatico è reversibile, 
non ogni processo reversibile è adiabatico. La condizione di reversi- 
bilità di un processo richiede solo che l'entropia totale di tutto il 
sistema isolato sia costante, ma le entropie delle singole parti possono 
sia aumentare che diminuire. Per un processo adiabatico si chiede 
invece una condizione più forte: resta costante anche l’entropia del 


corpo dato pur costituendo questo corpo solo una parte del sistema 
isolato. 
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Abbiamo definito sopra un processo adiabatico come processo 
sufficientemente lento. Più precisamente, le condizioni esterne 
devono variare cosi lentamente che ad ogni istante si potrebbe consi- 
derare che il corpo si trovi in stato di equilibrio corrispondente alle 
condizioni esterne dell’istante in esame. In altre parole, il processo 
deve essere lento rispetto all’istaurarsi dell’equilibrio nel. corpo 
in questione !). 

Ricaviamo una forma che permette di calcolare in modo propria- 
mente termodinamico i diversi valori medi. Supponiamo a tale 
‘scopo che il corpo effettui un processo adiabatico e determiniamo la 
derivata dE/dt della sua energia rispetto al tempo. Per definizione, 
l'energia termodinamica è £ = £ (p, g; 4), dove E (p, g; A) è l’ha- 
miltoniana del corpo dipendente da 4 come parametro. Come è noto 
dalla. meccanica (vedi I, $ 40), la derivata totale dell'operatore di 
Hamilton rispetto al tempo è uguale alla sua derivata parziale 
rispetto al tempo: 


dE (p, g; XA) __ 9E (p, g; M) 
dt dh î 


Nel presente caso £ (p, g; 4) dipende esplicitamente dal tempo trami- 
te À (t), pertanto si può scrivere | 


dE (P, g; M _ 9E (p,9; 2) di 
di a dt dt * 


Poiché la media sulla distribuzione statistica e la derivazione ri- 
spetto al tempo si possono evidentemente eseguire in ordine qualsia- 
si, si ha 


a er ge (11,1) 


(la derivata dA/dt è una data funzione del tempo e può essere portata 
fuori dal segno di media). 

È importante osservare che, poiché il processo è adiabatico, il 
valore medio della derivata d£ (p, g; 4)/04 nella (11,1) si può inter- 
pretare come la media sulla distribuzione statistica corrispondente 


1) Questa condizione può di fatto risultare molto debole, cosicché un pro- 
cesso adiabatico «lento» può praticamente diventare sufficientemente «rapido». 
Cosi, per esempio, nella dilatazione di un gas (diciamo in un cilindro a pistone) 
la velocità del pistone deve essere piccola solo rispetto alla velocità del suono 
nel gas, cioè può praticamente essere molto grande. 

Nei corsi generali di fisica la dilatazione adiabatica (o la compressione) 
spesso è definita come «sufficientemente rapida». In questo caso, si tiene conto 
di un altro aspetto del problema: il processo deve avvenire cosi rapidamente 
che durante questo tempo il corpo non riesca a scambiare calore con l’ambiente 
circostante. Si tratta quindi della condizione che deve praticamente assicurare 
l'isolamento termico del corpo e si suppone tacitamente che la condizione di 
lentezza, rispetto ai processi che portano all'equilibrio, sia verificata. 
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all’equilibrio per un dato valore del parametro 4, cioè per le con- 
dizioni esterne esistenti al dato istante. 


® dE LI »I ®* % o. ”» 
La derivata + si può scrivere in un'altra forma, considerando 


la grandezza termodinamica £ come funzione dell’entropia $S del 
corpo e dei parametri esterni À. Siccome l’entropia S resta costante 
in un processo adiabatico, si ha 

dE dE di, ; 

de (ge) ce 
dove l’indice della parentesi significa che la derivata è presa per S 
costante. 

Confrontando la (411,1) con la (11,2), troviamo 

OE (p, g; }) dE 

dh n Fs Ch) 
Questa è la formula cercata. Essa permette di calcolare in modo 
termodinamico le medie (sulla distribuzione statistica in equilibrio) 
di grandezze della forma d£ (p, 9g; 1)/04. Si ha spesso a che fare con 
grandezze di questo genere, studiando le proprietà dei corpi macro- 
scopici e, di conseguenza, la formula (11,3) gioca un ruolo molto 
importante in statistica. Si tratta, per esempio, del calcolo delle 
diverse forze agenti sul corpo (i parametri 4 sono qui le coordinate 
di una o di un'altra parte del corpo; vedi per la pressione il paragra- 
fo seguente), del calcolo del momento magnetico o del momento 
elettrico dei corpi (i parametri 4) sono qui il vettore campo magnetico 
o il vettore campo elettrico), ecc. 

Tutti i ragionamenti precedenti, relativi alla meccanica classi- 
ca, si possono ripetere anche per la teoria quantistica con la sola 
differenza che in luogo dell’energia E (p, g; ) bisogna parlare dap- 
pertutto dell’operatore di Hamilton 7. La formula (11,3) diventa 
in questo caso DE 

OH dE 

a) poni 
dove il trattino indica che si considera la media statistica completa 
(che include automaticamente la media quantistica). 


$ 12. Pressione 


L'energia £ del corpo, come grandezza termodinamica, gode della 
proprietà di additività; l’energia del corpo è pari alla somma delle 
energie delle sue parti (macroscopiche *). Della stessa proprietà gode 
anche un’altra grandezza termodinamica: l'entropia. 


1) Poiché trascuriamo l’energia di interazione tra queste parti; questo 
non si può fare se ci interessiamo ai fenomeni dovuti alla preseuza di superfici 
di separazione tra i diversi corpi (allo studio di questi fenomeni è dedicato il 
capitolo XV). 
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L'additività dell’energia e dell’entropia conduce al seguente 
risultato importante. Se il corpo si trova in equilibrio termico, si 
può allora affermare che la sua entropia, per un valore dato dell’e- 
nergia (o l'energia per una data entropia), dipende solo dal volume 
del corpo e non dalla sua forma 4). Infatti, il cambiamento della for- 
ma del corpo si può rappresentare come una permutazione delle 
sue diverse parti per cui l'entropia e l’energia, come grandezze 
additive, non cambiano. In questo caso, si suppone ovviamente che 
il corpo non si trovi in un campo di forze, esterne, cosicché lo spo- 
stamento delle parti del corpo nello spazio non implica un cambia- 
mento delle energie. 

Quindi, lo stato macroscopico di un corpo immobile in equili- 
brio è completamente determinato solo da due grandezze, per esempio, 
dal volume e dall’energia. Tutte le altre grandezze termodinamiche 
si possono esprimere come funzioni di queste due. È ovvio che, in 
virtù di questa mutua interdipendenza delle diverse grandezze ter- 
modinamiche, si può assumere come variabile indipendente qualsia- 
si altra coppia di queste grandezze. | | | 

Determiniamo ora la forza esercitata dal corpo sulla frontiera 
del suo volume. In accordo con le note formule della meccanica, la 
forza agente su un elemento di superficie ds è 

, DE (p, g; r). 
Fa “è 1 


dove £ (p, g; r) è l'energia del corpo come funzione delle coordinate 
e degli impulsi delle sue particelle, nonché del raggio vettore del- 
l'elemento di superficie in esame che nel caso dato funge da parametro 
‘esterno. Facendo la media su questa uguaglianza ed usando la for- 
mula (11.3), otteniamo 


F__E@an__ (E) =-(2) av 
or or JS ov }8 dr ' 


dove V è il volume. Poiché la variazione del volume è ds dr, dove ds 
è l'elemento di superficie, allora si ha ad = ds e quindi 


dV 


Di qui è evidente che la forza media agente sull’elemento di super- 
ficie è diretta come la normale a questo elemento ed è proporzionale 


F=-(-7-), & 


1) Queste affermazioni sono di fatto applicabili ai liquidi e ai gas, ma non 
ai solidi. Per cambiare la forma di un solido (per deformarlo), occorre compiere 
un certo lavoro, il che implica un cambiamento dell’energia del solido. Questo 
è legato al fatto che lo stato deformato del solido è, per essere rigorosi, un equi- 
librio termodinamico incompleto (ma il tempo di rilassamento pei stabilire 
‘un equilibrio completo è così lungo che un corpo deformato può essere conside- 
rato sotto molti aspetti come un corpo in stato di equilibrio). 
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alla sua area (legge di Pascal). Il modulo della forza agente sull’unità 


di superficie è 


sisi: (F): (12,1) 


Questa grandezza si chiama pressione. 

Nel definire la temperatura con la formula (9,1), abbiamo con- 
siderato un corpo che non era,a contatto con nessun altro corpo e, in 
particolare, non circondato da nessun ambiente esterno. In quelle 
condizioni si poteva parlare di variazioni dell'energia e dell’entropia 
del corpo senza precisare il carattere del processo. Nel caso generale, 
invece, in cui il corpo si trova in un ambiente esterno (o circondato 
dalle pareti del recipiente), la formula (9,1) deve essere precisata. 
Infatti, se durante il processo il volume del corpo in esame cambia, 
questo influisce inevitabilmente anche sullo stato dei corpi a con- 
tatto e per determinare la temperatura, bisognerebbe considerare 
contemporaneamente tutti i corpi a contatto (per esempio, il corpo 
insieme al recipiente in cui si trova). Se si vuole determinare la 
temperatura a partire dalle grandezze termodinamiche del solo corpo 
in esame, bisogna considerare costante il volume del corpo. In altre 
parole, la temperatura sarà determinata come la derivata dell’energia 
del corpo rispetto alla sua entropia al volume costante: 


so: (3) (12,2) 


Le uguaglianze (12,1-2) si ‘possono scrivere insieme in forma 
differenziale: 


dE =TdS — PdV. (42,3) 


Questa è una delle relazioni termodinamiche fondamentali. 

Le pressioni dei corpi in equilibrio mutuo sono le stesse. Questo 
segue immediatamente dal fatto che l'equilibrio termico presuppone, 
in ogni caso, l'equilibrio meccanico; in altre parole, le forze con cui 
due corpi qualsiasi interagiscono (lungo la superficie di contatto) 
devono mutuamente essere compensate, cioè essere uguali in modulo 
ed opposte in direzione. 

L’uguaglianza delle pressioni nel caso dell’equilibrio può anche 
essere ricavata dalla condizione di massimo dell’entropia, cosi come 
è stata dimostrata l’uguaglianza delle temperature al $ 9. A tale 
scopo, consideriamo due parti a contatto di un sistema isolato che 
si trova in equilibrio. Una delle condizioni indispensabili perché 
l'entropia sia massima è che essa sia massima rispetto alla variazione 
dei volumi V, e V, delle parti, rimanendo invariati gli stati delle 
altre parti; quest’ultima condizione significa, in particolare, che 
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la somma V, + V, resta invariata. Se S,, S, sono Ie entropie delle 
due parti, si ha 

OS 0Si x 982 Wa _ 051 9520 

Vi  dV, | do Vi Vi Va 


Ma dalla relazione (12,3), riscritta nella forma 
dS=-dE+--dV, 


segue che d5/0V = P/T, cosicché P,/T, = PyjT2. Essendo le tempe- 
rature 7, e Ta le stesse, in equilibrio, si ottiene l'uguaglianza 
delle pressioni: P, = P.. 

È da tener presente che allo stabilirsi dell’equilibrio termico 
l'uguaglianza delle pressioni (cioè l’equilibrio meccanico) si stabi- 
lisce molto più rapidamente che l'uguaglianza delle temperature; 
pertanto sono assai frequenti i casi in cui la pressione lungo il corpo 
è costante, anche se la temperatura non è costante. Infatti, la non 
costanza della pressione è dovuta alla presenza di forze non compen- 
sate che implicano la comparsa di un movimento macroscopico che 
eguaglia la pressione molto più rapidamente di quanto non avvenga 
per l'eguaglianza delle temperature non legata al movimento 
macroscopico. 

È facile vedere che in ogni stato di equilibrio la pressione del 
corpo deve essere positiva. Infatti, per P > Osi ha (05/0V)g >, 
€ l'entropia potrebbe aumentare solo all’espandersi del corpo, il 
che è ostacolato dai corpi circostanti. Viceversa, per P 0, sarebbe 
(05/0V)z <0, e ilcorpo tenderebbe a comprimersi arbitrariamente, 
e questo sarebbe accompagnato da un aumento dell’entropia. 

Tuttavia esiste una differenza sostanziale tra la condizione dî 
positività della temperatura e quella di positività della pressione. 
I corpi con temperatura negativa sarebbero assolutamente insta- 
bili e come tali non possono esistere in natura. Quanto agli stati 
a pressione negativa (non in equilibrio), essi possono essere realizza- 
ti in natura, avendo una stabilità limitata. Infatti, una compressione 
spontanea del corpo è legata al « distacco » del corpo dalle pareti del 
recipiente o alla formazione di cavità interne al corpo, cioè alla 
formazione di una nuova superficie; questa circostanza rende possi- 
bile la realizzazione di pressioni negative nei cosiddetti stati meta- 
stabili 1). 


$ 13. Lavoro e quantità di calore 


Le forze esterne applicate a un corpo possono esercitare su di 
esso un lavoro che, secondo le regole generali della meccanica, sarà 


1) Vedere la definizione di stati metastabili al $ 21; per le pressioni nega- 
tive vedere anche la nota alla pag. 289. 
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determinato dal prodotto di queste forze per gli spostamenti corri- 
spondenti. Questo lavoro può essere compiuto per mettere il corpo 
in movimento macroscopico (in generale per modificarne l’energia 
cinetica), per spostare il corpo in un campo esterno (per esempio, 
per sollevarlo nel campo di‘ gravità). A noi interesserà soprattutto 
il caso in cui il lavoro compiuto sul corpo ne cambia il volume (cioè 
le forze esterne implicano la compressione del corpo lasciandolo 
immobile). 

Conveniamo di considerare dappertutto positivo il lavoro R 
compiuto dalle forze esterne sul corpo in esame. Il lavoro negativo, 
R<0, significa corrispondentemente che il corpo stesso compie 
un lavoro (uguale a | R |) su un oggetto esterno (per esempio, duran- 
te la sua espansione). ù, f, : 

Tenendo presente che la forza agente sull’unità di supperficie del 
corpo è la pressione e che il prodotto dell’area dell’elemento di su- 
perficie per il suo spostamento è il volume descritto da questo ele- 
mento, troviamo che il lavoro compiuto sul corpo al variare del 
suo volume (per unità di tempo) è 


ci (13,1) 


(al comprimere del corpo si ha dV/dt <0, cosicché dA/dt > 0). 
Questa formula è ugualmente applicabile ai processi reversibili 
e a quelli irreversibili; si chiede però che sia verificata un'unica 
condizione: durante tutto il processo il corpo deve trovarsi in stato 
di equilibrio meccanico, vale a dire che ad ogni istante la pressione 
deve essere costante lungo tutto il corpo. 

Se il corpo è termoisolato, ogni variazione della sua energia 
è legata al lavero compiuto su di esso. Nel caso generale di un corpo 
non termoisolato, oltre al lavoro, esso acquisisce (o cede) energia 
anche direttamente trasmessa dagli altri corpi a contatto. Questa 
parte della variazione dell'energia si chiama quantità di calore Q 
acquisita (o ceduta) dal corpo. Quindi, la variazione dell’energia del 
corpo (in unità di tempo) si può scrivere nella forma 


dE _dR , dQ 
a = a ta: (13,2) 


Come per il lavoro, conveniamo di considerare positivo il calore acqui- 
sito dal corpo da sorgenti esterne. 

Con l’energia E nella (13,2) bisogna in generale intendere l’ener- 
gia totale del corpo, che include l’energia cinetica del movimento 
macroscopico. Tuttavia, considereremo usualmente il lavoro legato 
alla variazione del volume di un corpo immobile; in questo caso, 
l'energia si riduce all’energia interna del corpo. 
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Nella condizioni in cui il lavoro è dato dalla formula (13,1), si ha 

per la quantità di calore 

do dV 

di — > +P7. (13,3) 
Supponiamo che durante l’intero processo il corpo si possa conside- 
rare, ad ogni istante, in stato di equilibrio termico corrispondente 
ai valori dell’energia e del volume del corpo allo stesso istante 
(sottolineiamo che questo non significa che il processo debba essere 
necessariamente reversibile, poiché il corpo può non trovarsi in 
equilibrio con i corpi circostanti). In questo caso, in base alla rela- 
zione (42,3) che determina il differenziale della funzione E (S, V), 
l'energia del corpo in legga si può scrivere 


dV 
=TE Pr 
Confrontando con la (13,3), gag per la quantità di calore 
d 
Port (13,4) 


Il lavoro dA e la quantità di calore ia acquisiti dal corpo in una 
variazione infinitesima del suo stato non sono differenziali totali 
di nessuna grandezza !). Soltanto la somma dQ + dA,'cioè la varia- 
zione dE dell’energia, è un differenziale totale. Pertanto si può 
parlare dell’energia E in un dato stato, ma non si può parlare, per 
esempio, della quantità di calore del corpo in questo stato. In altre 
parole, l'energia del corpo non può essere divisa in energia termica 
e in quella meccanica. Una tale divisione è possibile solo nel caso in 
cui si tratti di una variazione dell’energia. La variazione dell’ener- 
gia al passare del corpo da uno stato ad un altro si può separare in 
quantità di calore acquisita (o ceduta) dal corpo e lavoro compiuto 
su di esso (0 ‘compiuto da esso sugli altri corpi). Questa divisione 
del corpo, ma dipende dal carattere del processo stesso. In altre 
parole, il lavoro e la quantità di calore sono delle funzioni del pro- 
cesso, che avviene nel corpo e non soltanto degli stati iniziale e fina- 
le del corpo. Questo si manifesta assai chiaramente nel caso in cui 
il corpo è soggetto a un processo ciclico che inizia e finisce con uno 
stesso stato. Infatti, in questo caso la variazione dell’energia è nulla, 
mentre il corpo può acquisire (o cedere) una quantità di calore (o di 
lavoro). Matematicamente questo si traduce nel fatto che l'integrale, 
esteso a un contorno chiuso, del differenziale totale dE è uguale 
a zero, ma l'integrale di dQ e dA, che non sono differenziali totali, 
è diverso da zero. 


1) In questo senso le notazioni 4R e dQ non sono voipictamento.. esatto e 
‘pertanto cercheremo di non usarle. 
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La quantità di calore che deve ricevere un corpo affinché la sua 
temperatura si elevi di un’unità si chiama calore specifico. È evidente 
che il calore specifico del corpo dipende dalle condizioni in cui esso 
è stato scaldato. Si indica usualmente con C, il calore specifico a vo- 
lume costante e con C, il calore specifico a pressione costante. È evi- 
dente che 


c-1($), 139 
CseT (F)s (13,6) 


Soffermiamoci sui casi in cui la formula (13,4) della quantità di 
calore è inapplicabile e, al tempo stesso, risulta possibile ricavare 
per questa grandezza certe disuguaglianze. Esistono dei processi in 
cui il corpo non si trova in equilibrio termico, benché la temperatura 
(o la pressione) sia costante lungo il corpo. Tali sono, per esempio, 
le reazioni chimiche che avvengono in una miscela omogenea di 
sostanze interagenti. Grazie alla presenza nel corpo stesso di un 
processo irreversibile (reazione chimica), l'entropia del corpo aumen- 
ta anche indipendentemente dal calore acquisito, cosicché si può 
affermare che la disuguaglianza 


Lr (13,7) 


verificata. 

Una disuguaglianza analoga si può scrivere nel caso di un pro- 
cesso irreversibile avente per effetto il passaggio del corpo da uno 
stato di equilibrio in un altro stato di equilibrio vicino a quello 
iniziale, durante il quale il corpo non si trovi in equilibrio *). In 
questo caso, si può scrivere la seguente disuguaglianza tra la quan- 
tità di calore 650 acquisita dal corpo durante il processo e a varia- 
zione della sua entropia $$: 


50 < T8S. (13,8) 


$ 14. Funzione termica 


Se in un processo resta costante il volume del corpo, si ha dQ = 
= dE, cioè la quantità di calore acquisita dal corpo è pari alla 
variazione della sua energia. Se invece il processo avviene a pressione 
costante, la quantità di calore si può scrivere in forma di differenziale 


dQ = d(E + PV) = dW (14,1) 


1) Può servire di esempio il processo di Joule — Thomson (vedi $ 18) 
a debole variazione dì pressione. 
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di una determinata grandezza 
W=E+ PV (14,2) 


che si chiama funzione termica del corpo !). La variazione della 
funzione termica in processi che avvengono a pressione costante 
è quindi uguale alla quantità di calore acquisita dal corpo. 

È facile determinare il differenziale totale della funzione termica. 
Sostituendo dE = T d$ — PdV in dW=dE+PdV+V@@P, 
otteniamo 

dW=TdS + V dP. (14,3) 


Di qui segue che 


r=(M),. v=(M), ca 


Se il corpo è termoisolato (ricordiamo che questo non significa 
affatto che esso sia isolato), si ha d0 = 0, e dalla (14,1) segue che 
per processi che avvengono in corpi termoisolati a pressione costan- 
te si ha 


W = costante, (14,5) 


cioè la funzione termica si conserva. 


Il calore specifico C, si può scrivere, partendo dalla relazione 
dE=TdS — PdVv, nella forma 


OE 
C=(7)y Lao) 
Analogamente si ha per il calore specifico Cp 
oW 
Co=(F)b (14,7) 


Si vede che a pressione costante la funzione termica gode di pro- 
prietà analoghe a quelle che ha l'energia a volume costante. 


$ 15. Energia libera e potenziale termodinamico 


Il lavoro corrispondente a una variazione isotermica reversibile 
infinitesima dello stato del corpo si può scrivere in forma di un 
differenziale di una certa grandezza. 

dR =dE — dd =dE —TdS=d(E— TS), 
ossia | 
dR = dF, (15,1) 
dove 
F=E- TS (15,2) 


1) Questa funzione si chiama anche entalpia o contenuto termico del sistema. 
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è una nuova funzione di stato del corpo che si chiama sua energia 
libera. Quindi, il lavoro compiuto su un corpo soggetto a un proces- 
so isotermico è pari alla variazione della sua energia libera. 
Determiniamo il differenziale dell’energia libera. Sostituendo 
dE=TdS —PdV in dF=dE —TdS— SdT, otteniamo 


dle = —SdT — PdV. (15,3) 

Di qui sono evidenti le seguenti uguaglianze: 
0F \ 0F , 
de -(7}: “ii (7): (19,4) 


Utilizzando la relazione E = 7 + TS, si può esprimere l'energia 
mediante l’energia libera come segue: 


0F 0 F 
| E=F-r(7)=-"lar) Gar 
Le formule (12,1-2), (14,4), (15,4) mostrano che, conoscendo una 
delle grandezze E, W o F (come funzione di due variabili corri- 
spondenti) e calcolandone le derivate parziali, si possono determinare 
tutte le altre grandezze termodinamiche. Per questa ragione le gran- 
dezze E, W, F si chiamano in generale potenziali termodinamici 
(in analogia con il potenziale meccanico) o funzioni caratteristiche: 
l'energia £ rispetto alle variabili S, V, la funzione termica W ri- 
spetto a S, P, l’energia libera F rispetto a V, 7. 
Ci manca ancora un potenziale termodinamico rispetto alle varia- 
bili P, 7. Perottenerlo, sostituiamo nella (15,3) PdV = @ (PV) — 
V dP e, portando d (PV) a primo membro dell’ uguaglianza, rica- 
viamo 


db = — SAT +VdP, (15,6) 
dove abbiamo introdotto la nuova grandezza 
D=E-T$S+PV=F+PV=W_—-TS, (15,7) 


detta potenziale termodinamico (nel senso stretto della parola) 1). 
Dalla (15,6) ricaviamo le uguaglianze evidenti 


ie (7) LE (IF), (15,8) 


La funzione termica si esprime mediante D, cosî come £ si esprime’ 
mediante 


W=®-T(F)=-"(#7) (15,9) 


1) In alcuni testi di fisica le fe F e © si chiamano anche, rispettiva- 
mente, energia libera di Helmholtz ed energia libera di Gibbs. 


o— 2641 
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Se oltre al volume esistono ancora altri parametri 4; che determi— 
nano lo stato del sistema, l’espressione del differenziale dell’energia 
deve essere completata da termini proporzionali ai differenziali dà, 


dE=TdS-PdV+} Ai dh, (15,10) 
L 


dove A; sono funzioni determinate di stato del corpo. Poiché il 
passaggio ad altri potenziali non interessa le variabili 4;, è chiaro che 
gli stessi termini vanno aggiunti ai differenziali di F, D, W 


dF=—SdT-PdV+Y A;dh, 
i 


ecc. Pertanto le grandezze A; si possono ottenere differenziando 
qualsiasi potenziale rispetto a À; (è da ricordarsi quali altre variabili. 
si suppongono costanti quando si considera la derivata). Ricordando 
anche la formula (11,3), si può scrivere una relazione analoga 


dE (p, g; }) 0F \ 
==) (45,11) 


che esprime il valore medio della derivata rispetto a un parametro 
dell’hamiltoniana del corpo mediante la derivata rispetto allo stesso 
parametro dell'energia libera (analogamente mediante le derivate 
di Do W) 

Osserviamo il seguente fatto: se i valori dei parametri À; variano 
di poco, le grandezze £, F, ®, W subiscono ugualmente delle piccole 
variazioni. È evidente che le loro variazioni saranno uguali se cia- 
scuna di esse ‘è considerata per una coppia di grandezze costanti 


(6E)e, v=(6F)r,v=(60W)s, p= (6D)r, p. (15,42) 


Questa affermazione, o meglio, il teorema delle piccole correzioni, 
spesso sarà utilizzata nel seguito. 

L’energia libera e il potenziale termodinamico godono di una 
proprietà importante che determina la. direzione delle variazioni 
nei diversi processi irreversibili. Partiamo dalla disuguaglianza. 
(13,7); sostituendovi dQ/dt dalla (13,3), otteniamo 


dE dV dS 
a Se (19,13) 


Supponiamo che il processo sia isotermico a volume costante (7 = 
. costante, V = costante). Allora aida disuguaglianza si può riscri- 
vere come segue 

EZIO _ L<0. (45,14) 


Quindi, i processi irreversibili che avvengono a temperatura e volu- 
me costanti implicano una diminuzione dell’energia libera del 


corpo. 
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. Analogamente, per P = costante e 7 = costante la disugua- 
glianza (15,13) diventa 


d® | 
2 <0, (15,15) 


cioè i processi irreversibili che avvengono a temperatura e pressione 
costanti implicano una diminuzione del potenziale termodinamico 1). 
Quindi, in stato di equilibrio termico, l'energia libera e il potenziale 
termodinamico del corpo sono minimi: la prima rispetto a tutte le 
variazioni dello stato con 7 e V costanti, e il secondo rispetto alle 
variazioni dello stato con 7 e P costanti. 


PROBLEMA 


Come si può calcolare l’energia cinetica media delle particelle di un corpo, 
conoscendo la formula della sua energia libera 
Soluzione. L'hamiltoniana (o l’operatore di Hamilton nel caso quantistico) 
si può scrivere nella forma E (p, g)= U (a) + XK (p), dove U (gq) è l'energia 
potenziale di interazione delle particelle del corpo, X (p) la loro energia cine- 
tica. Quest'ultima è una funzione quadratica degli impulsi, inversamente 
roporzionale alla massa m delle particelle (per un corpo composto di particelle 
identiche). Pertanto si può scrivere considerando m come parametro: 


dE (p, gigm) __1 
ue “a, 


Quindi, applicando la formula (15,14), otteniamo l'energia cinetica media 


Om 


x=-Fo=-n()rr 


$ 16, Relazioni tra le derivate delle grandezze termodinamiche 


Le coppie di grandezze termodinamiche più convenienti e più 
usate sono 7, V e 7, P. È quindi indispensabile trasformare le diver- 
se derivate delle grandezze termodinamiche, le une mediante le 
altre, per esprimere altre variabili, sia dipendenti che indipendenti. 

Se vengono usate V, 7 come variabili indipendenti, conviene 
esprimere i risultati della trasformazione mediante la pressione P 
e il calore specifico C, (come funzioni di V e 7). L'equazione che 
lega la pressione, il volume e la temperatura si chiama equazione di 
stato di un dato corpo. In tal modo, le formule in' questione devono 
permettere di calcolare le diverse derivate delle grandezze termodi- 
namiche a partire dall’equazione di stato e del calore specifico Co. 

Analogamente, scegliendo P e 7 come variabili indipendenti, 
bisogna esprimere i risultati della trasformazione mediante V e C,y 
(come funzioni di P e 7). 


1) Si ricordi che nei due casi si tratta di processi (per esempio, di reazioni 
chimiche) in cui il corpo non è in equilibrio; cosicché il suo stato non è determi- 
nato univocamente dalla temperatura e dal volume (o dalla pressione). 


5* 
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In questo caso, è da tener presente che la dipendenza di C, da V 
oppure di C, da P (ma non dalla temperatura) può essere determinata 
a partire dall’equazione di stato. È facile vedere infatti che la deri- 
vata (0C,/0V)r può essere trasformata in modo tale che sarà deter- 
minata a partire dalla funzione P (V, 7). Tenendo conto che S = 
= — (0F/9T),, abbiamo 


dCo\ _m 935 FO 9 (dF 
(F):= Tar WI Tar =T@ (FT), 
ma poiché (0FIAV)r “= +— P, ricaviamo la formula richiesta 
Co 0*P 
(E),=r (8), 064) 
In modo analogo ricaviamo la formula 
dC p 0°V 
| dP ), = 7 ( oT* ) (16,2) 


(per la trasformazione occorre applicare le formule (15,8)). 

Mostriamo come si possono trasformare alcune tra le più usate 
derivate termodinamiche. 

Le derivate dell’entropia rispetto al volume o alla pressione 
possono essere calcolate a partire dall'equazione di stato mediante 
le seguenti formule, che sono conseguenza immediata delle espres- 
sioni per i differenziali delle grandezze termodinamiche. 

Abbiamo 


(crac): 
ovvero 
(7);= (7) (16,9) 
Analogamente 
| > )r= — (F).= -+ (7): 
ovvero 
8) m-(4),. 104 


La derivata (0£/0V)r si calcola partendo dall’uguaglianza dE = 
= T dS «+ PdV come 


o, sostituendovi la (16,3), 


(3) =T (- P. (16,5) 
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Analogamente si possono ricavare le seguenti formule: 


(F),= (FT) (16,6) 
e FY() ()=V-T (a) 
(16,7) 


(F),=-2(F): (F)y= +7 ()y (16,8) 


Mostriamo infine come si può calcolare il calo”e specifico Co 
a partire dal calore specifico C, e dall’equazione di stato prendendo 
T, P come variabili principali. Poiché C, = 7 (0S/07)y, si tratta 
qui di trasformare la derivata (05/07)y in funzione di altre varia- 
bili indipendenti. La via più semplice per ottenere questa trasfor- 
mazione è utilizzare gli jacobiani !). 
Scriviamo 
0(S, V) 
0s __m 0(S,V) _— 0(T, P) _ 
Cor (F)y=T d(T, V) = d(T,V) 
d (7, P) 


a): Creta =C,—T 2)(). 
e ii Erp = fai 


dA " 
(#): #) 


d (u, v) 
0(2, y) 


1) Si chiama jacobiano il determinante 


Lia 
d (u, v) _ dr dY 
a, 4) | do do 
0x  dy 
Esso gode delle seguenti proprietà evidenti: 
d (v, u) = ò (u, v) 
d(2,v) = d(2,4)” (1) 


ò (u, y) i gu 
0 (x, Y) =( sl» (III) 


Inoltre, si verificano le seguenti relazioni: 


(1) 


d (Le, v) __ d(u,v) dt, s) 
d(x, y)  dl(t,s) d(c,U)' (IV) 


arme (A) (et) 5 
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Sostituendovi la (16,4), ricaviamo la formula richiesta 


Cp-C,=—T Gr) (16,9) 


Analogamente, trasformando C, = 7 (05S/9T)p in variabili 7, V, 
si può ricavare la formula 
(22)? 
_T OT /v 


Cace@ | 
_ 


La derivata (0P/90V)r è sempre negativa: per dilatazione isoter- 
mica del corpo la sua pressione diminuisce sempre (al $ 21 questo 
fatto sarà dimostrato rigorosamente). Pertanto segue dalla (16,10) 
che per tutti i corpi si ha 


(16,10) 


Coi (16,11) 


Nella dilatazione (o compressione) adiabatica del corpo l’entropia 
resta invariata. Quindi, la relazione tra la temperatura, il volume 
e la pressione del corpo soggetto a un processo adiabatico è determi- 
nata dalle diverse derivate calcolate ad entropia costante. Ricaviamo 
le formule che permettono di calcolare queste derivate a partire 
dall'equazione di stato del corpo e dal suo calore specifico. 

Passando alle variabili V, 7, abbiamo per la derivata della tem- 
peratura rispetto al volume 


a (7, S) ds 
0T \ _ 0,5) MI _ (37): _ Li 95 
| ov )s= d(V, S)  d(V,S) dS — Co \ dV )ao 
d(V, 7) (r)v 
o; sostituendo la (16,3), 
dT T (| 9P 
= ax) (10,42) 
Analogamente ricaviamo la formula 
aT T (dv 
(= opa) 


Si vede da queste formule che se il coefficiente di dilatazione 
termica (0V/07)p è positivo (negativo), allora per dilatazione adia- 
batica la temperatura del corpo diminuisce (aumenta) 1). 


1) Al $ 24 sarà dimostrato rigorosamente che si ha sempre C, > 0, e quindi 
si ha anche Cg > 0. 
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Calcoliamo poi la compressibilità adiabatica del corpo. Seriviamo 


è, 5) S) 0S 
(DT) __ d(V, S) _ IV, 1) IV, 1) _ (F) (5) 
dP d(P, S) A S) è(P, 7) La CR) dP }r? 
T) 
OYVVero 
(Fee) (16,14) 


Dalla disuguaglianza Cp >C» segue che la compressibilità adiaba- 
‘tica è sempre minore in modulo della compressibilità isotermica. 
Usando le formule (16,9-10), si possono ricavare dalla (16,14) le 


relazioni 
2 
Peletalr) (16,15) 
(ema) (16,46) 


$ 17. Scala termodinamica delle temperature 


Mostriamo come si può, almeno in linea di principio, costruire 
una scala termodinamica delle temperature usando a tale scopo un 
corpo arbitrario, la cui equazione di stato non è supposta nota. In 
altre parole, il problema è di stabilire mediante questo corpo la 
dipendenza 7 = 7 (t) della scala assoluta della temperatura 7 
da una scala puramente convenzionale © determinata da un « termome- 
tro» a graduazione arbitraria. 

Partiamo a tale scopo dalla seguente relazione (tutte le grandezze 
(si riferiscono al corpo in questione): 


(Fee) 


abbiamo usato qui la (16,4)). Poiché tra t e 7 vi è una relazione bi- 
univoca, si può indifferentemente scrivere la derivata rispetto a 7° 
0 x costante. Riscriviamo la derivata (0V/07)p nella forma 


(F)=(F): F- 


Allora abbiamo 


ovvero 


. (17,1) 
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A secondo membro dell’uguaglianza figurano grandezze che pos- 
sono essere misurate direttamente come funzioni della temperatura 
convenzionale t: (00/0P), è determinata dalla quantità di calore 
che deve essere trasmessa al corpo affinché nella dilatazione la sua 
temperatura resti costante, e la derivata (0V/0t)p è determinata 
dalla variazione del volume quando il corpo viene riscaldato. Quin- 
di, la formula (17,41) risolve il problema affrontato permettendo di 
determinare la dipendenza cercata 7 = 7 (1). 

In questo caso, bisogna tener presente che, integrando la relazio- 
me (17,1), si ottiene In 7 a meno di una costante additiva. Quindi, 
la temperatura 7 viene determinata a meno di un fattore arbitrario. 
Questo risultato è ovvio, poiché la scelta delle unità di misura della 
temperatura assoluta è arbitraria, il che è equivalente alla presenza 
di un fattore arbitrario nella dipendenza 7 = 7 (1) 


$ 18. Processo di Joule — Thomson 


Consideriamo un processo in cui un gas (o un liquido), soggetto 
alla pressione P., passa in modo stazionario in un recipiente in cui 
la pressione è P.. La stazionarietà del processo significa che durante 
tutto il processo le pressioni P, e P, restano costanti. Un tale proces- 
so si può rappresentare in modo schematico come il passaggio di 


Figo 2 


un gas attraverso una parete porosa (a nella fig. 2), e le pressioni 
si mantengono costanti da ambedue le parti della parete mediante 
due pistoni, l'uno entrante e l’altro uscente. Se i pori della parete 
sono sufficientemente piccoli, si può considerare nulla la velocità 
della corrente macroscopica del gas. Supponiamo inoltre che il gas 
sia termoisolato dall’ambiente circostante. 

Il processo descritto si chiama processo di Joule — Thomson. 
Sottolineiamo che questo processo è irreversibile, il che è evidente 
già dalla presenza della parete con piccoli pori, che, creando un for- 
te attrito, annulla la velocità del gas. 

Supponiamo che una certa quantità di gas, che occupava a pres- 
sione P, il volume V,, passi (in modo termoisolato) in un volume V, 
in cui la pressione è P,. La variazione dell’energia E, — Z, del 
gas sarà pari al lavoro che deve essere compiuto sul gas perché esso 
esca dal volume V; (questo lavoro è P,V,) meno il lavoro compiuto 
dal gas stesso per occupare il volume V, a pressione P, (questo lavo- 
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ro è P.V.). Quindi abbiamo E$ — E1= PiVi — PaV, cioò Ei + 
+ P,V, = E, + P.V,, ovvero 


W,=Wa (18,1) 


Quindi, nel processo di Joule — Thomson la funzione termica del 
gas si conserva. 

La variazione della temperatura per piccole variazioni della 
pressione in seguito al processo di Joule — Thomson è determinata 
dalla derivata (07/0P), calcolata a funzione termica costante. 
Trasformiamo questa derivata passando alle variabili P, 7. Abbiamo 


SE (LE) 
(1), — IT, W) _IPT) _ ___\9P Ir 
op d(P,W) dp Mm (27) 
GP) or }p 
da cui, applicando le formule (14,7) e (16,7), ricaviamo 
(leali (#1: (18,2) 


La variazione dell’entropia è determinata dalla derivata (0.5/0P)w. 
Ricaviamo dalla relazione dW = T dS + VdP scritta nella forma 


dS = dWl/T — V dP/T 
os V 
($),=-t 189 


OP 


Questa grandezza è sempre negativa, come doveva essere: il passag- 
gio di un gas a una pressione minore mediante il processo irreversi- 
bile di Joule — Thomson implica un aumento dell’entropia. 
Vogliamo dire ancora qualche parola su un processo in cui un 
gas, che si trova inizialmente in uno dei due recipienti comunican- 
ti, dilatandosi passa nell’altro; è ovvio che questo processo non 
è stazionario e le pressioni nei due recipienti variano finché non 
diventano uguali. Si ha inoltre che quando un gas si dilata nel 
vuoto nel modo sopradescritto la sua energia £ si conserva. Se in 
seguito alla dilatazione il volume totale cambia molto poco, la varia- 
zione della temperatura è determinata dalla derivata (07/0V)s. 
Passando in questa derivata alle variabili V, 7, otteniamo la for- 


mula 
(Mesa) (18,4) 
Per la variazione dell’entropia abbiamo 
("7 (18,5) 


Come c'era da aspettarsi, l'entropia aumenta per dilatazione, cioè 
all'aumentare del volume, 
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$ 19. Lavoro massimo 


Consideriamo un sistema termoisolato costituito da più corpi 
che non si trovano in equilibrio mutuo termico. Durante il processo 
di raggiungimento dell’equilibrio il sistema può compiere un lavoro 
(su qualche oggetto esterno). Ma il passaggio allo stato di equilibrio 
può essere eseguito in diversi modi e saranno diversi anche gli stati 
di equilibrio finali del sistema; in particolare, saranno diverse la 
sua energia e l'entropia. 

Ciò premesso, il lavoro totale che può essere compiuto da un 
sistema non in equilibrio dipenderà da come si è raggiunto l’equili- 
brio, e si può porre la questione di sapere in che modo deve avvenire 
il passaggio allo stato di equilibrio, affinché il sistema effettui il 
lavoro massimo possibile. Ciò che ci interessa in questo caso è il 
lavoro che si esplica in virtù del fatto che il sistema non è in equili- 
brio; questo significa che bisogna eliminare il lavoro che avrebbe 
potuto essere compiuto per conto della dilatazione generale del si- 
stema: un tale lavoro potrebbe essere compiuto da un sistema che 
si trova in equilibrio. Quindi, supporremo che in seguito al processo 
il volume generale del sistema resti inalterato (anche se può variare 
durante il processo). 

Sia EG l'energia originaria del sistema, e sia £ (S) l'energia in 
stato di equilibrio come funzione dell’entropia del sistema. Poiché 
il sistema è termoisolato, il lavoro da esso compiuto è pari semplice- 
mente alla variazione dell’energia 


\Ri=Z — E($) 


(scriviamo | R | perché abbiamo supposto che sia R <0 se il lavoro 
è compiuto dal sistema stesso). 
Derivando | R | rispetto all’entropia S dello stato finale, abbiamo 


Sl —( 35 )y= Th, 


os EA AI 


dove 7 è la temperatura dello stato finale; la derivata si calcola 
per un dato valore del volume del sistema nello stato finale (che 
coincide con il suo valore iniziale). Si vede che questa derivata 
è negativa, cioè che | R | diminuisce all'aumentare di S. Ma l’entro- 
pia di un sistema termoisolato non può decrescere. Pertanto | A | 
raggiungerà il valore massimo possibile se $ resta costante durante 
‘tutto il processo. 

Possiamo quindi concludere che il sistema produce il lavoro mas- 
simo nel caso in cui la sua entropia resti costante, vale a dire che 
il passaggio allo stato di equilibrio è un processo reversibile. 

Calcoliamo il lavoro massimo che può essere compiuto nello- 
scambio di una piccola quantità di energia tra due corpi a tempera- 


GRANDEZZE TERMODINAMICHE 75 


ture diverse, 7, e 7,; sia 7, >7,. Sottolineiamo soprattutto che 
se lo scambio di energia avvenisse tra due corpi in diretto contatto 
non sarebbe compiuto nessun lavoro; il processo sarebbe irreversibile 
(l'entropia dei due corpi aumenterebbe di 8£ (14/7, — 1/T,), dove 
6E è la quantità di energia trasportata.) 

Quindi, per realizzare un trasporto di energia reversibile e per 
ottenere il corrispondente lavoro massimo, bisogna introdurre nel 
sistema un corpo ausiliario (motore termico) che effettui un deter- 
minato processo reversibile ciclico. Questo processo deve essere effet- 
tuato in modo tale che i corpi operanti lo scambio di energia abbiano 
la stessa temperatura. Più precisamente, il motore a temperatura 7, 
si mette in contatto con il corpo avente la temperatura 7, e assorbe 
da esso isotermicamente una determinata energia. Poi il motore si 
raffredda adiabaticamente sino alla temperatura 7, a questa tem- 
peratura cede l’energia al corpo avente la temperatura 7, e, infine, 
torna adiabaticamente allo sato originario. Per le espansioni dovute 
a questo processo, il motore termico produce un lavoro sugli oggetti 
esterni. Il processo ciclico descritto si chiama ciclo di Carnot. 

Osserviamo, prima di passare al calcolo del lavoro massimo otte- 
nuto, che si può fare a meno del motore termico poiché in seguito al 
processo esso torna allo stato originario. Supponiamo che il corpo 
a temperatura maggiore perda una quantità di energia — d£, 
= —T,6S,e che il primo corpo acquisisca un'energia 6£, = 7,65, 
Data la reversibilità del processo, la somma delle entropie dei due 
corpi resta costante, cioè 6.6, = — 6$,. Il lavoro compiuto è pari 
alla. diminuzione dell'energia totale dei corpi, vale a dire 


|6R Imax = — DE, dE,= —T,0S,—T,0S,= —(T,-11) 6Sa, 
OVVero 


|8R max = n | 0E, | (19,1) 


Il rapporto tra il lavoro compiuto e la quantità di energia 
consumata si chiama rendimento n. Il rendimento massimo, quando 
l'energia passa da un corpo a temperatura maggiore a quello a tem- 
peratura minore, è uguale, secondo la (19,1), a 


T,—- 
Mmaxr = | Ta - (1 9,2) 


È più conveniente utilizzare il coefficiente di utilizzazione n determi- 
nato come rapporto tra il lavoro compiuto e il lavoro massimo che 
può essere ottenuto per date condizioni iniziali. E evidente che 


n = Nmax 
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$ 20. Lavoro massimo compiuto da un corpo che si trova 
in un ambiente esterno 


Consideriamo ora il problema del lavoro massimo sotto un altro 
aspetto. Supponiamo che il corpo si trovi in un ambiente esterno 
e che la temperatura 7, e la pressione 2, dell'ambiente siano diverse 
dalla temperatura 7 e dalla pressione P del corpo. Il corpo può 
produrre lavoro su un oggetto supposto termoisolato sia dall’ambien- 
te che dal corpo in esame. L'ambiente costituisce, insieme al corpo 
che vi si trova e all'oggetto di applicazione del lavoro, un sistema 
isolato. Il volume e l’energia dell'ambiente sono cosi grandi che la 
variazione di queste grandezze, causata dai processi cui è soggetto il 
corpo, non implica variazione notevole della temperatura e della 
pressione dell'ambiente, che si possono quindi considerare co- 
stanti. 

Se l’ambiente non esistesse, il lavoro compiuto dal corpo su un 
oggetto termoisolato per una data variazione dello stato del corpo 
(cioè dati gli stati iniziale e finale) sarebbe una grandezza com- 
pletamente determinata, pari alla variazione dell’energia del corpo. Ma 
la presenza dell'ambiente, che partecipa anche al processo, rende 
non univoco il risultato, ed è quindi indispensabile sapere quale è il 
lavoro massimo che il corpo può compiere per una data variazione 
del suo stato. | 

Se passando da uno stato a un altro il corpo compie un lavoro 
su un oggetto esterno, allora nel passaggio inverso dal secondo stato 
al primo una sorgente esterna deve compiere un lavoro sul corpo. Al 
passaggio diretto, in cui il corpo compie il lavoro massimo | R |max, 
corrisponde il passaggio inverso, la cui realizzazione richiede che 
la sorgente esterna produca il lavoro minimo Rmin- È evidente che 
i lavori | RX Imax € Amin coincidono, cosicché i problemi del loro cal- 
colo sono completamente equivalenti; pertanto parleremo d’ora 
in poi del lavoro compiuto sul corpo da una sorgente di lavoro ester- 
na termoisolata. 

Durante il processo il corpo può scambiare calore e lavoro con 
l'ambiente. Il lavoro compiuto dall'ambiente sul corpo deve, ovvia- 
mente, essere isolato dal lavoro totale compiuto sul corpo, in 
quanto ci interessa solo il lavoro compiuto dalla data sorgente 
esterna. Quindi, la variazione totale dell’energia AZ del corpo per 
una certa variazione (non necessariamente piccola) del suo stato 
consta di tre elementi: il lavoro A compiuto sul corpo dalla sor- 
gente esterna, il lavoro compiuto dall'ambiente e il calore ricevuto 
dall'ambiente. Come è stato già detto, essendo grandi le dimensio- 
ni dell'ambiente, la sua temperatura e la pressione si possono consi- 
derare costanti; pertanto il lavoro compiuto sul corpo è PoAVo, e la 
quantità di calore ceduta dall’ambiente è uguale a —-T,ASo (le 
lettere con l’indice zero si riferiscono all'ambiente, e quelle senza 
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indice al corpo). Quindi abbiamo 
AE Ci R + PIAVo— ToASo 


Poiché il volume dell’ambiente, compreso il corpo, resta invariato, 
si ha AVo = —AV. Inoltre, in virti della legge dell'aumento 
dell’entropia, abbiamo AS + AS, > 0 (l'entropia di una sorgente 
di lavoro termoisolata non varia), cosicché AS. => — AS. Pertanto 
da R=-= AE — PAAV6 + ToAS, ricaviamo 


R=>AE—T,AS+PAV. (20,4) 


Il segno di uguaglianza si ottiene in un processo reversibile. Quindi, 
possiamo ancora concludere che il passaggio si esegue con un mini- 
mo di lavoro compiuto (e, corrispondentemente, il passaggio inverso 
richiede un massimo di lavoro compiuto) se si ha un processo rever- 
sibile. Il lavoro minimo è dato dalla formula 


Rmin=A (E- To + PV) (20,2) 


(7, e P, come grandezze costanti si possono portare fuori dal se- 
gno A), cioè questo lavoro è pari alla variazione delle grandezze 
E — TS + PoV. Per il lavoro massimo questa formula deve, 
evidentemente, essere scritta con il segno opposto: 


| Rimax=® — A(E-TS+ PV) (20,3) 


poiché si sostituisce lo stato iniziale con quello finale e viceversa. 

Se durante il processo il corpo si trova ad ogni istante in stato 
di equilibrio (ma non, naturalmente, in equilibrio con l’ambiente), 
per una variazione infinitesima dello stato la formula (20,2) si può 
riscrivere in un altro modo; sostituendo dÉE = T d$S — PdV in 
@Rmin = dE — Te dS 4 Pe dV, otteniamo 


dRnin = (T_T) ds — (P—P.) dV. (20,4) 
Notiamo due casi particolari importanti. Se il volume e la tem- 
peratura del corpo restano invariati, e se l’ultima è pari alla tem- 


peratura dell'ambiente, ricaviamo allora dalla (20,2) Amin = 
= A(E — TS), ossia 


Rin = AF, (20,5) 


cioè il lavoro minimo è pari alla variazione dell'energia libera del 
corpo. Se invece sono costanti la temperatura e la pressione del cor- 
po, se cioò 7 = 7», P = P,, abbiamo 


cioè il lavoro compiuto dalla ital esterna è pari alla variazione 
del potenziale termodinamico del corpo, 
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Sottolineiamo che in questi due casi particolari si tratta di un 
corpo che non si trova in equilibrio e quindi il suo stato è determi- 
nato non soltanto da 7 e V (o da P); in caso contrario la costanza di 
queste grandezze significherebbe che non vi è nessun processo. Si 
può trattare, per esempio, di una reazione chimica in una miscela di 
sostanze reagenti le une con le altre, del processo di dissoluzione, 
ecc. 

Supponiamo ora che un corpo immerso in un ambiente esterno 
sia abbandonato a se stesso e che non sia soggetto a nessun lavoro. 
In un tale corpo avverranno spontaneamente processi irreversibili 
che lo condurranno in stato di equilibrio. În questo caso, nella 
disuguaglianza (20,1) bisogna porre R = 0, e quindi si avrà 


Questo significa che, in seguito a processi avvenuti nel corpo, la 
grandezza E — TS + P,V decrescerà fino a raggiungere un mini- 
mo all’equilibrio. 

In particolare, nei processi spontanei a temperatura 7 = 7 
e a pressione P = P, costanti decresce il potenziale termodinamico ® 
del corpo, e nei processi a temperatura 
T= T,ea volume costanti decresce la 
sua energia libera 7. Questi risultati 
sono stati già ottenuti, da un altro pun- 
to di vista, al $ 15. Osserviamo che la 
conclusione tratta qui non suppone di 
fatto costanti la temperatura e il vo- 
lume (o la pressione) del corpo durante 
tutto il processo: si può affermare chejil 
potenziale termodinamico (o l'energia 
libera) del corpo diminuisce in seguito 

Fig. 3 ad ogni processo, all’inizio e alla fine 

del quale la temperatura e la pressione 

(o il volume) sono le stesse (e uguali alla temperatura e alla pres- 
sione dell'ambiente), anche se esse variano durante il processo. 

Al lavoro minimo si può attribuire ancora un altro significato 
termodinamico. Sia Stot l'entropia totale del corpo e dell'ambiente; 
se il corpo si trova in equilibrio con l’ambiente, $tot è una funzione 
della loro energia totale Etot 


Stot = Stot (Etot). 


Supponiamo che il corpo non si trovi in equilibrio con l’ambiente; 
allora la loro entropia totale differisce dal valore Stot (Etot) (per 
uno stesso valore dell'energia totale £.0:) di un valore AStot <0. 
Nella fig. 3 la curva continua rappresenta la funzione Stot (Etot), 
e il segmento verticale ab la grandezza — AS. Il segmento orizzon- 
tale bc rappresenta la variazione dell’energia totale nel passaggio 
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reversibile del corpo dallo stato di equilibrio con l’ambiente in uno 
stato corrispondente al punto b. In altre parole, questo segmento 
rappresenta il lavoro minimo che una determinata sorgente esterna 
deve compiere per far passare il corpo dallo stato di equilibrio con 
l'ambiente nel dato stato; lo stato di equilibrio in questione (il 
punto c nella fig. 3) non coincide, ovviamente, con lo stato di equi- 
librio corrispondente al valore dato Zio: (il punto a). 

Poiché il corpo rappresenta una parte molto piccola dell’intero 
sistema, i processi cui è soggetto implicano variazioni trascurrabili 
dell’energia e dell’entropia totali. Dalla fig. 3 segue che 


_ _ tot (Etot) 

AS tot ana dEtot Riavini 
Ma la derivata dEt0t/dSto è la temperatura di equilibrio del sistema, 
cioè la temperatura 7 dell'ambiente. Quindi, 


ASTE [fata È -+ (AE-TAS+P,AV). (20,8) 


Questa formula mostra come l’entropia di un sistema isolato (corpo + 
ambiente) differisce dal suo massimo se il corpo è in equilibrio 
con l’ambiente; in questo caso, AE, AS e AV sono le differenze tra 
i valori dell’energia, dell’entropia e del volume del corpo nello stato 
che stiamo considerando e in quello di equilibrio completo. 


$ 21. Disuguaglianze termodinamiche 


Ricavando le condizioni di equilibrio termico dalla condizione 
di massimo dell’entropia, abbiamo considerato finora soltanto le 
sue derivate prime. Richiedendo che le derivate rispetto all'energia 
e al volume si annullino, abbiamo ottenuto ($$ 9, 12) come condizio- 
ni di equilibrio le condizioni di uguaglianza delle temperature e delle 
pressioni in tutte le parti del corpo. Tuttavia l'annullamento delle 
derivate prime è solo la condizione necessaria di estremo, ma essa non 
garantisce che l'entropia abbia un massimo. Per determinare le 
condizioni sufficienti di massimo, occorre, come è noto, studiare 
il differenziale secondo della funzione in esame. 

È conveniente però eseguire questo studio partendo non dalla 
condizione di massimo dell’entropia di un sistema isolato, ma da 
un’altra condizione che le è equivalente *). Separiamo dal corpo in 
esame una piccola (ma macroscopica) parte. Rispetto a questa parte 
le altre parti del corpo si possono considerare come ambiente esterno. 


1) Per quanto riguarda la dipendenza dell'’entropia dagli impulsi del ràovi- 
mento macroscopico, abbiamo già studiato ($ 10) le condizioni imposte sia 
alle derivate prime che alle derivate seconde, il che ci ha permesso di deter- 
minare la condizione di mancanza di moti macroscopici nel corpo e la condizione 
di positività della temperatura. 
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In questo caso, come nel paragrafo precedente, si può affermare che 
all'equilibrio è minima la grandezza. 


E—-T,S+ Po, 


dove E, S, V sono l'energia, l'entropia e il volume della parte in 
esame del corpo, e 7, Po la temperatura e la pressione dell'ambiente, 
cioè delle altre parti del corpo. Al tempo stesso, 7, e PL sono, evi- 
dentemente, la temperatura e la pressione della parte considerata 
in stato di equilibrio. 

Quindi, allontanandosi di poco dall’equilibrio, la variazione della 
grandezza £ — 75 + PoV deve essere positiva, cioè 


8E-T,0S+P.6V > 0. (21,4) 


In altre parole, si può affermare che il lavoro minimo, che deve 
essere compiuto per far passare la parte in esame del corpo dallo 
stato di equilibrio in ogni altro stato vicino, deve essere positivo. 

In seguito, in tutti i coefficienti corrispondenti agli scostamenti 
delle grandazze termodinamiche dai loro stati di equilibrio i valori 
si sottintenderanno calcolati all'equilibrio e saranno omessi gli indi- 
ci zero. 

Sviluppando 8£ in serie (considerando £ come funzione di S e V), 
otteniamo a meno dei termini del secondo ordine 


da 0°E 
8E=-05 85 +2 sv 43 (La 09°42 2785674 O). 


Ma dE/9S = T, 0E/0V = — P, cosicché i termini del primo ordine 
sono uguali qui a T6S — PÉ$V e, sostituendo SE nella (24,1), essi si 
annullano. Quindi, si ottiene la condizione 


0°E 02E 
S3- 05242 7 IV°>0. (24,2) 


È OS 6V 4a 


Come è noto, perché questa disuguaglianza sia verificata per è.S e ÈV 
arbitrarie, è necessario che siano soddisfatte le seguenti condizioni !): 


02E 

aa > (21,3) 
0°E 02E 02E \2 
0sS° dv? — ( ds 57°) >0. (21,4) 


Ma poiché si ha 


SEL(E) I 


0S8ì \ das /v 


1) Un caso particolare in cui nella (21,4) vi è il segno di uguaglianza sarà 
studiato al $ 152. 


GRANDEZZE TERMODINAMICHE 81 


a condizione (21,3) assume la forma 7/C., >0, ossia 
Co >0, (21,5) 


cioè il calore specifico a volume costante è sempre positivo. 
La condizione (21,4) si può scrivere in forma di uno jacobiano: 


al(2E)(2E 
[{( a i dV A —= sla 7 > 0. 
Passando alle variabili 7 e V, abbiamo i 
0(T, P) _9P_ 
T 


èT,vV \ar 
Poiché C, >0, questo è equivalente alla condizione 
) 3% (21,9) 


cioè un aumento di volume a temperatura costante implica sempre 
una diminuzione della pressione. 

Le condizioni (21,5) e (21,6) si chiamano disuguaglianze termodi- 
namiche. Gli stati in cui queste condizioni non sono verificate sono 
instabili e non possono esistere in natura. 

È stato già detto al $ 16 che, in virtà della disuguaglianza (241,6) 
e della formula (16,10), si ha sempre Cp > Cy. Tenendo conto della 
(21,5), si può quindi concludere che si ha sempre anche 


Cp >D. (24,7) 


La positività di C, e C, significa che l'energia è una funzione 
crescente. monotonamente della temperatura a volume costante, 
mentre la funzione termica è anche funzione della temperatura, ma 
a pressione costante. Per quanto riguarda l'entropia, essa cresce 
monotonamehte insieme alla temperatura sia a volume costante 
che a pressione costante. © di 


Le condizioni (21,5-6) ricavate per ogni piccola parte del corpo 
sono valide, ovviamente, anche per tutto il corpo in blocco, poiché 
in equilibrio le temperature e le pressioni sono le stesse per tutte le 
parti del corpo. In questo caso si suppone che il corpo sia omogeneo 
(stiamo studiando qui solo corpi di questo genere). Sottolineiamo che 
le condizioni (21,5-6) sono appunto legate all’omogeneità del corpo. 
Si può, per esempio, considerare un corpo le cui particelle sono man- 
tenute insieme dalle forze di gravitazione; un corpo simile non 
è, evidentemente, omogeneo e la sua densità aumenta verso il centro. 
Per un tale corpo nel suo insieme il calore specifico può anche essere 
minore di zero, cioè il corpo può riscaldarsi al decrescere dell'energia, 


62641 
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Osserviamo che questo non contraddice il fatto che il calore speci- 
fico è positivo per ogni piccola parte del corpo, poiché l'energia 
di tutto il corpo in tali condizioni non è uguale alla somma delle 
energia delle sue parti: esiste ancora l'energia supplementare di 
interazione gravitazionale tra queste parti. 

Le disuguaglianze ricavate sono condizioni di equilibrio. Ma 
esse non sono ancora sufficienti perché l'equilibrio sia completa- 
mente stabile. 

Possono esistere degli stati tali per cui gli scostamenti infinite- 
simi implicano una diminuzione dell’entropia in seguito alla quale 
il corpo torna allo stato iniziale, mentre per un certo scostamento 
finito l'entropia può risultare maggiore di quella nello stato iniziale. 
Per un tale scostamento finito il corpo non torna allo stato iniziale; 
viceversa, esso tenderà a un altro stato di equilibrio corrispondente 
al massimo di entropia, superiore al massimo di entropia nello 
stato iniziale. Data questa possibilità, bisogna distinguere tra gli 
stati di equilibrio i cosiddetti stati metastabili dagli stati stabili. 
Se il corpo si trova in uno stato metastabile, allora per uno scosta- 
mento sufficientemente grande da esso, il corpo può non tornare allo 
stato iniziale. Benché lo stato metastabile sia, entro certi limiti, 
stabile, presto o tardi il corpo passerà necessariamente in un altro 
stato, stabile. A questo ultimo corrisponde il più grande fra tutti 
i massimi possibili della entropia; se il corpo si scosta da un tale 
stato, presto o tardi vi torna. 


$ 22. Principio di Le Chatelier 


Consideriamo un sistema isolato composto dall'ambiente e da un 
corpo immerso in esso. Sia S l'entropia totale del sistema, e sia 
y una grandezza riferita al corpo, tale che la condizione di massimo 
di $ per questa grandezza sia 0S/dy = 0; questo significa che il 
corpo in quanto tale si trova in equilibrio, senza essere necessaria- 
mente in equilibrio con l’ambiente. Inoltre, sia x un’altra grandezza 
termodinamica riferita allo stesso corpo e tale che, se accanto alla 
condizione 0.5/0y = 0 si verificherà anche 0S/dx = 0, ciò vorrà 
dire che il corpo si trova non soltanto in equilibrio interno, ma 
anche in equilibrio con l’ambiente. 

Poniamo 


Vado (22,1) 


SI È 
fai 
= _—. 


dx dy 


Per l'equilibrio termodinamico. completo l’entropia S deve essere 
massima. A tale scopo, oltre alle condizioni 


X=0,Y=0, (22,2) 
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devono essere verificate anche le disuguaglianze 


(> (5 na 
con . 
(la (ao 020 


Supponiamo ora che sotto un'azione esterna trascurabile sia vio- 
lato l’equilibrio del corpo con l’ambiente e cha sia alterata la gran- 
dezza 7 e violata la condizione X = 0; supponiamo inoltre che la 
suddetta azione non interessi la grandezza y. Sia Ax la variazione 
della grandezza x; in questo caso, la variazione di X all’istante 
dell’azione sarà 

dX \ 
(AX),= (). Ax. 

La variazione di 7 per y costante viola, ovviamente, la condizione 
Y = 0, cioè la condizione dell'equilibrio interno del corpo. Ristabi- 
lito questo equilibrio, la grandezza X = AX assume il valore 


(AX)y=0= [dai ia 


dove la derivata è calcolata per Y costante, uguale a zero. 
Confrontiamo i due valori di AX. Utilizzando le proprietà degli 
jacobiani, abbiamo 


dX __ (X.Y) _ ce ) _{ 9X SD) 
()ro= 0(x, Y) @d(x, Y) =(),_ dY Ù 
0 (x, y) | dy ). 


Il denominatore ucl secondo termine di questa espressione è positivo 
in accordo con la condizione (22,3); tenendo conto anche della disu- 
guaglianza (22,4), troviamo che 


dX dOX 
(a) > (E) >0 (50) 
ossia 

I(AX)y1>|(AX)y=o]. (22,6) 
Le disuguaglianze (22,5) o (22,6) costituiscono il cosiddetto princi- 

pio di Le Chatelier. 
Considereremo la variazione Ax della grandezza 7 come misura 
dell’azione esterna sul corpo, e AX come misura della variazione 


delle proprietà del corpo sotto questa azione. La disuguaglianza (22,6) 
mostra che, ristabilito l'equilibrio interno del corpo rotto dall’azione 


6 ste 
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esterna, il valore di AX diminuisce. Pertanto il principio di Le 
Chatelier si può formulare come segue: 

Un'azione esterna che porta il corpo fuori dall’equilibrio provoca 
in esso processi tendenti a diminuire i risultati di questa azione. 
. Esplicitiamo l'enunciato con qualche esempio. 

Prima di tutto conviene modificare un po’ la definizione delle 
grandezze X e Y, utilizzando la formula (20,8) secondo la quale la 
variazione dell’entropia del sistema ambiente + corpo è pari 
a — Rmnin/To, dove To è la temperatura dell’ambiente, Anin il lavoro 
minimo necessario per far passare il corpo dallo stato di equilibrio 
con l’ambiente allo stato dato. Pertanto possiamo scrivere 


__4_ dRmmn __4_ dRmn 
X=--- n, Y=_m, (22,7) 


Per una variazione infinitesima dello stato del corpo abbiamo 
(cfr. la (20,4)) 
ARmnin = (T_—To) d$ —(P— Po) dV; 


tutte le grandezze senza indice si riferiscono, qui e più avanti, al 
corpo e quelle con l'indice zero all'ambiente. 

Sia x l’entropia S del corpo. Allora si ha X = (7 -- 7o)/7.. La 
condizione di equilibrio X = 0 dà 7 = 7, cioè l'uguaglianza delle 
temperature del corpo e dell'ambiente. Le disuguaglianze (22,5) 
e (22,6) assumono la forma 


oT oT 
35),> (5) >® (22,9) 
IAT), |> |(AT)y=o]. (22,9) 


Il significato di queste disuguaglianze è il seguente. La variazione 
delle grandezza x, l’entropia del corpo, significa che si trasmette 
(o si toglie) al corpo una quantità di calore. Come risultato si rompe 
l'equilibrio del corpo stesso e, in particolare, varia la sua temperatu- 
ra (di grandezza (A7),). Ristabilito l’equilibrio del corpo, la varia- 
zione della sua temperatura diminuisce in modulo (diventa uguale 
a (AT)y=0): come se fosse diminuita l’azione che rompe l’equilibrio 
del corpo. Si può dire che il riscaldamento (il raffreddamento) del 
corpo provoca in esso processi tendenti a diminuire (aumentare) la 
sua ‘temperatura. 

Sia ora x il volume V del corpo. Allora si ha X = — (P — P.V/To 
‘In equilibrio X = 0, cioè P = P,. Le disuguaglianze (22,5) e (22,6) 
danno 


(PT) (22,10) 


(AP), |>|(AP)y=ol. (22,11) 
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Se il corpo è portato fuori dall’ equilibrio per una variazione del 
suo volume (a temperatura costante), cambia la pressione; ristabili- 
to l’equilibrio del corpo, la variazione della pressione diminuisce 
in modulo. Tenendo presente che la diminuzione del volume del 
corpo aumenta la sua pressione (e viceversa), si può dire che la di- 
minuzione (l'aumento) del volume del corpo stimola in esso processi 
tendenti a diminuire (aumentare) la sua pressione. 

Nel seguito avremo a che fare con numerose applicazioni di 
questi risultati (soluzioni, reazioni chimiche, ecc.). 

Osserviamo ancora che se nelle disuguaglianze (22,8) si prende 
come y il volume del corpo, si avrà 


(ee (ala: 


poiché in questo caso la condizione Y = 0 significa che P = P., 
cioè la pressione è costante. Quindi, ritroviamo le disuguaglianze 
già note C,) >(C, >QD. 

Analogamente, se nella (22,10) si prende come y l'entropia del 
corpo, la condizione Y = 0 significherà la costanza della temperatu- 
ra T= Ta esi otterrà 


risultato già noto. 


$ 23. Teorema di Nernst 


Il fatto che il calore specifico C, sia positivo significa che l’ener- 
gia è una funzione monotona crescente della temperatura. Vicever- 
sa, al decrescere della temperatura l'energia diminuisce monotona- 
mente e, di conseguenza, alla temperatura minima possibile, cioè 
per lo zero assoluto, il corpo deve trovarsi in uno stato che abbia 
l'energia minima possibile. Considerando l’energia come la somma 
delle energie delle parti in cui il corpo è supposto diviso, si può 
affermare che ciascuna di queste parti si trova in uno stato con 
l’energia minima; è chiaro che alla somma minima devono corri- 
spondere anche i valori minimi addendi. 

Quindi, per lo zero assoluto ogni parte del corpo deve trovarsi 
in un determinato stato quantistico, detto stato fondamentale. 
Vale a dire che i pesi statistici di queste parti sono uguali a 1 e, di 
conseguenza, è uguale a 1 anche il loro prodotto, cioè il peso statisti- 
co dello stato macroscopico dell’intero corpo. L'’entropia del corpo, 
come il logaritmo del suo peso statistico, è invece uguale a zero. 
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Possiamo quindi trarre la seguente conclusione importante: 
allo zero assoluto l'entropia di ogni corpo si annulla (il cosiddetto 
teorema di Nernst)!). | 

Sottolineiamo che questo teorema è una conseguenza della sta- 
tistica quantistica, in cui gli stati quantistici discreti hanno un 
ruolo essenziale. Questo teorema non può essere dimostrato in sta- 
tistica classica pura perché l’entropia vi è in generale determinata 
a meno di una costante additiva (vedi $ 7). 

Il teorema di Nernst permette di giudicare il comportamento di 
alcune altre grandezze termodinamiche per 7 +0. E facile, per esem- 
pio, vedere che per 7 = 0 si annullano i calori specifici, sia C) 
che C, 


Cp =C,=0 per 7=0. (23,1) 


Questo segue immediatamente dalla definizione di calore specifico 
scritta nella forma 


‘pn 05 ds 
CIT Gr: 
Per T + 0 si ha In 7-+ — 00; e poiché $S tende a un limite finito 
(a zero), è chiaro che la derivata scritta sopra tende a zero. | 
Inoltre, si annulla il coefficiente di dilatazione termica 


oT 


Infatti, questa derivata è pari alla derivata — (0S/0P)r (cfr. la 
(16,4)) che si annulla per 7 = 0, poiché S = 0 per 7 =0ea pres- 
sione arbitraria. 
Analogamente si vede che 
pe 
OT 


(-),=0 per- T=0. (23,2) 


),=0 per T=0. (23,3) 


Per T +0 l’entropia si annulla come l’n-esima potenza di 7, 
cioè S = aT”, dove a è una funzone della pressione o del volume. 
È evidente che in questo caso i calori specifici e le grandezze (0V/07)p 
(0P/0T)y si annullano secondo la stessa legge (con la stessa n). 

Si può infine vedere che la differenza C, — C, si annulla più 


rapidamente che non gli stessi calori specifici, cioè 
Cn-Co. 
È =0 per T=0. (23,4) 
p 


1) A scanso di equivoci, sottolineiamo che la temperatura tende a zero 
restando inalterate le altre condizioni, per esempio a volume costante o a pres- 
sione costante. Se invece la temperatura del gas tende a zero al diminuire inde- 
finitamente della sua densità, l'entropia può anche non annullarsi. 
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Infatti, per 7 > 0 l'entropia tenide a zero secondo la legge S- 7°. 
Dalla formula (16,9) si vede che in questo caso C, — C, — 7T?"!, 
cosicché (Co — Co)lCn — T"*1! (è da tener presente ‘che la compres- 
sibilità (dVIOP)y è in sengrale una grandezza finita, diversa da zero 
per 7T=0). 

Se è noto il calore specifico del corpo per tutta la gamma di varia- 
zione della temperatura, l’entropia può essere calcolata integrando, 
e il teorema di Nernst permette di determinare il valore della costan- 
te di integrazione. Cosi, la dipendenza dell'entropia dalla tempera- 
tura per un dato valore della pressione sarà determinata dalla formula 


T 
s={ar (23,5) 
SÒ = T i ei 
0 


La formula analoga per la funzione termica è 
T 


W=W,+ | C,dT, (23,6) 
0 


dove W, è il valore della funzione termica per 7 = 0. Per il potenziale 
termodinamico ® = W — TS si ha 


T T 
RG 
®=W,+ | CpdT —T\-P-dr. (23,7) 
0 0 


$ 24. Dipendenza delle grandezze termodinamiche 
dal numero di particelle 


Come l'energia e l'entropia, le grandezze termodinamiche F, ®, 
W sono parimenti additive (cosa che deriva immediatamente dalla 
loro definizione, in quanto. la pressione e la temperatura sono co- 
stanti per tutto il corpo in equilibrio). La proprietà di additività 
permette di trarre alcune conclusioni relative al carattere della di- 
pendenza di tutte queste grandezze dal numero di particelle del 
corpo. Considereremo qui corpi composti di particelle identiche 
(molecole); tutti i risultati possono essere generalizzati immediata- 
mente ai corpi composti di particelle diverse (miscele) (vedi $ 85). 

L'’additività di una grandezza significa che, variando un deter- 
minato numero. di volte la quantità di materia (e quindi anche il 
numero N di particelle), questa grandezza varia dello stesso numero 
di volte. In altre parole, si può dire che una grandezza termodinami- 
ca additiva deve essere una funzione omogenea del primo ordine 
rispetto alle variabili additive. 

Esprimiamo l’energia in funzione dell’entropia e del volume, 
nonché del numero di particelle. Poiché S e V sono anche additive, 
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questa funzione deve avere la forma 
S V 
E=Nf (+, 7): (24,4) 


che è la forma pi generale di una funzione omogenea del primo 
ordine di N, S e V. L'energia libera F è la funzione di N, 7 e V. 
Poiché la temperatura è costante lungo il corpo e il volume è addi- 
tivo, per lo stesso motivo possiamo scrivere 


F=Nf(G.T). (24,2) 


Analogamente, otteniamo per la funzione termica W espressa 
in funzione di N, S e della pressione P | 


W=Nf(.P). (24,3) 


Infine, per il potenziale termodinamico come funzione di N, P, 
T abbiamo 


® = Nf (P, T). (24,4) 


Nell’esposizione precedente abbiamo trattato di fatto il numero 
di particelle come parametro avente per ogni corpo un valore asse- 
gnato costante. Considereremo ora in modo del tutto formale N come 
un’altra variabile indipendente. Allora si devono aggiungere alle 
espressioni per i differenziali dei potenziali termodinamici termini 
proporzionali a dN. Per esempio, occorre scrivere per il differenziale 
totale dell'energia 


dE = TdS — PdV + pdaN, (24,5) 
dove up è la derivata parziale 
E 
Lada (ale v° (24,0) 


La grandezza p si chiama potenziale chimico del corpo. Analogamen- 
te abbiamo ora 


dW = TdS + VdP + pdN, (24,7) 
dF = — SdT — PaV + udN, (24,8) 
d® = — SdT + VdP + udN (24,9) 
con lo stesso p. Da queste formule segue che 
dW __{ 98F __[ 090 
sai (#)s, P_ (+ Li ,=( ON le 7° (24,10) 


cioè il potenziale chimico si può ottenere derivando ciascuna delle 
grandezze E, W, F, ® rispetto al numero di particelle, e in questo 
caso esso sarà espresso mediante le diverse variabili. 
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Derivando © scritta nella forma (24,4), troviamo, che p= 
= 0D/0N = f (P, T), ossia 


® = Ny. (24,44) 


Quindi, il potenziale chimico del corpo i(composto di particelle 
identiche) è il potenziale termodinamico del corpo riferito a una 
molecola. Espresso in funzione di P e 7, il potenziale chimico non 
dipende da N. Possiamo pertanto scrivere la seguente espressione 
per il differenziale del potenziale chimico: 


dp = —sdT + vdP, (24,12) 


dove s e v sono l'entropia e il volume riferiti a una molecola. 

Se si considera (come finora abbiamo fatto) una determinata 
quantità di materia, il numero di particelle in essa è una grandezza 
assegnata costante e il suo volume, una grandezza variabile. Separia- 
mo all’interno del corpo un determinato volume e consideriamo la 
materia contenuta in questo volume; in questo caso, il numero di 
particelle N sarà la grandezza variabile e il volume YV sarà costan- 
te. L’uguaglianza (24,8) diventerà allora 

dF = —SdT + u dN. 


T e N sono qui le variabili indipendenti; introduciamo un poten- 
ziale termodinamico per il quale la seconda variabile indipendente 
sia non N, ma p. A questo scopo sostituiamo pu dN = d (pi) — 
— N du ed otteniamo 


d(F— uN) = —SdT — Ndp. 
Ma uN = ®©, a 7F — D= —PYV. Quindi, il nuovo potenziale 
termodinamico (indichiamolo con ) è 
Q = —PV, (24,13) 
dove 
‘dQ = —SdT — Nd. (24,14) 


Il numero di particelle si ottiene derivando £ rispetto al potenziale 
chimico a temperatura e volume costanti 
00 OP 
sr “tale aloe i 
Cosî come per l’uguaglianza delle piccole variazioni di E, W, 
F e ® (essendo costanti le coppie corrispondenti di grandezze), si 
può facilmente dimostrare che la variazione ($£)ruvy a 7, p V 
costanti gode della stessa proprietà. In altre parole, 


($E)s. v, n= (05)r. v.wn=(6D)r p, w=(0W)s, p,w= 
uni (00) 7, Vip (24,16) 
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Queste uguaglianze esplicitano e completano il teorema delle picco- 
le correzioni (15,12). 

Infine, analogamente a quanto fatto nei $$ 15 e 20 per l’energia 
libera e il potenziale termodinamico, si può mostrare che il lavoro 
in un processo reversibile a 7, V, u costanti è pari alla variazione 
del potenziale £. Per quanto riguarda l’equilibrio termico, il poten- 
ziale ( è minimo rispetto a qualsiasi variazione dello stato a 7°, V, 
costanti. 


PROBLEMA 


Ottenere l’espressione del calore specifico C, in funzione delle variabili 
T,u, V. 

Soluzione. Trasformiamo la derivata C, = 7 (0S/@7)v, w in funzione 
delle variabili 7, V, pe scriviamo (ritenendo sempre V costante) 


stes) (8) (67) 
( ds ) __ 0(S, N)_ èd(T, n) =(5 )- du IT\ 0dT /u 


(00 In aT, N èdT,N \dr (I) 
d(T, p) da /T 
EIS 029 aN è NES 
Ma (Gr) vara (ar )yi svindi 
ON \2 
Co=T (2) DE (7). 
7 Vor /u N ° 


$ 25. Equilibrio di un corpo in un campo esterno 

Consideriamo un corpo che si trova in un campo esterno costante 
{nel tempo). Le diverse parti del corpo si trovano in diverse condi- 
zioni, e il corpo non è quindi omogeneo. Una delle condizioni perché 
il corpo sia in equilibrio è, come prima, la costanza della temperatu- 
ra lungo il corpo; quanto alla pressione, essa sarà in questo caso di- 
versa nei diversi punti del corpo. —. 

Per ricavare la seconda condizione di equilibrio, separiamo nel 
corpo due volumi a contatto e chiediamo che la loro entropia $S = 
= $, + $, sia massima, essendo invariato lo stato delle altre parti 
del corpo. Una delle condizioni necessarie di massimo è che la 
derivata 05/0N, sia nulla. Poiché il numero totale di particelle 
N, + N, delle due parti in esame è assunto costante, si ha 


0S _ dS, , 0Sg dNg _ dSi  dS% a 


ON, GN 6Ny 0Nj daN, dN, 
Ma dall’uguaglianza dE = T dS + pu dN scritta nella forma 
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si deduce che la derivata 05/0N (a E e V costanti) è uguale a — u/7. 
Quindi abbiamo px/7, = p,/7,. Ma all’equilibrio 7, = 7,, cosic- 
ché anche pu, = py. Possiamo quindi concludere che in stato di 
equilibrio in un campo esterno, oltre alla costanza della temperatura, 
deve essere verificata anche la condizione 


p = costante, (25,1) 


cioè che i potenziali chimici di tutte le parti del corpo devono essere 
uguali, essendo il potenziale chimico di ciascuna parte una funzione 
della sua temperatura e pressione, nonché dei parametri determinan- 
ti il campo esterno. Se il campo non è presente, dalla costanza di u 
e 7 deriva automaticamente anche la costanza della pressione. 

Nel campo di gravitazione l’energia potenziale u della molecola 
è una funzione solo delle coordinate x, y, z del suo centro di gravità 
(e non dipende dalla disposizione interna degli atomi della molecola). 
In questo caso la variazione delle grandezze termodinamiche del 
corpo significa che si aggiunge alla sua energia l’energia potenziale 
delle molecole nel campo. In particolare, il potenziale chimico (il 
potenziale termodinamico riferito a una molecola) assume la forma 
u = po + u (2, y, 2), dove uy (P, 7) è il potenziale chimico in assen- 
za di campo. (Quindi, la condizione di equilibrio in un campo di 
gravitazione si può scrivere come segue: 


bo (P, 7) + u(x, y, 2) = costante. (25,2) 


In particolare, in un campo gravitazionale omogeneo si ha u = 
= mgz (m è la massa della molecola, g l’accelerazione della forza 
della gravità, z la coordinata verticale). Derivando l’uguaglian- 
za (25,2) rispetto alla coordinata z, essendo costante la temperatura, 
otteniamo 


vdP= — mg dz, 


dove v = (0u/0P)r è il volume specifico. Per le piccole variazioni 
della pressione si può assumere v costante. Introducendo la densità 
p.= m/v e integrando, otteniamo 


P = costante — p gz. 


cioè la formula usuale della pressione idrostatica in un liquido 
incomprimibile. 


$ 26. Corpi in rotazione 


Come abbiamo visto al $ 10, in stato di equilibrio termico sono 
possibili soltanto moti traslatori e rotatori uniformi. ll moto tra- 
slatorio uniforme non richiede uno studio particolare, poiché, secon- 
do il principio di relatività di Galileo, non ha alcuna influenza sulle 
proprietà meccaniche e quindi su quelle termodinamiche del corpo, 
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e la variazione delle grandezze termodinamiche del corpo significa 
soltanto che all’energia si aggiunge la sua energia cinetica. 

Consideriamo un corpo rotante uniformemente attorno a un 
asse fisso con velocità angolare £. Siano £ (p, g) l'energia del corpo 
in un sistema di coordinate fisso e E° (p, g) l'energia nel sistema di 
coordinate rotante insieme al corpo. Come è noto dalla meccanica, 
queste grandezze sono legate dalla relazione 


E° (p, g) = E (p, )) — £M (p, d)» (26,4) 


dove M (p, q) è il momento angolare del corpo !). 
Quindi, l’energia ZE’ (p, q) dipende dalla velocità angolare £ 
come da un parametro, e si ha 
0E' (p, 
25 09 _ _M(p, 9). 
Facendo la media su questa uguaglianza secondo la distribuzione 
statistica e applicando la (11,3), otteniamo 
d0E' | 
3 M (26,2) 
dove £' = E°’ (p,g))M =M 9) sono i valori medi (termodina- 
mici) dell'energia e del momento. angolare. 
In base a questa relazione possiamo scrivere il differenziale 
dell’energia di un corpo rotante, ad un volume assegnato, nella 
forma 


dE' = TdS — M da. (26,3) 


Per l’energia libera F' = £' — TS (nel sistema di coordinate rotante) 
si avrà allora 


dF' = —S dT — MAL. (26,4) 
Facendo la media sull’uguaglianza (26,1), otteniamo 
E' = E — MQ (26,5) 


Differenziando questa uguaglianza e sostituendovi la (26,3), ottenia- 
mo il differenziale dell'energia in un sistema di coordinate fisso 


dE = TdS +  dM. (26,6) 
Per l’energia libera F = E — TS avremo 
dF = —S dT + £ dM. (26,7) 


1) Vedi I, $ 39. Anche se la deduzione della formula (39,13) è basata sulla 
meccanica classica, le stesse relazioni sono valide nel caso quantistico per gli 
operatori delle grandezze corrispondenti. Pertanto, tutte le relazioni termodina- 
miche che andremo ricavando non dipendono dal tipo della meccanica che 
deserive il moto delle particelle del corpo. 
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° 


Quindi, la variabile indipendente in queste relazioni è il momento 
angolare e non la velocità angolare e, inoltre, si ha 


E dF 
a (Fa)= (Fa )re 0.9) 
Come è noto dalla meccanica, una rotazione uniforme è equiva- 
iente, in un certo senso, alla comparsa di due campi di forze: campo 
delle forze centrifughe e campo delle forze di Coriolis. Le forze 
centrifughe sono proporzionali alle dimensioni del corpo (contengono 
la distanza dall’asse di rotazione); le forze di Coriolis non dipendo- 
no invece dalle dimensioni del corpo. Pertanto l'influenza di queste 
ultime sulle proprietà termodinamiche di un corpo macroscopico 
in rotazione è trascurabile rispetto all’influenza delle forze centri- 
fughe e, quindi, le forze di Coriolis si possono completamente tra- 
scurare !). Ciò premesso, la condizione di equilibrio termico di un 
corpo rotante si ricava semplicemente sostituendo nella (25,2) al 
posto di u (x, y, 2) l’energia centrifuga delle particelle 


po (P, T)— ST = costante, (26,9) 
dove | è il potentziale chimico del corpo in quiete, m la massa della 
molecola, r la distanza dall'asse di rotazione. 

Per lo stesso motivo si può scrivere l'energia totale di ‘n corpo 
rotante come la somma della sua energia interna (che indichiamo qui 
con Ejnt ) e dell’energia cinetica di rotazione 


E=Em+-&P, (26,40) 


dove I è il momento d’inerzia del corpo rispetto all'asse di rotazio- 
ne. È da tener presente che la rotazione cambia, in generale, la 
distribuzione delle masse nel corpo e, quindi, il momento d'inerzia 
e l'energia interna del corpo dipendono, di per se stessi, da © (o da M). 
Queste grandezze si possono considerare costanti, indipendenti da £, 
soltanto per una rotazione sufficientemente lenta. 

Consideriamo un solido isolato rotante uniformemente e tale 
che in esso le masse siano ripartite secondo una distribuzione asse- 
gnata. Poiché l'entropia del solido è una funzione della sua energia 
interna, in questo caso: si ha 

M3 \ 
S=S(E-37). 
Poiché il solido è isolato, la sua energia interna e il momento di 
rotazione si conservano, e l’entropia deve essere massima «possibile 


1) Si può mostrare che in statistica classica le forze di Coriolis non incidono 
in generale sulle proprietà statistiche del corpo; vedi $ 34. 
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per M e E dati. Possiamo quindi concludere che la rotazione unifor- 
me del solido avviene attorno all’asse rispetto al quale il momento 
d’inerzia ha un massimo possibile. Con questo si sottintende auto- 
maticamente che l’asse di rotazone è in ogni caso l’asse d’inerzia del 
solido. Questo fatto è però evidente a priori: se un corpo ruota attor- 
no a un asse che non è asse d’inerzia, allora, come è noto dalla mec- 
canica, l’asse di rotazione stesso comincia a spostarsi (precessione) 
nello spazio, vale a dire che la rotazione sarà non uniforme e quindi 
non di equilibrio. 


$ 27. Relazioni termodinamiche relativistiche 


La meccanica relativistica implica alcune modifiche nelle relazio- 
ni termodinamiche ordinarie. Considereremo qui le modifiche che 
presentano interesse maggiore. 

Se il movimento microscopico delle particelle componenti il 
corpo diventa relativistico, le relazioni termodinamiche generali 
non cambiano, ma compare una disuguaglianza importante tra la 
pressione e l’energia del corpo 


P<37, (27.1) 


dove E è l’energia del corpo che include l’energia di riposo delle 
particelle componenti 1). | 

Molto interesse presentano le modifiche imposte dalla teoria 
della relatività generale alle condizioni di equilibrio termico quan- 
do si tiene conto del campo gravitazionale creato dal corpo stesso. 
Consideriamo un corpo macroscopico immobile; il suo campo gravi- 
tazionale è ovviamente costante. In un campo gravitazionale co- 
stante bisogna distinguere l’energia conservata E, di una piccola 
parte del corpo dall’energia £ misurata da un osservatore che si 
trova in un dato punto; queste due energie sono legate dalla rela- 
zione 


Eo= EV 80%, 


dove #0 è la componente temporale del tensore metrico (vedi II, 
$ 88; la formula (88,9) con v= 0 e me? = E). Ma dal significato 
stesso della dimostrazione della costanza della temperatura ($ 9) 
lungo il corpo in equilibrio è evidente che deve essere costante la 
grandezza che si ottiene derivando l'entropia rispetto all’energia 
conservata E,. Quanto alla temperatura 7, misurata dall'osservatore 


che si trova in un dato punto dello spazio, essa si ottiene derivando 


_ 3) Vedi II, $ 35. Tuttavia ricordiamo che non esiste ancora una dimostra- 
zione generale di questa disuguaglianza che sia adatta a tutti i tipi di intera- 
zione tra le particelle esistenti in natura (non elettromagnetici). 
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l'entropia rispetto all’energia E e, di conseguenza, sarà diversa nei 
diversi punti del corpo. 

Per ricavare la relazione quantitativa, osserviamo che l’entropia, 
per la definizione stessa, dipende unicamente dallo stato interno 
del corpo e quindi non varia al comparire di un campo gravitaziona- 
le (in quanto questo campo non influisce sulle proprietà interne 
del corpo, condizione che di fatto è sempre verificata). Pertanto la 
derivata dell'energia conservata £, rispetto all’entropia sarà uguale 


a TV g00 ©, di conseguenza, una delle condizioni di equilibrio termico 
richiede che lungo il corpo sia costante la grandezza 


TV &00= costante. (27,2) 


Analogamente cambia di forma la seconda condizione di équi- 
librio, ossia la costanza del potenziale chimico. Il potenziale chimi- 
co è determinato, come la derivata dell’energia rispetto al numero 
di particelle. Poiché il numero di particelle non cambia, ovviamen- 
te, per la presenza del campo gravitazionale, otteniamo per il poten- 
ziale chimico misurato in ogni punto assegnato la stessa relazione 
che per la temperatura 


RV E0= costante. (27,3) 


Osserviamo che le relazioni (27,2-3) si possono scrivere nella 
forma 


0 0 
T = costante. n ; u= costante n : (27,4) 


che permette di considerare il corpo non soltanto nel sistema di 
riferimento in cui è immobile, ma anche in riferimenti in cui si muove 
(ruota in blocco). In questo caso; la derivata dr°/ds si calcola sulla 
linea dell’Universo descritta dal dato punto del corpo. 

In un campo gravitazionale debole (newtoniano), si ha goo = 
= 14 2 g/c2, dove q è il potenziale gravitazionale (vedi II, $ 87). 
Sostituendo questa espressione nella (27,2) ed estraendo la radice, 
otteniamo con la stessa approssimazione 


T = costante. (1 — È) (27,5) 


Tenendo presente che pg <0, troviamo che nell’equilibrio la tempe- 
ratura del corpo è maggiore nei punti in cui | g | è maggiore, cioè 
all'interno del corpo. Passando al limite nella meccanica non rela- 
tivistica (c ++ co), la (27,5) diventa, come c’era da aspettarsi, 7 = 
= costante. 

Analogamente si può trasformare la condizione (27,3), tenendo 
presente che il potenziale chimico relativistico, nel passaggio al 
limite nella meccanica classica, si trasforma immediatamente non 
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nell'espressione usuale (non relativistica) del potenziale chimico 
in assenza di campo, che indichiamo qui con po, ma in po + me?, 
dove mc? è l'energia di riposo di una singola particella del corpo. 
Pertanto abbiamo 


PV g0 (Lo+ me) (14-57) = po + me? + mq 


cosicché la condizione (27 3) diventa 
ho + mg = costante, 


che coincide, come doveva essere, con la (25,2). 

Diamo infine una relazione utile che è la conseguenza diretta delle 
condizioni (27,2) e (27,3). Dividendo l’una per l’altra, troviamo che 
u/T = costante da cui ricaviamo dp/u = d7/T. D'altra parte, 
secondo la (24,12), a volume costante (uguale a 1) si ha i 


dP = S dT + N dp, 


con S, N entropia e numero delle particelle per unità di volume del 
corpo. Introducendo la relazione d7 = (7/u) du e ricordando che 
uN + ST =D + ST =e+ P(eò l'energia per unità di volume) 
si ottiene la relazione cercata !) 


dP 
dei, (27,6) 


1) Nel caso non relativistico questa relazione si trasforma in un'identità 
banale: ponendo up  mc3, e = pc3> P (p vuol dire densità), otteniamo du = 
= vdP (v= milo, cioé il volume riferito a una particella), come doveva essere 
per 7 = costante, 
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$ 28. Distribuzione di Gibbs 


Passiamo ora al problema posto nel primo capitolo della ricerca 
della funzione di distribuzione per un corpo macroscopico conside- 
rato come piccola parte (sottosistema ) di un grande sistema isolato. 
Il metodo più conveniente e più generale di risoluzione di questo 
problema consiste nell’applicare la distribuzione microcanonica 
a tutto il sistema. 

Separiamo nel sistema isolato il corpo che ci interessa e conside- 
riamo il sistema come composto di due parti: il corpo in esame e la 
regione restante, che chiameremo «ambiente» rispetto al corpo. 

La distribuzione microcanonica (6,6) assume la forma 


dw= costante-$ (E+ £' — E) dI dl, (28,1) 


dove E, dl e E", dI" si riferiscono, rispettivamente, al corpo e all’am- 
biente, e E°‘ è l'energia assegnata del sistema isolato; a questo 
valore deve essere uguale la somma £ + £° delle energie del corpo 
e dell'ambiente. 

Ci siamo proposti di trovare la probabilità w, di uno stato di tut- 
to il sistema tale per cui il corpo in esame si trovi in un determinato 
stato quantistico (con l'energia E,), cioè in uno stato descritto in 
modo microscopico. În questo caso, trascuriamo lo stato microsco- 
pico dell'ambiente, supponiamo cioè che questo si trovi in uno 
stato descritto macroscopicamente. Sia AI” il peso statistico dello 
stato macroscopico dell'ambiente; indichiamo anche con AE 
l'intervallo dei valori dell'energia dell'ambiente, corrispondente 
all'intervallo AT” degli stati quantistici, nel senso dato al $ 7. 

La probabilità richiesta w, si ottiene sostituendo nella (28,1) 
dI' con l’unità, ponendo E = £, e integrando in dl” 


W, = costante - î O(En+E — E) dI". 


Sia I’ (E') il numero totale di stati quantistici dell'ambiente, la 
cui energia è minore o uguale a £°. Poiché l’espressione integranda 


7—264| 
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dipende solo da £’, si può passare all’integrazione in d£” scrivendo 


. d'(E°) 
dl =— 7 dE'. 
Alla derivata Si sostituiamo (cfr. $ 7) ilrapporto 
dr’ SE) 
dE'— NE 


dove S'’ (E°) è l'entropia dell’ambiente in funzione della sua energia 
(è ovvio che anche A£” è una funzione di £'). Quindi, 


&' 
1, = Costante - Î 7 8 (E'+E,— E) dE'. 


Data la presenza della funzione 8, l'integrazione si riduce alla 
‘sostituzione di E’ con £‘% — E, e si ottiene 


eS' 
Wn = costante - (1 ) : 
n AE' E'-=E°0) -En 


(28,2) 

È da tener presente che, essendo il corpo piccolo, la sua energia 
E, è piccola rispetto a E‘®. La grandezza AZ’ varia relativamente 
molto poco per una variazione trascurabile di £'; pertanto si può 
semplicemente porre in essa E° = £° dopo di che essa diventa una 
costante indipendente da F,. Nel fattore esponenziale eS’ occorre 
sviluppare $’ (E: — E,) in serie di potenze di £, conservando 
anche il termine lineare | 


dS' (E) 


170) DE (0)) 


> 


Ma la derivata dell’entropia $S'’ rispetto all'energia è proprio 41/7, 
dove 7 è la temperatura del sistema (le temperature del corpo 
e dell'ambiente sono le stesse, poiché il sistema è supposto in equili- 
brio). 


Quindi, otteniamo infine per w, la seguente espressione: 
3 En = 
w=Aexp(—-F), (28,3) 


dove A è una costante di normalizzazione indipendente da E,. 
Questa è una delle formule più importanti della statistica; essa dà 
la distribuzione statistica di ogni corpo macroscopico che è una 
parte relativamente piccola di un grande sistema isolato. La distribu- 
zione (28,3) si chiama distribuzione di Gibbs o distribuzione canoni- 
ca; è stata scoperta da J. W. Gibbs nel 1901 per la statistica classica. 
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La costante di normalizzazione A è determinata dalla condizio- 
ne Zw, = 1, da cui 


+= N e-soltr. (28,4) 


La media di una qualunque grandezza fisica f che caratterizza un 
dato corpo si può calcolare mediante la distribuzione di Gibbs secon- 
do la formula 

DI fone EnlT 


Î= DI Wnfnn = Sr. (28,5) 


In statistica classica, l’espressione che corrisponde esattamente 
alla (28,3) si ottiene per la funzione di distribuzione nello spazio 
delle fasi. 


p(p, g) = Ae-E0. DT, (28,6) 


dove E (p, g) è l’energia del corpo in funzione delle sue coordinate 
degli impulsi 1). La costante di normalizzazione A è determinata 
dalla condizione 


| pdp dg= A ( e-E@. 0IT dpdg=1. (28,7) 


Nella pratica si ha spesso a che fare con casi in cui non tutto il 
moto microscopico delle particelle è quasi-classico, ma soltanto 
quello corrispondente: a una parte dei gradi di libertà, 
mentre rispetto agli altri gradi di libertà il moto è quan- 
tistico (per esempio, il moto traslatorio delle molecole, quando 
il movimento intramolecolare degli atomi ha un carattere quanti- 
stico, è quasi-classico). In questo caso i livelli di energia del corpo 
si possono scrivere sotto forma di funzioni delle coordinate e degli 
impulsi quasi-classici E, = É, (P, 9), dove n è l'insieme dei numeri 
quantici che determinano la «parte quantistica» del movimento, 
per cui p e gfungono da parametri. Allora la formula di distribuzio- 
ne di Gibbs si scrive come segue: 


dwn (p, g)= AevEn@®. IT dp dda, __ (28,8) 


dove dpci dqe è il prodotto dei differenziali delle coordinate e degli 
impulsi « quasi-classici ». 

Infine, occorre fare la seguente osservazione concernente le 
questioni alla cui soluzione si può applicare la distribuzione di 


1) A scanso dî equivoci, ricordiamo ancora una volta che w, (0 p) sono fun- 
zioni monotone dell'energia e non devono necessariamente assumere un mas- 


simo per £-= E. Un massimo acuto per E = È l’ha la funzione di distribuzione 
dell'energia che si ottiene moltiplicando w, per dI (E)/dE. 


7* 
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Gibbs. Noi abbiamo parlato finora di quest’ultima come della di- 
stribuzione statistica per il sottosistema, quale essa è in realtà. Ma 
è molto importante che la stessa distribuzione si può applicare con 
successo anche per determinare le proprietà statistiche fondamentali 
dei corpi isolati. Infatti, le proprietà del corpo, come ad esempio i 
valori delle sue grandezze termodinamiche o le distribuzioni delle 
probabilità per le coordinate e le velocità delle sue singole parti, 
non dipendono evidentemente dal fatto che il corpo è considerato 
come isolato o come localizzato in un termostato immaginario ($ 7). 
Tuttavia, nell'ultimo caso il corpo diventa un «sottosistema » e la 
distribuzione di Gibbs è applicabile nel senso rigoroso. Quando si 
applica la distribuzione di Gibbs, la differenza fra un corpo isolato 
e quello non isolato si manifesta di fatto studiando il problema, 
poco importante, delle fluttuazioni dell’energia totale del corpo. 
La distribuzione di Gibbs dà per la fluttuazione media di questa 
grandezza un valore diverso da zero; per un corpo immerso in un 
ambiente esterno tutto ciò ha un significato reale, ma per un corpo 
isolato è completamente fittizio, poiché l'energia di un tale corpo 
è costante, per definizione, e non fluttua. 

La possibilità di applicare (nel senso indicato) la distribuzione 
di Gibbs ai corpi isolati è evidente anche dal fatto che questa distri- 
buzione differisce molto poco dalla distribuzione microcanonica 
(e al tempo stesso è più comoda per i calcoli). Infatti, la distribuzio- 
ne microcanonica è equivalente grosso modo all'affermazione che 
tutti gli stati microscopici del corpo corrispondenti a un valore 
assegnato della sua energia sono equiprobabili. Per quanto riguarda 
la distribuzione canonica, essa «si estende» in un intervallo di 
valori dell'energia, la cui larghezza (dell’ordine di grandezza della 
fluttuazione media dell’energia) è però trascurabile per un corpo 
macroscopico, 


$ 29. Distribuzione di Mazuell 


Nella formula che dà la distribuzione di Gibbs in statistica 
classica, l'energia £ (p, g) si può sempre rappresentare come la som- 
ma di due termini: energia cinetica ed energia potenziale. La prima 
è una funzione quadratica degli impulsi degli atomi !), e la seconda, 
una funzione delle loro coordinate; la forma dell’ultima funzione non 
dipende dalla legge di interazione tra le particelle all’interno del 
corpo (e dal campo esterno qualora esista). Indicando le energie 
cinetica e potenziale rispettivamente con X CP) e U (g), si avrà 
E (p, gà = K(p)+ U (q), e la probabilità dv = p (p, 9) X dp dg 


1) Si sottintende che si opera in coordinate cartesiane. 
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assumerà la forma 


U (9) __K(p) 
dw= Aexp (-F°-3°) dp da, 
cioè risulta il prodotto di due fattori, di cui uno dipende solo dalle 
coordinate e l’altro solo dagli impulsi. Questo significa che le pro- 
babilità per gli impulsi e per le coordinate sono indipendenti le une 
dalle altre nel senso che determinati valori degli impulsi non incidono 
sulle probabilità dei valori delle coordinate e viceversa. Si può quin- 
di scrivere la probabilità dei diversi valori degli impulsi nella 
forma : 


du,= ae-EK0)/T dp, (29,4) 
e la distribuzione della probabilità delle coordinate 
dwy= be-U(9/T dg. (29,2). 


Poiché la somma delle probabilità di tutti i valori possibili 
degli impulsi (e delle coordinate) deve essere uguale all'unità, 
ciascuna delle probabilità dw, e dw; deve essere normalizzata, cioè 
i loro integrali su tutti i valori degli impulsi o delle coordinate 
possibili per un dato corpo devono essere uguali all’unità. Da queste 
dI sì possono determinare le costanti a e d nelle (29,1) 
e (29,2). 

Passiamo ora allo studio della distribuzione delle probabilità 
degli impulsi, sottolineando ancora una volta il fatto molto impor- 
tante che in statistica classica una tale distribuzione non dipende 
assolutamente dal tipo di interazione fra le particelle all’interno del 
sistema o dal tipo di campo esterno, il che permette di esprimere la 
distribuzione in forma adatta ad ogni corpo '). 

L'energia cinetica di tutto il corpo è pari alla somma delle ener- 
gie cinetiche di ciascuno degli atomi del corpo, e la probabilità. 
risulta il prodotto di fattori, ciascuno dei quali dipende dagli impul- 
si di un solo atomo. Questo significa ancora che le probabilità 
degli impulsi dei diversi atomi non dipendono le une dalle altre, 
cioè l'impulso di uno degli atomi non influisce sulle probabilità 
degli impulsi degli altri atomi. Pertanto si può scrivere la distribu- 
zione delle probabilità per gli impulsi di ciascun atomo preso sepa- 
ratamente. 

Per un atomo di massa m l’energia cinetica è uguale a (pì + 
+ py + Pz)/2m, dove px, Py, P: Sono le componenti cartesiane del 
suo impulso, e la distribuzione delle probabilità ha la forma 


sli ese dina 
dwp= ae 2mT PxtPytpz dp, dp, dp,. 


1) In statistica quantistica questa affermazione non è in generale valida. 
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La costante a è determinata dalla condizione di normalizzazione. 
L'integrazione in dp,, dp,, dp, si esegue separatamente mediante 


la nota formula 
“+00 
Î e-222 dr = ] / =. 


Come risultato abbiamo a = (2nm7)-*? ed infine otteniamo la di- 
stribuzione delle probabilità per gli impulsi nella forma 


1 Pa+Pj+-P? 
dWp — (nm)? exp ( “de ) dDx dpy dp,. (29,3) 


Passando dagli impulsi alle velocità (p = mv), si può scrivere una 
distribuzione analoga per le velocità 


dur= (3%) ex pet a, duydv,. (29,4) 


Questa è la cosiddetta distribuzione di Mazwell (1860). Osserviamo 
che essa rappresenta ancora il prodotto di tre fattori indipendenti 


doy,=]/ Frpe-MART ds, ..., (29,5) 


ciascuno dei quali determina la distribuzione delle probabilità 
per una sola componente della velocità. 

Se il corpo è composto di molecole (per esempio, un gas poliato- 
mico), per ciascuno degli atomi vi è, oltre alla distribuzione di 
Maxwell, una distribuzione analoga per il movimento traslatorio 
delle molecole come sistemi interi. Infatti, l’energia cinetica della 
molecola si presenta sotto forma di somma, uno degli addendi 
corrisponde all’enrgia del movimento traslatorio, e la distribuzione 
richiesta avrà la forma (29,4), dove con m bisogna intendere la mas- 
sa totale della molecola, e con v,, v,, v, le componenti della velocità 
del suo centro di massa. Sottolineiamo che la distribuzione di 
Maxwell per il movimento traslatorio delle molecole sussiste, qualun- 
que sia il carattere del movimento intramolecolare degli atomi 
(e della rotazione della molecola), anche nel caso in cui questo 
ultimo deve essere descritto in modo quantistico 1). 

L’ espressione (29,4) è espressa in coordinate carfesiane nello 
«spazio delle velocità ». Passando dalle coordinate cartesiane a quelle 
sferiche, si ottiene 


dwy= (57) e-mot2T 02 sen 0-d0 dp do, (29,6) 


1) La distribuzione di Maxwell è è valida, evidentemente, per il cosiddetto 
moto browniano delle particelle in sospensione liquida. 
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dove v è il modulo della velocità, 0 e g sono gli angoli polare e azi- 
mutale che determinano la direzione della velocità. Integrando ri- 
spetto agli angoli, otteniamo la distribuzione della probabilità per 
il valore assoluto della velocità 
m \3/2 i 
du,=4n (37) e-moRTv do, (29,7) 
Talvolta è più conveniente usare le coordinate cilindriche nello 
spazio delle velocità. In questo caso si ha 


3/2 è 1 p2 
duwy = (37) expf Si nere] vr dv, dv, dp, (29,8) 


dove v, è la componente della velocità lungo l’asse z, v, la compo- 
nente della velocità perpendicolare all’asse z, g l’angolo che deter- 
mina la direzione di quest’ultima. © E 

Calcoliamo la media dell’energia cinetica dell'atomo. Per defi- 
nizione dei valori medi e utilizzando la (29,5), troviamo per ogni 
componente cartesiana della velocità 1) 


—__+00 


= m moi T 
d- VE fvte-minran,=L. (29,9) 
— 00 ò 
1) A titolo di informazione diamo il valore di integrali della forma 
00 
In= { ex dr 
0 


che si incontrano spesso nelle applicazioni della distribuzione di Maxwell. 
Ponendo axr3 = y, sì ottiene 


rbi o ne rtl 
ig a È fevy® dy=- 0 d r(), 


dove T (2) è la funzione gamma. In particolare, se n = 2r,r > 0, si ha 


(Qr—1)!l Il 
Isrr=ri — ‘qerti ? 


dove (2r — 41)II = 1.3-5...(2r— 4). Ser= 0, si ha 


1 n 
h=3V <a: 


Se invece n = 2r + 1, allora 
rl 
Tara = - 


Lo stesso integrale nell'intervallo da — co a 4-00 è uguale nell'ultimo caso a zero 
e nei due primi casi al doppio dell'integrale esteso all’intervallo da 0 a 00. 
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Pertanto la media dell'energia cinetica dell’atomo è 37/2. Si può 
quindi dire che l'energia cinetica media di tutte le particelle del 
corpo in statistica classica è sempre uguale a 3N7/2, dove N è il 
numero totale degli atomi. 


PROBLEMI 


41. Determinare la media dell’n-esima potenza del modulo della velo- 
cità. 
Soluzione. Usando la (29,7), troviamo 


(un) = 4a (3) 3/2 | e M902/2T ,n+2 asi a r (2). 


In particolare, se n è pari (n = 2r), si ha 
T \r 
wm= (—) (2r+4) I 


Se invece n = 2r + 1, allora 
2r+1 


asta (2)? +0 


2. Trovare il quadrato medio della fluttuazione della velocità. 
Soluzione. Utilizzando il risultato del problema 1 per n=1 e 
n= 2, troviamo 


3 ((Av)3)=v? aut (3-4). 


3. Determinare l'energia media, il quadrato medio dell’energia e il qua- 
drato medio della fluttuazione dell’energia cinetica di un atomo. 
Soluzione. Utilizzando i risultati del problema 1, troviamo 


- _m_- IT — 15 | 3 
e=--0 vl e=—T?, ((Ae)2)}=-—> 7°. 


4. Trovare la distribuzione delle probabilità per l'energia cinetica di un 
atomo. 
Soluzione. 


5. Trovare la distribuzione delle probabilità per le velocità angolari di 
rotazione delle molecole. 

Soluzione. Cosi come per il moto traslatorio, si può scrivere (in statistica 
classica) la distribuzione delle probabilità della rotazione per ciascuna molecola 
separatamente. L'energia cinetica di rotazione della molecola, considerata 
come un solido (il che è possibile poiché le oscillazioni intramolecolari degli 
atomi sono piccole), è 

_1 : 4 ini (Hi M} M3 
Erot 9 (7107 + 1205+ 2305) 9 Ti 2” Is Is ), 
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dove I, Is, Is sono i momenti d’inerzia principali, Q,, L,, Lg le proiezioni della 
velocità angolare sugli assi d'inerzia principali, e M, = /3Q, Ms = 139, 
Ms = 1393 le componenti del momento angolare di rotazione che fungono da 
impulsi generalizzati per le velocità Q,, Q,, Q3. La distribuzione normalizzata 
delle probabilità per le componenti del momento angolare è 


_3 gl pg (268,208 M3) 
dwyg= (207) ? (ZyIal3) © e 27 \H Ia 13/ dMydMgdM3, 
e per la velocità angolare 


3 1 i 2 2 2 
-— == -7 (1121412241393) 
dog = (201) ? (III)? e ST" "0 49, dQg dQg. 


6. Trovare i quadrati medi del valore assoluto della velocità angolare 
e del momento di rotazione della molecola. 
Soluzione. Con le distribuzioni ottenute abbiamo 


4 
(Q)=T (T+1-+7-),  M9)=T0:+ +15). 


$ 30. Distribuzione delle probabilità per un oscillatore 


Consideriamo un corpo i cui atomi compiono delle piccole oscilla- 
zioni attorno a determinate posizioni di equilibrio. Si può trattare 
delle oscillazioni degli atomi di un cristallo o delle oscillazioni 
degli atomi nelle molecole di un gas (nell’ultimo caso il movi- 
mento della molecola, come insieme, non influisce sulle oscillazio- 
ni degli atomi e non incide sui risultati). 

Come è noto dalla meccanica, l’hamiltoniana (energia) di un 
sistema composto di un numero arbitrario di particelle che compiono 
piccole oscillazioni si può scrivere nella forma della somma 


E (p, 9)= d (pi +otg), 


dove g, sono le cosiddette coordinate normali delle oscillazioni 


(nei punti di equilibrio ga = 0), Pa = da Eli impulsi generalizzati 
corrispondenti, w, le frequenze delle oscillazioni. In altre parole, 
E (p, g) si separa in somma di termini indipendenti, ciascuno dei 
quali corrisponde a una sola oscillazione normale (0, come si dice, 
a un oscillatore). In meccanica quantistica si ha la stessa cosa per 
l'operatore di Hamilton, cosicché ogni oscillatore viene quantizzato 
indipendentemente e i livelli di energia del sistema sono rappre- 
sentati dalle somme 


di Noa (na+7) 
(04 


(rn, sono interi). 
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Quindi, la distribuzione di Gibbs per il sistema intero si separa 
in prodotti di fattori indipendenti, ciascuno dei quali determina la 
distribuzione statistica per un singolo oscillatore. Questa constata- 
zione ci permette, d’ora in poi, di considerare un solo oscillatore. 

Determiniamo la distribuzione delle probabilità per la coordina- 
ta gq dell’oscillatore *) (l’indice a che enumera l’oscillatore sarà 
omesso dappertutto nel seguito). In statistica classica questo pro- 
blema è risolto molto semplicemente: poiché l'energia potenziale 
dell’oscillatore è !/, ©?g°, la distribuzione delle probabilità è data 
dalla formula 


dwg = Ae-©*"/2T dg, 


oppure, determinando A dalla condizione di normalizzazione, 


0 _6-02922T | 
733° dg (30,1) 
(si può integrare da — co a +- co in dg poiché l'integrale è convergen- 
te rapidamente). 

Cerchiamo di risolvere il problema posto per il caso quantistico. 
Siano w, (g) le funzioni d’onda degli stati stazionari dell’oscillatore, 
corrispondenti ai livelli di energia 


ceto (044) 


Se l’oscillatore si trova nell’r-esimo stato, la distribuzione quan- 
tistica delle probabilità per la sua coordinata è determinata dal qua- 
drato wi (nel caso considerato le funzioni p, sono reali, e pertanto 
scriviamo semplicemente wi anziché il quadrato del modulo | *, |"). 
La distribuzione statistica richiesta delle probabilità si ottiene mol- 
tiplicando wi per la probabilità w,, determinado l’oscillatore nell’n- 
esimo stato, e sommando poi su tutti gli stati possibili. 

Secondo la distribuzione di Gibbs, w, ha la forma 


Wu = aeceniT 


con a costante. Quindi, si ottiene la formula 
dwg=adq Y} e-©niTyi, (30,2) 
n=0 
che è ovviamente, in pieno accordo con la formula generale (5,8). 


1) La coordinata normale gq ha la dimensione cmeg%. 
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Per calcolare la somma che vi figura, si può applicare il seguente 
procedimento. Introduciamo la notazione dw, = pydg e calcoliamo 
la derivata 

n 


si =2aY e-en/Typ, din 
n=0 
Introducendo l'operatore dell’impulso p = — ifd/dq e tenendo pre- 


sente che gli elementi matriciali dell’impulso dell’oscillatore sono 
diversi da zero solo per le transizioni con n-+-n + 1 (vedi III, 
$ 23), scriviamo 


i = / 
da = Wa Pn ae (Pn, nPn1 3 Pnti, nPn+1) = ca 
O 


STR (Ins, nPn1 — Inti, n'Pnt4) 


(abbiamo utilizzato, le relazioni 

Pn t,n= — i@gn-1,n0 Punti, n= i09nt1,n 
tra gli elementi di matrice dell'impulso e delle coordinate). Quindi, 
abbiamo 


I Lao { x Ana, nPr Pn" -en/T — 5 Anti, nPnPnts€7 eni? | 


n=0 


Cambiamo di prima somma l’indice di sommatoria (n-+> n + 1) 
e, tenendo conto delle relazioni 


Ù) En = En +0, gQntin = In. nti 94,0" 0, 
otteniamo 
dp 2aw s 
% ssp (SR) Ù In, nti PnPn41e Te 
era 


Analogamente troviamo l’uguaglianza 
00 
QPa = @ (1 na 2-50) Zi In. nti PnPny1e 78/7. 
n= 


Confrontando le due uguaglianze, otteniamo 


da cui 
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Determinando la costante dalla condizione di normalizzazione, 
otteniamo finalmente la seguente formula (F. Bloch, 1932): 


dwg = (5 th 5) se exp ( — q° - th) dq. (30,3) 


Quindi, anche nel caso quantistico le probabilità dei diversi valori 
della coordinata dell’oscillatore sono distribuite secondo una legge 
avente la forma exp (—ag°), ma con un coefficiente a diverso da 
quello della statistica classica. Nel caso limite Rw < 7, quando la 
quantizzazione non ha alcun'importanza, la (30,3) com’era da aspet- 
tare, diventa la (30.1). 

Nel caso limite inverso 70 > 7 la formula (30,3) diventa 


dwy= Ve e-920/h dg, 


cioè una distribuzione propriamente quantistica delle probabilità 
della coordinata nello stato normale dell’oscillatore !). Questo è in 
accordo con il fatto che per 7 « lio l’oscillatore è praticamente non 
eccitato. 

Per analogia con la (30,3), la distribuzione delle probabilità per 
l'impulso dell’oscillatore si può scrivere senza rifare i calcoli. Infatti, 
il problema della quantizzazione dell’oscillatore è completamente 
simmetrico rispetto alla coordinata e all'impulso e le funzioni 
d’onda dell’oscillatore nella rappresentazione p coincidono con le 
sue funzioni d'onda ordinarie delle coordinate (sostituendo q con 
p/) (vedi III, $ 23, problema 1). Pertanto la distribuzione cercata è 


_(1 ho \ 1/2 p° hw 


Nel caso limite classico (Kw « 7) essa si trasforma nella distribu- 


zione di Maxwell ordinaria 


dwp= (211)! e-P*/2T dp. (30,5) 


PROBLEMA 
Determinare la matrice densità di coordinata di un oscillatore armonico. 


Soluzione. La matrice densità di coordinata di un oscillatore, corrispondente 
all’equilibrio statistico è data dalla formula 


P(4, 9')=a DI e-99/Tbn (4°) a (9) 
n=0 


1) Questo è il quadrato del modulo della funzione d'onda dello stato normale 
dell’oscillatore. 
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(cfr. la nota alla pag. 32). Poniamo g= r+.s; g = r —s e_.calcoliamo la 
derivata (2p/8s),. Come in un calcolo analogo nel testo, otteniamo 


Pi _ ne a ie PI ba n+s l'bn+s (0) dn (9°) — dra) dns (4). 
n= 


Calcolando allo stesso modo la grandezza sp = (9 — 9’) p/2 e confrontando con 
la derivata ottenuta, abbiamo 


(3).= ii d- cth 


ho 
27? 
da cui 


n_ 39 L ah LL 
p (9, a')=A (1) exp ( $ h cth 27 . 


La funzione A (r) è determinata dalla condizione che pers= 0, cioèòog=g"/=r, 
gli « elementi diagonali » della matrice densità p (9g, g) coincidano con la (30,3). 
i ha finalmente 


felt _2(0+9) do 0-9) 3} 


$ 31. Energia libera nella distribuzione di Gibbs 


Secondo la formula (7,9) l'entropia di un corpo può essere calco- 
lata come il valore medio del logaritmo della sua funzione di distri- 
buzione: i 


S=_— (In w). 


Sostituendovi la distribuzione di Gibbs (28,3), otteniamo 


da cui In A = (E — TS)/T. Ma l’energia media £ è appunto quello 


che si intende con energia in termodinamica e, quindi, E — T$S = f 
e in A = Z/T, vale a dire che la costante normalizzante di distribu- 
zione è connessa all’energia libera del corpo. 

Quindi, la distribuzione di Gibbs si può scrivere nella forma 


Wn = exp ( on) (31,1) 


nella quale essa si applica più correntemente. Allo stesso modo otte- 
niamo nel caso classico mediante la (7.12) l’espressione 


p= (25h) exp [ze 9] E (31,2) 
La condizione di normalizzazione per la distribuzione (341,1) si 


“scrive 
| Di w,= eFIT dl e-EnlT 4 
n n 
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o, prendendo il logaritmo, 
F=-TlnYe-Fo, (31,3) 


Questa formula costituisce la base per le applicazioni termodinamiche 
della distribuzione di Gibbs. Essa permette di calcolare le funzioni 
termodinamiche di ogni corpo se è noto il suo spettro energetico. 

La somma che figura nella (31,3) sotto il segno di logaritmo si 
chiama di solito somma statistica. Essa rappresenta la traccia dell'ope- 


ratore exp (—-H/T), dove É è l'operatore di Hamilton del corpo in 
questione 1) 


Ze De-EnliT = Tr (e-HI7), (31,4) 


Questa forma di scrittura presenta un vantaggio, in quanto permette 
di utilizzare un qualsiasi sistema completo di funzioni d'onda per 
calcolare la traccia. 

Una formula analoga in statistica classica si ricava dalla condi- 
zione di normalizzazione per la distribuzione (31,2). Tuttavia, 
è necessario preventivamente tener conto del seguente fatto, che era 
inessenziale fino a che ci interessavamo della funzione di distri- 
buzione in quanto tale, senza legare il coefficiente di normalizzazione 
a una determinata caratteristica quantitativa del corpo: alla sua 
energia libera. Se, per esempio, scambiamo di posto due atomi ugua- 
li, dopo un tale scambio lo stato microscopico del corpo sarà rappre- 
sentato da un altro punto di fase che si ottiene dal punto originario, 
sostituendo le coordinate e gli impulsi di un atomo con le coordinate 
e gli impulsi dell’altro. D'altra parte, data l'identità degli atomi 
scambiati di posto, i due stati del corpo sono fisicamente identici. 
Quindi, a uno stesso stato fisico microscopico del corpo nello spazio 
delle fasi corrisponde tutto un insieme di punti. Ma, integrando la 
distribuzione (31,2), si deve, evidentemente, tener conto di ogni sta- 
to una sola volta ?). In altre parole, si deve integrare solo sulle 


1) In accordo con le regole generali, con exp (—H/7) si intende l’operatore 
le cui autofunzioni coincidono con quelle dell operatore #7, e gli autovalori 
sono exp (—En/7). 

2) Questo fatto diventa particolarmente evidente se si considera l'integrale 
Statistico classico come il limite della somma statistica quantistica. In questa 
ultima la sommatoria è estesa a tutti gli stati quantistici diversi e non sorge in 
generale nessun problema (ricordiamo che, in virtù del principio quantistico di 
simmetria delle funzioni d'onda, lo stato quantistico non cambia in generale 
con lo scambio di particelle identiche). 

Dal punto di vista puramente classico, è indispensabile comprendere cosî 
l'integrazione statistica, poiché, in caso contrario, la moltiplicatività del LT 
statistico sarebbe violata e con essa anche l’additività dell’entropia e delle 
altre grandezze termodinamiche. 
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regioni dello spazio delle fasi che corrispondono a degli stati fisica- 
mente diversi del corpo; indicheremo questo fatto con un apice al 
segno di integrale. 

Quindi, otteniamo la formula 


F=-Tln | " g=E®, IT dr; (31,5) 


qui e in tutti i casi analoghi indicheremo con dl l'elemento di volu- 
me dello spazio delle fasi diviso per (2%)? 


dI “TN l (31,6) 


Cosî, la somma statistica della formula quantistica (31,3) viene 
sostituita con l’integrale statistico. Come. è stato già detto al $ 29, 
l’energia classica £ (p, g) può sempre essere rappresentata sotto for- 
ma di somma dell’energia cinetica X (p) e dell'energia potenziale 
U (q). L’energia cinetica è una funzione quadratica degli impulsi 
e l’integrazione può essere eseguita in forma generale. Pertanto il 
problema del calcolo dell’integrale statistico si riduce in realtà al 
problema dell’integrazione della funzione exp [—U (g)/T] rispetto 
alle coordinate. Î un n eo 

Quando si calcola l'integrale statistico, è di solito più convenien- 
te allargare il dominio di integrazione introducendo un fattore di 
correzione corrispondente. Supponiamo, ad esempio, che si tratti 
di un gas composto di {N atomi identici. In questo caso si può integra- 
re rispetto alle coordinate di ciascun atomo indipendentemente, 
estendendo l'integrazione a tutto il volume occupato del gas; ma 
occorrerà dividere il risultato per il numero di permutazioni possibili 


di N atomi, cioè per N! . In altre parole, l’integrale | si può sosti- 
tuire con quello diviso per N! e esteso a tutto lo spazio delle fasi 


fede... dr (31,7) 


E comodo allargare allo stesso modo il dominio di integrazione 
per un gas composto di N molécole identiche: integriamo su tutto il 
volume rispetto alle coordinate delle molecole tutte intere (rispetto 
alle coordinate dei loro centri di massa) e all’interno di ciascuna 
molecola su ciascun «volume» rispetto alle coordinate molecolari 
interne degli atomi (cioè su un piccolo dominio in cui possono trovar- 
si, con una probabilità ancora apprezzabile, gli atomi che compon- 
gono si molecola); dopo di che l'integrale deve essere diviso ancora 
per N | 
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PROBLEMI 


1. L'energia potenziale di interazione tra le particelle di un corpo è una 
funzione omogenea di ordine n delle coordinate delle particelle stesse. Partendo 
da considerazioni di similitudine, determinare la forma che deve avere l’energia 
libera di un tale corpo in statistica classica. | 

Soluzione. Nell'integrale statistico 


_Kp)+U) 
Z= | e di dl 


sostituiamo tutte le g con Ag e tutti i p con XNAp (dove À è una costante arbi- 
traria). Sostituendo contemporaneamente 7 con "7, l’espressione integranda 
resta invariata. Tuttavia, cambieranno i limiti di integrazione rispetto alle 
coordinate: le dimensioni lineari del dominio d'integrazione cambieranno di 
1/2 volte, il che corrisponde a un cambiamento del volume di 7-? volte; per la- 
sciare invariati i limiti di integrazione, è necessario quindi sostituire contempo- 
raneamente V con 3V. Dopo tutte queste sostituzioni l'integrale si moltipli- 
cherà ancora per A°N1t"/2) in seguito alla trasformazione delle variabili in 
dI (s = 3N coordinate e altrettanti impulsi; N è il numero di particelle del cor- 
po). Possiamo quindi concludere che il cambiamento di variabili 


V>AV, T_>A"7 
implica per l’integrale statistico 
3N (147 
Z>A : ) Z. 
La forma più generale della funzione Z (V, 7) dotata di questa proprietà è 
Ls 
Z=T {vr "), 


dove f è una funzione arbitraria di una variabile. 
Di qui ricaviamo per l’energia libera l’espressione 


sn(4+4) 


F=-3(5++) NTInT+nT9 (LE) (4) 


nella quale figura una sola funzione incognita di una variabile (il numero N 
è introdotto nel secondo termine della (1) in modo tale che F abbia la proprietà 
di additività richiesta). 
2. Dedurre il teorema del viriale per un corpo macroscopico la cui energia 
otenziale di interazione tra le particelle è una funzione omogenea di ordine n 
Belle coordinate delle particelle stesse. 
Soluzione. Applicando il metodo di deduzione del teorema del viriale in 
meccanica (vedi I, $ 10), calcoliamo la derivata rispetto al tempo della somma 


Sirp, dove r e psono i raggi vettori e gli impulsi delle particelle del corpo. Tenen- 


do presente che r = dK (p)/ap e che K (p) è una funzione omogenea del secondo 
ordine degli impulsi, otteniamo 


Sr Di re= D PF + DI r=2£ + Y rd. 


Le particelle del corpo si muovono in una regione finita dello spazio con velocità 
che non diventano infinite. Pertanto la grandezza Y/rp è limitata e il valore 


DISTRIBUZIONE DI GIBBS 113 


medio della sua derivata rispetto al tempo si annulla, cosicché 
2XK4(D rp)=0 


(dove K = (K (p))). Le derivate p sono determinate dalle forze agenti sulle 
particelle del corpo. Sommando su tutte le particelle, occorre tener conto, oltre 
alle forze di interazione tra le particelle, anche delle forze agenti sul corpo 
(sulla sua superficie) da parte dei corpi circostanti 


(3 m)= (5, reo) _p È x dî= —nU—3PV 


(l'integrale di superficie si trasforma in integrale di volume, e inoltre, div r =3). 
Quindi, otteniamo 2X — nU —3PV = 0 oppure, introducendo l'energia 
(n+2)K= nE+3PV. (2) 


Questo è il teorema richiesto. Esso sussiste non soltanto nella teoria clas- 
sica, ma anche in quella quantistica. Nel caso classico l’energia cinetica media 
K = 3NT/2 e la relazione (2) danno 


E+-4 pv=3 (+4) NT. (3) 


Si potrebbe ricavare questa formula anche dall’espressione (1) per l’energia 
libera ottenuta nel problema 1. 

Nel caso di interazione tra le particelle secondo la legge di Coulomb (n= —1) 
otteniamo dalla (2) 


K= —E+ 3PV. 


Questa relazione è il caso limite della relazione relativistica 


\E—3PV= mc? 7 1-5 


in cui l’energia £ include anche l'energia di quiete delle particelle del corpo 
(vedi II, $ 35). 


$ 32. Teoria termodinamica delle perturbazioni 


Nel calcolo delle grandezze termodinamiche si incontrano dei 
casi in cui nell’energia £ (p, g) del corpo si possono individuare dei 
termini relativamente piccoli che si possono trascurare in prima 
approssimazione. Per esempio, l'energia potenziale delle particelle 
del corpo in un campo esterno può avere il ruolo di tali piccoli ter- 
mini (vedi più avanti per le condizioni che permettono di conside- 
rare piccoli alcuni termini). 

In questi casi si può sviluppare, per il calcolo delle grandezze 
termodinamiche, una specie di teoria delle perturbazioni (A. Peierls, 
1932). Mostriamo prima di tutto come bisogna procedere a tale scopo 
nel caso in cui la distribuzione classica di Gibbs si può applicare. 

Scriviamo l’energia Z.(p, 9g) nella forma 


E (p, 9)= Eop9)+V (p. 9) (32,1) 
8—2641 
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dove V rappresenta i piccoli termini. Per calcolare l'energia libera 
del corpo scriviamo 
F 1 _Eo(p, HV(p, 9) Eo 
eta | e T dla Î eT(1-7+373)I (82,2) 
nello sviluppo in serie di potenze di V ci limitiamo qui e pi avanti 
ai termini del secondo ordine visto che è nostra intenzione calcolare 
le correzioni soltanto in prima e in seconda approssimazione. 
Prendendo il logaritmo e sviluppando ancora in serie, abbiamo con 
la stessa approssimazione 
Fo-o(p. 9) 


Fo-Eo(p, 9) 


F=F+ (V-7)e T d+55[{ Ve T dr], 


dove 7, è l’energia libera «imperturbata» calcolata per V = 0. 

Gli integrali ottenuti rappresentano i valori medi delle grandezze 
corrispondenti calcolati mediante la distribuzione « non perturbata » 
di Gibbs. Soprassegnando la lettera corrispondente a tale media 


e osservando che V? — V° = ((V— V)?), scriviamo finalmente 
F=F+V 57 (VM. (32,3) 


Quindi, la correzione in prima approssimazione dell’energia libera 
è pari semplicemente al valore medio dell'energia di perturbazione V. 
Quanto alla correzione in seconda approssimazione, essa è sempre 
negativa ed è data dal quadrato medio dello scostamente di V dal 


suo valore medio. In particolare, se il valore medio V si annulla, la 
perturbazione ha per effetto una diminuzione dell’energia libera. 
Confrontando il termine del secondo ordine con quello del primo 
nella (32,3), si può stabilire quale sia la condizione di applicabilità 
del metodo delle perturbazioni esposto. In questo caso bisogna tener 


presente che sia il valore medio V che il quadrato medio ((V — V)?) 
sono grosso modo entrambi proporzionali al numero di particelle 
(vedi quanto detto al $ 2 sulle fluttuazioni quadratiche medie delle 
grandezze termodinamiche dei corpi macroscopici). Pertanto si può 
formulare la condizione cercata richiedendo che sia piccola l’energia 
di perturbazione riferita a una particella rispetto a 7 1). 

Eseguiamo ora calcoli analoghi per il caso quantistico. Al posto 
della (32,1) bisogna scrivere qui un'espressione analoga per l’opera- 
tore di Hamilton 


f=-f4-Y. 


1) A essere rigorosi, abbiamo sviluppato l’espressione integranda nella 
(32,2) in serie di potenze V/T che è proporzionale al numero di particelle e quindi 
in nessun caso piccola. Tuttavia, dopo aver preso il logaritmo e sviluppato an- 
cora una volta, si vede che i termini grandi si elidono e si ottiene, come risul- 
tato, una serie di potenze di una piccola grandezza. 
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In accordo con la teoria quantistica delle perturbazioni (vedi III, 
$ 38), i livelli di energia di un sistema perturbato sono determinati, 
a meno delle correzioni di seconda approssimazione, dall'espressione 


En=E0+Vmn+ 3, OLO (32,4) 


dove E sono i livelli di energia Ai (per ipotesi, non 
degeneri); l'apice al segno di somma indica che deve essere omesso il 
termine in m = n. Questa espressione deve essere sostituita nella 
formula 


ec FIT == DI evEn/T 
n 


e poi si deve fare lo stesso sviluppo come sopra. Un calcolo semplice 
dà il seguente risultato: 


Vnml? n 1 
F= MERA Vanon+ dI DI ee ar DI Vimont 


n m 


+57 (SVanwn)}, (82,5) 


Cab on = ©xP {(Fo — E)/T} è la distribuzione non perturbata di 
ibbs. 

L'elemento di matrice diagonale V,, non è nient’altro che il 
valore medio dell'energia perturbatrice V nel dato (l’r-esimo) stato 
quantistico. Pertano la somma 


di Vanln == Van 
n 


è il valore medio completo di V, la media essendo effettuata sia 
sullo stato quantistico del corpo che sulla distribuzione statistica 
(non perturbata) nei diversi stati quantistici. Indicando questa 
media con un trattino sopra la lettera troviamo che in prima appros- 
simazione la correzione apportata all'energia libera vale YV, risultato 
che formalmente coincide con quello classico sopra ottenuto. 

La formula (32,5) si può riscrivere come segue: 


7 i " IVaml? (Um—n 1 uU 
F=Fo4+Van- 3 DL en n) i ((Van—Van)). (32,6) 
n_ m. te SE, 


Tutti i termini del secondo ordine in questa espressione sono nega- 
tivi (poiché wm — wn ha lo stesso segno che E° — ES). Quindi, 
anche nel caso quantistico la correzione in seconda approssimazione 
dell’energia libera è negativa. 

Come nel caso classico, la condizione di applicabilità di questo 
metodo è che sia piccola l'energia perturbatrice (riferita a una parti- 


8% 
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cella) rispetto a 7. Ma come è noto, la condizione di applicabilità 
della teoria delle perturbazioni quantistica ordinaria (che dà l’espres- 
sione (32,4) per £,) è che siano piccoli gli elementi di matrice della 
perturbazione rispetto alle differenze tra i livelli di energia corri- 
spondenti; l'energia di perturbazione deve essere, grosso modo, pic- 
cola rispetto alle differenze tra i livelli di energia tra cui sono possi- 
bili di fatto delle transizioni 1). | 

Queste due condizioni non coincidono affatto: la temperatura 
non ha niente a che fare con i livelli di energia del corpo. Può risul- 
tare che l’energia perturbatrice sia piccola rispetto a 7, ma al tempo 
stesso non piccola e persino grande rispetto a differenze notevoli 
tra i livelli di energia. In questi casi, la «teoria delle perturbazio- 
ni» per le grandezze termodinamiche (cioè la formula (32,6)) sarà 
applicabile, mentre la teoria delle perturbazioni per i livelli di 
energia come tali (cioè la formula (32,4)) è inapplicabile; in altre 
parole, i limiti della convergenza dello sviluppo dato dalla formu- 
la (32,6) possano risultare piti larghi che i limiti della convergenza 
dello sviluppo iniziale (32,4). | 

ovvio che sono possibili anche i casi inversi (per temperature 
sufficientemente basse). 

La formula (32,6) si semplifica notevolmente nel caso in cui, oltre 
all’energia perturbatrice, sono piccole rispetto a 7 anche le differen- 
ze tra i livelli di energia. Sviluppando nella (32,6) la differenza w, — 
W, in serie di potenze di (E° — E{)/T, troviamo che 


F=F0+Vmn-37 {X UVamP})+(Wan—Van})}. 


Ma in accordo con la legge di moltiplicazione delle matrici abbiamo 


di | Vaml+Vîn= > | Vnm|= DI VamVmn =(V2)nn 


e otteniamo un'espressione che coincide formalmente con la (32,3). 
Quindi, in questo caso la formula quantistica si trasforma formal- 
mente in quella classica 2). sa 


$ 33. Sviluppo in serie di potenze di h 


La formula (31,5) rappresenta di fatto il primo, principale termine 
dello sviluppo in serie di potenze di È dell'espressione quantomeccani- 
ca.(31,3) dell’energia libera nel caso quasi-classico. Presenta interesse 


1) Queste sono in grocrale delle transizioni per cui cambiano gli stati solo 
di un piccolo numero di particelle del corpo. 

2) I metodi più vigorosi della cosiddetta tecnica dei diagrammi, che per- 
mettono di considerare tutta la serie della teoria delle perturbazioni per le 
grandezze termodinamiche, saranno esposti nel volume IX del presente Corso. 
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il calcolo anche del termine successivo dello sviluppo che non scom- 
pare (E. Wigner, G. E. Uhlenbeck, L. Gropper, 1932). 

Il problema del calcolo dell'energia libera si riduce al calcolo del- 
la somma statistica. A tale scopo utilizziamo il fatto che questa ulti- 


ma è la traccia dell'operatore e-B (vedi la (34, 4)); poniamo f = 
= 41/T per semplificare la scrittura delle espressioni laboriose che 
seguono. Quanto alla traccia dell'operatore, essa può essere calcolata 
con un sistema completo qualsiasi di funzioni d’onda ortogonali 
e normalizzate. Come tali conviene scegliere le funzioni d'onda 
del moto libero di un sistema di N particelle non interagenti che si 
trovano in un volume grande (ma finito) V. 
Queste funzioni hanno la forma 


exp (5 D Pili)» (83,1) 
4 


1 
_VyN 


dove g; sono le coordinate cartesiane delle particelle, e p; gli impulsi 
corrispondenti; numeriamo le coordinate e gli impulsi con l'indice i 
che assume i valori 1, 2,...,s, doves= 3N è il numero di gradi 
di libertà del sistema di N particelle. 

I calcoli ulteriori si riferiscono in misura uguale a sistemi con- 

tenenti sia particelle identiche sia particelle diverse (atomi). Per 
poter distinguere le particelle, atribuiamo alla massa della particel- 
la un indice numeratore dei gradi di libertà m; (è ovvio che i valori 
di tre m; corrispondenti alla stessa particella sono in ogni caso 
uguali). 
— La presenza di particelle identiche nel corpo induce nella teoria 
quantistica a tenere necessariamente conto dei cosiddetti effetti di 
scambio. Questo significa, soprattutto, che le funzioni d’onda (33,1) 
dovrebbero essere simmetrizzate o antisimmetrizzate sulle coordinate 
delle particelle, a seconda della statistica alla quale ubbidiscono 
le particelle. Risulta tuttavia che questo effetto conduce alla com- 
parsa nell’energia libera solo di termini esponenzialmente piccoli 
e per questo non presenta nessun interesse. Inoltre, dall’identità 
quantomeccanica delle particelle la sommatoria sui diversi valori 
degli impulsi delle particelle deve essere eseguita in modo particolare 
(con questo avremo a che fare nel seguito, per esempio, nel calcolo 
delle somme statistiche per il.gas perfetto quantistico). Questo effet- 
to conduce alla comparsa nell’energia libera di un termine del terzo 
ordine rispetto a % (vedi più avanti) e, di conseguenza, non incide 
sui termini d'ordine #? che qui calcoleremo. Quindi, possiamo nei 
calcoli trascurare qualsiasi effetto di scambio. 

In ciascuna delle funzioni d’onda (33,1) gli impulsi P; hanno dei 
determinati valori costanti. Tutti i valori possibili di ciascuno dei 
Pi costituiscono una serie discreta densa (le distanze tra due valori 
vicini sono inversamente proporzionali alle dimensioni lineari del 
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volume occupato dal sistema). Pertanto la sommatoria degli elementi 
di matrice (e- BE) pp su tutti i valori possibili degli impulsi si può 
sostituire con l'integrazione in dp = dp;dp, . dp.,, tenendo 
presente che il numero di stati quantistici « corrispondenti » al volume 
VNdp dello spazio delle fasi (tutti i valori delle coordinate di ciascu- 
na particella nel volume V e i valori degli impulsi in dp) è pari a 

VN dp 

(2708) * 


Introduciamo la notazione 
I=exp (-—-;- D piau) exp(—BÉ)exp(+- i pia). (83,2) 


Gli elementi di matrice che ci interessano si ottengono integrando 
su tutte le coordinate 


(e-68)pp == | 1dd. (33,3) 


La somma statistica richiesta si ottiene di qui integrando ancora una 
volta sugli impulsi. 

Quindi, dobbiamo integrare / sullo spazio delle fasi, o precisamen- 
te, sui domini che corrispondono agli stati fisicamente diversi del 
corpo, come è stato detto al $ 31; come là, indichiamo questo fatto 
con un apice al segno di integrale 


Za= S) s-S8n= { Idf. (33,4) 
n 


Cominciamo a calcolare 7 applicando a tale scopo il seguente 
procedimento. Costruiamo la derivata 


= — exp (-+3 Pi91 ) H exp (7 x Pit) I 


(l'operatore È agisce su tutti i fattori disposti a destra). Sviluppiamo 
il secondo membro dell’uguaglianza usando l’espressione esplicita 
per l'operatore di can del ua 


i = DE Tuo & Toma Li (33,5) 


miod 


dove U = U (91, 92) ..-, 9s) è l’energia sani di interazione di 
tutte le particelle nel corpo. Dopo un semplice calcolo otteniamo 
mediante la (33,5) la seguente equazione per I: 


OI dI 9I 


2i 
«= Ep. DI+2ì zi (7? Pi Ga; tag 
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dove 
2 
E (p, 9)= a +U (33,6) 
4 


è l’espressione classica ordinaria per l'energia del corpo. 
Questa equazione deve essere risolta con la condizione evidente 
I =1perf =0. Conla sostituzione 


I=e-BE 0. My (33,7) 


essa assume la ‘agg 


— Sha IU. Zip: dI _ 
# ui DE dai TR dg 
Pa 2 U x 
Bh i sp (22 hr) Prata] (83,8) 


con la condizione ai contorno Y = 1 perf = 0. 

Con l’intento di ottenere lo sviluppo in serie di potenze di È, 
risolviamo l’equazione (33,8) con il metodo delle approssimazioni 
successive 


q=1+hx thx. +... (33,9) 


dove ya = 0, ya = 0, . perB=0. PANDA questo sviluppo 
nell’equazione 7733, 8) e ‘iguagliando i termini con le stesse potenze 
di ”ì, otteniamo le “e 


82 n * sa 


da d a2U QU 
w-3 dt -2ifp, dg; 20 4, +2ip, n da +8 (> A) J 


La prima equazione permette di determinare y,, la seconda %s. 
Dopo un i calcolo otteniamo 


La somma statistica richiesta (33,4) è uguale all’integrale 
Z= | (1+Rx4+fga) e-B5 00 (33,11) 
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E facile vedere che il termine del primo ordine in % scompare 
nell’integrale. Infatti, in questo termine l’espressione integranda 
è una funzione dispari degli impulsi (E (p, g) è quadratica rispetto 
agli impulsi e, in accordo con la (33,10), y, è una funzione lineare) 
e quindi si annulla se integrata sugli impulsi. Così, riscriviamo la 
(33,11) nella forma 


Z=(14+h° (12) | e-BE 0.047, 


dove abbiamo introdotto il valore ( ,) dopo aver fatto la media con 
l'ausilio della distribuzione classica di Gibbs 


f vee BE (P. 2) dT 
(X2) = SAN . 


Sostituendo questa espressione per la somma statistica nella (31,3) 
otteniamo per l'energia libera 


F=Fa—-7-la(1+## (1%), 
ossia, con la stessa approssimazione, 
2 
F=Fa—%G (1), (33,12) 


dove Fei è l'energia libera in statistica classica (la formula (31,5)). 

Quindi, il termine successivo al termine classico nello sviluppo 
dell'energia libera risulta essere del secondo ordine in %. Questo 
fatto non è casuale. Nell’equazione (33,8), che stiamo risolvendo 
con il metodo delle approssimazioni successive, la costante quanti- 
stica vi compare solo nella forma ili; pertanto anche lo sviluppo otte- 
nuto è uno sviluppo in serie di potenze di il. Essendo l’energia 
libera una grandezza reale, vi possono entrare solo le potenze reali 
di ih. Per questo lo sviluppo dell’energia libera qui eseguito (tra- 
scurando gli effetti di scambio) è uno sviluppo in serie di potenze 
pari di È. 

Ci resta da calcolare il valore medio | yz). Abbiamo visto al $ 29 
che in statistica classica le distribuzioni delle probabilità per le 
coordinate e gli impulsi sono indipendenti. Pertanto si possono 
eseguire separatamente le medie sugli impulsi e sulle coordinate. 

Il valore medio del prodotto di due diversi impulsi è evidente- 
mente uguale a zero. Ma il valore medio. del quadrato pj è pari 
a m;/B. Quindi si può scrivere 


(PiPa)= "a UTO 
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dove è,, = 1 peri=k,eé6,, = 0 peri-4+k. Realizzando mediante 
questa formula pr media posi impulsi, gr 


UU 
(xa) =<7 x Dai (E, De) \) 32 (E). (83,19) 


I due termini si possono riunire qui in uno ui poiché i valori medi 
che figurano qui sono legati dalla relazione 


(7) (7) (33,14) 


È facile convincersi della validità di questa uguaglianza osservan- 
do che 


(LU cav ag = 2 c-00/48 | (22) dg 
+ dg 

Il primo termine al secondo membro dà un'espressione che rap- 
presenta un effetto superficiale; data la macroscopicità del corpo, 
si può trascurarlo completamente rispetto al secondo termine che 
dà un effetto di volume. 

Sostituendo l’espressione cosf ottenuta per (y,) nella (33,12) 
e cambiando f con 1/7, ga papa l’energia libera 


F=Fut+ gp 2473 ir mi (a sa) 2 (33,19) 


Abbiamo visto che la correzione al valore classico è sempre una 
grandezza positiva determinata dai quadrati medi delle forze agenti 
sulle particelle. Questa correzione decresce all'aumentare della 
massa delle particelle e al salire della temperatura. 

In accordo con quanto detto sopra, il termine successivo dello 
sviluppo eseguito qui sarebbe del quarto ordine. Questo fatto per- 
mette in modo completamente indipendente di calcolare un termine 
dell'ordine di 7° che compare nell’energia libera grazie alle parti- 
colarità della sommatoria sugli impulsi dovute all'identità quanto- 
meccanica delle particelle. Questo termine coincide formalmente con 
il termine di correzione, che compare in un calcolo analogo per il 
gas perfetto, ed è dato dalla formula (56,14) 


3/2 3 
8) ___, N°h 
P=% 7a it 


(per un corpo composto di N particelle identiche). Il segno più si 
riferisce alla statistica di Fermi, il segno meno alla statistica di 
Bose; g è la molteplicità di degenerazione totale secondo le direzioni 
.dei momenti, sia elettronico che nucleare. 

Le formule ricavate permettono anche di ottenere i termini di 
correzione nelle funzioni di distribuzione delle probabilità per le 
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coordinate e gli impulsi degli atomi del corpo. In accordo con i ri- 
sultati generali ottenuti al $ 5, la distribuzione delle probabilità 
degli impulsi si ottiene integrando / in dg (vedi la (5,10)) 


dwp= costante - dp { I dg. 


Il termine yje-8SF @.9 in / contiene la derivata totale rispetto alle 
coordinate che, dopo l'integrazione sulle coordinate, dà una grandez- 
za che rappresenta un effetto superficiale e può essere omessa. In tal 
modo abbiamo 


dwp= costante - exp ( — 8 SI D) dp { (1+ h2y,) e-PU dg. 


Dopo l'integrazione sulle coordinate il terzo e il quarto termine 
nell'espressione (33,10) per x, danno una grandezza piccola costante 
(non contenente impulsi) che, nella stessa approssimazione, può 
essere trascurata. Portando poi nel coefficiente costante il fattore 


{ e-BU dg, otteniamo 


divp= costante -exp ( — "a È) (1- pa DO D, _PiPh_ (77 N 


, ama dg; dn 
2U 
p2 BÈ p Pipa /_9 DIL 
+ di mima \dg, dgh p 


I valori medi che qui figurano sono legati dalle sani 


0°U dU 8U 
Gi 3) ni ti im) 
(analoghe alle (33,14)). Pertanto abbiamo 


_ h°84 «n pipr /9U dU 
dw, = costante - exp (—Rp Di) È tar 4 mm dg; 3a, san) JP. 


(33,17) 
Conviene riscrivere questa espressione nella seguente forma defini- 
tiva: 
MR. h3 PiPk OU QU 
dwp = costante - exp { [DE mi 2473 ri miMp 04; i) ]} d : 
(33,18) 


sostituendo con la stessa approssimazione le parentesi quadre nella 
(33,17) con l'espressione esponenziale corrispondente. 

Si vede quindi che la correzione alla funzione di distribuzione 
‘classica per gli impulsi vuol dire che all’esponente all’energia cine- 
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tica viene aggiunta un'espressione quadratica rispetto agli impulsi 
con i coefficienti che dipendono dalla legge di interazione tra le 
particelle del corpo. 

Se si vuole trovare la distribuzione delle probabilità per uno 
degli impulsi pi, bisogna integrare la (33, 17) su tutti gli altri impulsi. 
In questo caso tutti i termini contenenti i quadrati pi (X -4 i) daran- 
no delle grandezze costanti tali che si possono trascurare rispetto 
a 1, mentre i termini con prodotti dei diversi impulsi in generale si 
annullano. Passando ancora a una forma esponenziale, troviamo per 
risultato 


div, = costante-exp { ali {(7- a \ ]} dpi (83,19) 


Si vede che la distribuzione ottenuta differisce da quella maxwelliana 
solo per sostituzione dell'effettiva temperatura 7 con un'altra 
«temperatura efficace» più elevata 


Tan=T+ pre ((2) ) 


In modo analogo si può calcolare la funzione di distribuzione 
corretta per le coordinate. Essa si ottiene integrando / sugli impulsi 


divg=costante-dg | I dp. 


Gli stessi calcoli che hanno permesso di ottenere l’espressione (33, 13) 
condurranno al seguente dale 


dwy = costante - exp { -7[U-3F 3 dI - 3 (57) + 


no 1 90 
+e D mi gl} & (83,20) 


$ 34. Distribuzione di Gibbs per i corpi in rotazione 


Il problema delle relazioni termodinamiche per i corpi rotanti 
è stato già studiato al $ 26. Esplicitiamo ora in che modo deve 
essere formulata la distribuzione di Gibbs per i corpi rotanti; con 
questo sarà completamente esaurita la questione relativa alle loro 
proprietà statistiche. Come è. stato già detto al $ 26, il moto trasla- 
torio uniforme influisce sulle proprietà statistiche, in virtù del prin- 
cipio di relatività di Galileo, solo in modo banale e, quindi, non 
necessita di uno studio particolare. 

In un sistema di coordinate rotante insieme al corpo è valida la 
distribuzione usuale di Gibbs; in statistica classica si ha 


p= (208) "ep FL], (34,1) 
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dove £' (p, g) è l’energia del corpo in questo sistema in funzione del- 
le coordinate e degli impulsi delle sue particelle, e F' l’energia 
libera nello stesso sistema (non coincidente però con l'energia libera 
del corpo in quietel). L’energia E° (p, g) è legata all'energia E (p, 9) 
nel sistema fisso dalla relazione 


E' (p, 9)= E (p, 9)-QM(p, 2), (34,2) 


dove £ è la velocità angolare di rotazione e M (p, g) il momento ango- 
lare del corpo (vedi $ 26). Sostituendo la (34,2) nella (34,1), troviamo 
la distribuzione di Gibbs per un corpo rotante nella forma 1) 


p= (21h) exp [ F'— E(p, dt QM (p, 9) | , (34,3) 


In statistica classica la distribuzione di Gibbs per un corpo rotan- 
te si può scrivere in un’altra forma. Usiamo a tale scopo la seguente 
espressione per l’energia del corpo in un sistema di coordinate rotante: 

12 
E=S 2-3 Nm 9r]?+0, (34,4) 
dove v’ sono le velocità delle particelle rispetto al riferimento rotante 
ed r i loro raggi vettori (vedi I, $ 39). Indicando con 
, mv'? 
E (v', r)=D3-+U (34,9) 
l'energia indipendente da £, otteniamo la distribuzione di Gibbs 
nella forma 


p= "(27h)" exp {7 [FE (v°, + DI m (Or)? } . 


La funzione p determina la probabilità riferita all'elemento dello 
spazio delle fasi dx1dy1dz, . . . dpyxdp,ydPiz - . ., dove p = mv + 
+ m [£r] sono gli impulsi delle particelle (vedi I, $ 39). Poiché 
nella determinazione dei differenziali degli impulsi le coordinate 
si devono considerare costanti, si ha dp’ = mdv'’, e si può scrivere la 
distribuzione delle probabilità espressa mediante le coordinate e le 
velocità delle particelle “n o 


. F' 1 ’ 
dw= C exp {7-7 [E (V,rh_ Di 5 1rF| } X 
Xx dx, dyi dz, 00° dvix dviy dvi: 0 003 (34,6) 


dove con C abbiamo indicato per brevità il fattore (2nà)"* insieme 
al prodotto delle masse delle particelle, che compare quando s passa 
dai differenziali degli impulsi ai differenziali delle velocità. 


1) La distribuzione (34,3), cosi come la distribuzione usuale di Gibbs, è in 
pieno accordo con il risultato ottenuto già al $ 4 partendo dal teorema di Liou- 
ville (la formula (4,2)): il logaritmo della funzione di distribuzione è una fun- 
zione lineare dell'energia e del momento angolare del corpo. 
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Per un corpo immobile si avrebbe 
F-Eo(v, r) 
dw=Ce  T drdydz... dvydiyg@db, ce. (34,7) 


con la stessa espressione (34,5) per £, (v, r), che è ora funzione delle 
velocità nel sistema di coordinate fisso. Si vede quindi che la di- 
stribuzione di Gibbs delle coordinate e delle velocità per un corpo 
rotante differisce dalla distribuzione per un corpo immobile solo 
per un'energia potenziale PE a 


+ DI m [Qr]? 


In altre parole, la rotazione è equivalente per le proprietà statistiche 
del corpo alla comparsa di un certo campo esterno corrispondente al- 
le forze centrifughe. Le forze di Coriolis non influiscono su queste 
li | 

da sottolineare tuttavia che l'ultimo risultato si riferisce soltan- 
to alla statistica classica. Nel caso quantistico per un corpo rotante 
è valida l’espressione 


Da exp (Ta 


(34,8) 
dell’operatore statistico, analoga all’espressione (34,3). Si può formal- 
mente ridurre questo operatore ad uno del tipo corrispondente alla 


(34,6), in cui v' sono sostituite da operatori v° = p'/m — [r]}. Ma 
le componenti di questo operatore vettoriale non commuteranno più 


tra loro, come si verifica per l'operatore v della velocità nel sistema 
fisso; pertanto gli operatori statistici corrispondenti alle espressioni 
(34,6) e (34,7) differiranno gli uni dagli altri, anche in assenza dell’e- 
nergia centrifuga in uno di essi. 


$ 35. Distribuzione di Gibbs per un sistema a numero variabile 
di particelle 


Abbiamo finora sottinteso tacitamente che il numero di parti- 
celle nel corpo fosse una certa grandezza costante assegnata. Abbiamo 
coscientemente lasciato in disparte il fatto che in realtà tra i diver- 
si sottosistemi può avvenire uno scambio di particelle. In altre 
parole, il numero N di particelle in un sottosistema è inevitabilmen- 
te fluttuante oscillando attorno al suo valore medio. Per formulare 
più precisamente cosa intendiamo qui con il numero di particelle, 
chiamiamo sottosistema una parte del sistema contenuta in un deter- 
minato volume; allora con N intenderemo il numero di particelle 
contenute in questo volume !). 


1) Già nel ricavare la distribuzione di Gibbs al $ 28 abbiamo considerato 
di fatto i sottosistemi in questo senso; passando dalla formula (28,2) alla (28,3) 
abbiamo derivato l'entropia assumendo costante il volume del corpo (e quindi 
anche dell'ambiente). 
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Si pone quindi il problema della generalizzazione della distribu- 
zione di Gibbs ai corpi con numero variabile di particelle. Scriveremo 
qui le formule per i corpi composti di particelle identiche; la genera- 
lizzazione ai sistemi contenenti particelle diverse è evidente. ($ 85). 

La funzione di distribuzione dipende ora non solo dall'energia 
dello stato quantistico, ma anche dal numero N di particelle nel 
torpo; è ovvio che i livelli di energia £, x sono in questo caso diversi 
per diversi N (questo fatto è sottolineato dalla presenza dell'indice N) 
Indichiamo con w, x la probabilità che il corpo contenga N particel- 
le e si trovi nell’n-esimo stato. 

La forma di questa funzione può essere determinata esattamente 
allo stesso modo come è stata ottenuta al $ 28 la funzione w,. La sola 
differenza è che l’ entropia dell'ambiente sarà ora una funzione non 
solo della sua energia £’, ma anche del numero N' di particelle in 
‘esso (S' = S° (E°, N')). Scrivendo £' = EV — Eye N' = 
= N° —N(Nèòilnumero di particelle nel corpo, N‘® il numero 
totale assegnato di particelle in tutto il sistema isolato, maggiore 
di N), avremo in accordo con la (28,2) 


tony = costante exp {S' (E — Eny, NY—N)} 


(consideriamo costante la grandezza AF”, cosi come al $ 28). 
Poi sviluppiamo $S' in serie di potenze di E, y e di N limitandoci 
ancora ai termini lineari. Dall’uguaglianza (24,5) scritta nella forma 


_ dE | P p 
dS=-- 7 V-7dN 
segue che 


(E lr. a 7: (a+ 
Pertanto 


s' (E Enn, N° N) vs (E, NO) fan pei ) 


dove il potenziale chimico u (come anche la temperatura) per il corpo 
e l’ambiente coincidono in virti delle condizioni di equilibrio. 

Quindi, otteniamo la seguente espressione per la funzione di 
distribuzione: 


Wnw= 4 @xp (prin ) ; (35,4) 


La costante di normalizzazione 4 può essere espressa mediante le 
grandezze termodinamiche, cosî come è stato fatto al $ 31. Calcoliamo 
l'entropia del corpo 


N _\ E 
S=-—(Inwy)= —hnA4-457-+7 
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da cui 
Tin A=E—-TS—yN. 


Ma E— TS=F,ela differenza F — pNè il potenziale termodina- 
mico £?. Quindi, 7 ln A=, e si può riscrivere la (35,1) nella forma 
Q+uN—E I 

Wny = @XP (ftetzie ) : (35,2) 

Questa è la formula di distribuzione di Gibbs definitiva per un nu- 
mero variabile di particelle !). 

La condizione di normalizzazione per la distribuzione (35,2) richie- 

de che sia uguale a uno il risultato della sommatoria di w, y prima 


su tutti gli stati quantistici (per N assegnato) e poi su tutti i valo- 
ri di N | 


dd, ny = e%7 dj (ebN/T Zi e Enn!T) =—1. 


Di qui si ottiene per il potenziale termodinamico £ la seguente 
espressione: 


Q=--T7ln > [enN/T DI e'Enn!T], (35,3) 


Questa formula insieme alla (31,3) permette di calcolare le gran- 
dezze termodinamiche di certi corpi. La formula (31,3) dà l’energia 
libera del corpo in funzione di 7, N e V, e la (35,3) dà il potenzia- 
le Q in funzione di 7, p e V. In statistica classica la distribuzione 
delle probabilità ha la forma | 


dwy = py dpi) dg, 
dove 
ar Q — E È 
pw = (21h) exp [eretzia 9), (35,4) 
Scriviamo la variabile N in forma di indice della funzione di distri- 
buzione; lo stesso indice attribuiamo all'elemento dello spazio delle 
fasi, sottolineando con questo che a ciascun valore di N corrisponde 


uno spazio delle fasi particolare (con un suo numero di dimensioni 
uguale a 25). La formula corrispondente di £ si scrive come segue: 


Q=—Tlnf Yeuwr | ef gry}. (35,5) 
N 


Infine, diciamo qualche parola sulla relazione esistente fra la distri- 
buzione di Gibbs qui ricavata per un numero variabile di particelle 


1) Talvolta questa distribuzione si dice gran canonica. 
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(35,2) e la precedente distribuzione (31,1). È chiaro prima di tutto 
che nella determinazione di tutte le proprietà statistiche del corpo, 
ad eccezione delle fluttuazioni del numero totale di particelle con- 
tenute in esso, queste due distribuzioni sono completamente equiva- 
lenti. Trascurando le fluttuazioni del numero N, otteniamo S + 
DI Li n F, e la distribuzione (35,2) coincide in generale con 
a (31,1). 

La relazione che esiste tra le distribuzioni (31,1) e (35,2) è in un 
certo senso analoga a quella tra le distribuzioni microcanonica e cano- 
nica. La descrizione di un sottosistema mediante la distribuzione 
microcanonica equivale a trascurare le fluttuazioni della sua ener- 
gia totale; la distribuzione canonica nella sua forma usuale (34,1) 
tiene conto invece di queste fluttuazioni. Al tempo stesso. questa 
ultima non tiene conto delle fluttuazioni del numero di particelle; 
si può dire che è una distribuzione «microcanonica rispetto al numero 
di particelle». Quanto alla distribuzione (35,2), essa è «canonica» 
sia rispetto all'energia che rispetto al numero di particelle. 

Quindi, tutte e tre le distribuzioni, una microcanonica e due for- 
me della distribuzione di Gibbs, sono adatte, in linea di principio, 
alla determinazione delle proprietà termodinamiche del corpo. Da 
questo punto di vista, la sola differenza sta nella comodità matema- 
tica. Infatti, la distribuzione microcanonica è la meno comoda e non 
si usa maia tale scopo. La distribuzione di Gibbs a numero varia- 
bile di particelle è in generale la più conveniente. 


$ 36. Relazioni termodinamiche ricavate dalla distribuzione 
di Gibbs 


Poiché la distribuzione di Gibbs gioca un ruolo fondamentale in 
tutta la statistica, esponiamo qui un altro metodo per dimostrarne 
l'attendibilità. Infatti, questa distribuzione è stata dedotta già ai 
$$4e6a partire immediatamente dal teorema di Liouville. Abkiamo 
visto che l'applicazione del teorema di Liouville (insieme a conside- 
razioni sulla moltiplicatività delle funzioni di distribuzione dei 
sottosistemi) permette di concludere che il logaritmo della funzione 
di distribuzione del sottosistema deve essere una funzione della sua 
energia 


Inw,=%4BEn (36,1) 


con i coefficienti $ uguali per tutti i sottosistemi del dato sistema 
isolato (vedi la (6,4), e nel caso classico la relazione analoga è data 
dalla (4,5)). Di qui 

Wn= @XP (X-+-BEn); 
ponendo formalmente f = — 41/7, a = F/T, si vede che questa 
espressione coincide formalmente con la distribuzione di Gibbs (31,1). 
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Resta da mostrare che dalla distribuzione di Gibbs stessa, cioè in 
modo propriamente statistico, si possono ricavare le relazioni termo- 
dinamiche fondamentali. 

Abbiamo già visto che la grandezza Bf, e quindi anche 7, deve esse- 
re la stessa per tutte le parti di un sistema in equilibrio. È evidente, 
inoltre, che B <0, cioè che 7 > 0; in caso contrario, la somma nor- 


malizzata }}w, inevitabilmente diverge (poiché, data l'energia cine- 
tica delle particelle l'energia E, può assumere valori arbitrariamen- 
te grandi). Tutte queste proprietà coincidono con le’ proprietà 
termodinamiche fondamentali della temperatura. 
Per dedurre la relazione quantitativa, partiamo dalla condizione 
di normalizzazione 
P-En 


De T =1. 
n 


Differenziamo questa uguaglianza assumendone il primo membro co- 
me funzione di 7 e di certe grandezze àa; dar ..., Che caratterizzano 
le condizioni esterne in cui si trova il corpo in esame; queste grandez- 
ze possono determinare, per esempio, la forma e le dimensioni del 
volume occupato dal corpo. I livelli dell'energia £, dipendono dai 
valori di À,, A», ... come da parametri. 

Differenziando scriviamo 


SE [ar Fra ar] =0 


(per brevità, consideriamo qui un solo parametro esterno 4). Di qui 


dF Y wn=dA Y wn G2+F- (F_Y wEn). 
n n n 


A primo membro dell'uguaglianza si ha }}w, = 1, e a secondo membro 


di WnEn= E, 2 On Gi Sin =din. 


Tenendo anche conto che F — £É£ = — TS e che!) 


1) Se l'operatore di Hamilton È (e anche i suoi autovalori E,) dipende da 
un certo parametro À, allora 


IM III, a (11,16)), da cui prendendo ia media statistica si ottiene la for- 
mula (36,2). 


9—264 1 


130 CAPITOLO III 


otteniamo finalmente 


Ccsiosà 
Lai 


dF = — SdT+ GF da. 


Questa è la forma generale del differenziale dell'energia libera. 

Allo stesso modo si può anche ottenere la distribuzione di Gibbs 
per un numero variabile di particelle. Se si considera il numero di 
particelle come variabile dinamica, è ovvio che anche questo numero 
sarà (per un sistema isolato) un «integrale del moto » additivo. Per- 
tanto bisogna scrivere 


inv, n=a+BE,+yN, (36,3) 


dove y, come f., devono essere gli stessi per tutte le parti del sistema 
in equilibrio. Ponendo 


Q 4 

=: p= FI yY= È 
otteniamo una. distribuzione della forma (35,2) e poi, procedendo 
come sopra, si può ricavare l’espressione del differenziale del poten- 
ziale £. 
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$ 37. Distribuzione di Boltzmann 


Uno degli oggetti di studio principali della fisica statistica è il 
cosiddetto gas perfetto. Con questo nome si intende un gas in cui 
l'interazione tra le particelle (molecole) è cosf debole da poter essere 
trascurata. Questo è realizzato fisicamente se l’interazione tra le 
particelle è piccola, qualunque siano le distanze tra loro, o se il gas 
è sufficientemente rarefatto. Nell'ultimo caso, il più importante, la 
rarefazione del gas fa sî che le sue molecole si trovino quasi sempre 
a distanze notevoli le une dalle altre, quando le forze di interazione 
sono già sufficientemente piccole. 

L’assenza di interazione tra le molecole permette di ridurre il 
problema della determinazione dei livelli di energia £, di tutto il 
gas al problema della determinazione dei livelli di energia di una 
singola molecola. Indicheremo questi livelli con ex dove l’indice % 
rappresenta l'insieme di numeri quantici che determinano lo stato 
della molecola. Le energie £, si esprimono allora con le somme di 
energie di ciascuna delle molecole. 

Tuttavia è da tener presente che, anche in assenza di forze di 
interazione diretta, in meccanica quantistica si manifesta un'’ori- 
ginale mutua influenza tra le particelle che si trovano in uno stesso 
stato quantistico (i cosiddetti effetti di scambio). Per esempio, se le 
particelle sono regolate dalla statistica di Fermi, questa influenza 
corrisponde al fatto che in ogni stato quantistico vi si può trovare 
contemporaneamente non più di una particella !); un'influenza ana- 
loga che si manifesta in un altro modo ha luogo anche per le parti- 
celle che sono regolate dalla statistica di Bose. se 

Indichiamo con ny il numero di particelle del gas che si trova nel 
k-esimo stato quantistico; n, si chiamano numeri di occupazione dei 
diversi stati quantistici. Proponiamoci di calcolare i valori medi rx 


1) Sottolineiamo che parlando dello stato quantistico di una particella, 
intenderemo sempre gli stati completamente determinati dall’insieme dei 
valori di tutti i numeri quantici (compresa la direzione del momento angolare 
della particella, qualora esista). Si badi a non confondere questi stati con i livelli 
di energia quantistici: a uno stesso livello di energia può ‘corrispondere una 
serie di diversi stati quantistici (se il livello è degenere). 

g# 
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di questi numeri e studiamo in dettaglio un caso di estrema impor- 
tanza in cui tutti i numeri 


n KA. (37,1) 


Fisicamente questo caso corrisponde a un gas sufficientemente rare- 
fatto. Nel seguito sarà dedotto un criterio che garantisce questa con- 
dizione, ma indichiamo già ora che essa si verifica di fatto per tutti 
ì gas molecolari o atomici ordinari. Questa condizione sarebbe vio- 
lata solo a densità cosî grandi per cui la sostanza in esame non può 
più considerarsi come un gas perfetto. 

La condizione n, & 1 per i numeri di occupazione medi significa 
che ad ogni istante in ogni stato quantistico vi si trova in realtà 
. non più di una particella. Ciò premesso, si possono trascurare non 
solo le forze di interazione diretta tra le particelle, ma anche la loro 
mutua influenza quantomeccanica indiretta, di cui si è parlato 
. sopra. A sua volta, questa circostanza permette di applicare a singole 
molecole la distribuzione di Gibbs. 

Abbiamo ricavato infatti la distribuzione di Gibbs per dei corpi 
relativamente piccoli, ma che sono al tempo stesso parti macroscopi- 
che di certi sistemi grandi isolati. La macroscopicità dei corpi per- 
metteva di considerarli quasi-isolati, cioè di trascurare in certo 
senso la loro interazione con le altre parti del sistema. Nel caso 
considerato, sono quasi-isolate le singole molecole del gas, anche se 
non sono affatto corpi macroscopici. 

— Applicando alle molecole la formula della distribuzione di Gibbs, 
possiamo affermare che la probabilità che la molecola si trovi nel 


l-esimo stato, e quindi anche il numero medio n, delle molecole in 
questo stato sono proporzionali a exp (—x/7) 


n= ae, (37,2) 


dove a è una costante determinata dalla condizione di normalizzazio- 
ne 


Zu =N (37,3) 


(N è il numero totale di particelle nel gas). La distribuzione delle 
molecole di un gas perfetto nei diversi stati, data dalla formu- 
la (37,2), si chiama distribuzione di Boltzmann (è stata ricavata da 
Boltzmann per la statistica classica nel 1877). | 

Il coefficiente costante nella (37,2) può essere espresso mediante 
“le grandezze termodinamiche del gas. A tale scopo diamo un’altra 
deduzione di questa formula, basata sull’applicazione della distri- 
buzione di Gibbs all’insieme di tutte le particelle del gas che si 
trovano nel dato stato quantistico. Possiamo procedere in questo 
modo (anche se i numeri rx non sono piccoli), poiché non esistono for- 
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ze di interazione diretta tra queste e le altre particelle (come, in 
generale, tra tutte le particelle del gas perfetto) e gli effetti di scam- 
bio quantomeccanici si manifestano soltanto per le particelle che si 
trovano in uno stesso stato. Ponendo nella formula generale della 
distribuzione di Gibbs per un numero variabile di particelle (35,2) 
E= nyx&,, N=n, e attribuendo l'indice X alla grandezza £, 
otteniamo la distribuzione delle probabilità dei diversi valori di 
rx, nella forma 


Un, =0XP [Entra ta) | | (37,4) 


In particolare, w, = exp (Cx/7) è la probabilità dell’assenza tota- 
le di particelle nel dato stato. Nel caso che qui ci interessa, in cui 
Rx <A, la probabilità w, è prossima a 1; pertanto nell'espressione 
w, per la probabilità di una particella di trovarsi nel 4-esimo stato si 
può porre, omettendo gli infinitesimi di ordine superiore, exp 
(2,/T) = 1. Allora 

2a 
wW,j=€ GIP 


Per quanto concerne le probabilità dei valori n, > 1, esse devono 
essere poste. con la stessa approssimazione, uguali a zero. Pertanto 


ny = DI Wn,Mhn=w-1 
n 
e si ottiene la distribuzione di Boltzmann nella forma 
n, = exp (E7) , (37,5) 


Quindi, il coefficiente nella formula (37,2) risulta espresso in funzio» 
ne del potenziale chimico del gas. 


$ 38. Distribuzione di Boltzmann in statistica classica 


Se il movimento delle molecole del gas (e dei loro atomi) fosse 
regolato dalla meccanica classica, si potrebbe introdurre in luogo 
della distribuzione negli stati quantistici la distribuzione delle 
molecole nello spazio delle fasi, vale a dire secondo gli impulsi e le 
coordinate. Sia dN il numero medio di molecole « comprese » nell’ele- 
mento di volume dello spazio delle fasi della molecola dp dq = 
= dp,...dp.,dg,...dq,(rè ilnumero di gradi di libertà della mole- 
cola). Scriviamo questo numero nella forma 


dN=n(p, 9) dt, dr = E (38,1) 
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e chiameremo r (p, qg) densità nello spazio delle fasi (anche se dt 
differisce per il fattore (2xà)-" dall’elemento di volume dello spazio 
delle fasi). In luogo della (37,5) otteniamo ora 


n(p, g)= exp (ESE), (38,2) 


dove € (p, g) è l'energia della molecola in funzione delle coordinate 
e degli impulsi dei suoi atomi. 

Tuttavia, in generale, risulta quasi-classico non tutto il movi- 
mento della molecola, ma solo il movimento corrispondente a una 
parte dei suoi gradi di libertà. In particolare, in un gas che non si 
trova in un campo esterno, è sempre quasi-classico il movimento tra- 
slatorio delle molecole. In questo caso, l’energia cinetica del movi- 
mento traslatorio fa parte dell'energia €, come un addendo indipen- 
dente, e la parte restante dell’energia non contiene affatto né le 
coordinate 2, y, z né gli impulsi px, Py, p: del centro di massa della 
molecola. Questo fatto permette di separare nella formula generale 
della distribuzione di Boltzmann il fattore che determina la distri- 
buzione delle molecole del gas secondo le dette variabili. La distri- 
buzione delle molecole nel volume occupato dal gas sarà, evidente- 
mente, semplicemente omogenea, e per le molecole contenute nell’u- 
nità di volume e aventi impulsi (movimento traslatorio) compresi 
nei dati intervalli dp,, dp,, dp, otteniamo la formula della distribu- 
zione di Maxwell 


P>+ Py +-P? 
dN, exp | dpx dpy dp.» (38,3) 


sii ioblizani 
V (2rmT)3/2 


3/2 m(03+03+72) 
dNy= De (37) exp [ ARI du,dv,dv, (38,4) 
(mè la massa della molecola) normalizzata su N/V particelle nell’uni- 
tà di volume. 

Consideriamo inoltre un gas che si trova in un campo esterno 
in cui l’energia potenziale della molecola è una funzione solo delle 
coordinate del suo centro di massa u = & (7, y, z) (tale è, per esempio, 
il campo gravitazionale). Se, come avviene praticamente sempre, il 
movimento traslatorio in questo campo è quasi-classico, allora 
u (x, y, z) fa parte dell'energia della molecola come un addendo 
indipendente. La distribuzione maxwelliana secondo le velocità 
delle molecole resta ovviamente invariata, e la distribuzione secondo 
le coordinate del centro di massa è data dalla formula 


dN,= ne. v. 2IT JV. (38,0) 

Questa formula dà il numero di molecole nell'elemento di volume 
spaziale dV = dx dy dz; ma la grandezza 

n (r) = rec (©. v. IT (38,6) 
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rappresenta la densità del numero di particelle. La costante rn, è la 
densità nei punti in cui u = 0. La (38,6) si chiama formula di 
Boltzmann. 

In particolare, in un campo di gravitazione uniforme, orientato 
lungo l’asse z, si ha u = mgze la distribuzione della densità del gas 
è data dalla cosiddetta formula barometrica 


n (2) =me-me4T, (38,7) 


dove nr, è la densità al livello z = 0. 

A grandi distanze dalla Terra il suo campo gravitazionale deve 
essere descritto dall’espressione esatta newtoniana, e l'energia 
potenziale « si annulla all’infinito. Secondo la formula (38,6), la den- 
sità del gas dovrebbe avere all’infinito un valore finito diverso da ze- 
ro. Ma una quantità finita di gas non può essere distribuita in un volu- 
me infinito in modo tale che la sua densità non si annulli in nessun 
punto. Questo vuol dire che nel campo gravitazionale un gas (atmo- 
sfera) non può trovarsi in equilibrio e si deve dissipare di continuo 
nello spazio. 


PROBLEMI 


1. Determinare la densità del gas contenuto in un cilindro di raggio A e 
di lunghezza / rotante attorno al suo asse con velocità angolare Q (N è if numero 
di molecole contenute nel cilindro). 

Soluzione. È stato detto al $ 34 che la rotazione del corpo d’insieme è equi- 
valente a un campo di energia potenziale —/,mQ?r? (r è la distanza dall'asse 
di rotazione). Pertanto la densità del gas è 


n (r)= Aem9®r22T, 


La normalizzazione dà 
NmQ3eM9278/2T 


n= TI (emSIRNAT 1} 

2. Determinare la distribuzione delle particelle secondo gli impulsi per un 
gas perfetto relativistico. 

Soluzione. L'energia di una particella relativistica si esprime in funzione 
del suo impulso mediante e = c V mîc? + pî (c è la velocità della luce). La 
distribuzione normalizzata secondo gli impulsi è 


nr l_ n2 
i (Lt) 
dN_== N T dpy dpy dp, 


pP_V T \2 me? T me?\  4rn(mc)3 * 
2 (2) (Ft (7) 


dove K, e Ki sono le funzioni di MacDonald (funzione di Hankel dell'argomento 
immaginario). Per calcolare l'integrale di normalizzazione abbiamo utilizzato 
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le formule 
co 
{ e-*©h!gh3 tat=1 Ki(2), 
0 


Ki (3)= — Ki) —Ko(2). 


$ 39. Urti delle molecole 


Le molecole di un gas contenuto in un recipiente muovendosi 
urtano contro le sue pareti. Calcoliamo il numero medio di urti 
delle molecole del gas contro un’unità di superficie della parete 
in un'unità di tempo. 

Scegliamo un elemento di superficie della parete del recipiente ed 
introduciamo un sistema di coordinate con l’asse z diretto perpendi- 
colarmente a questo elemento di superficie (che possiamo ora scri- 
vere nella forma dz dy). Tra tutte le molecole del gas, raggiungeranno 
in unità di tempo la parete del recipiente, cioè verranno ad urtare 
contro di essa, solo quelle le cui coordinate z non sono maggiori 
della componente v, della loro velocità lungo questo asse (che deve 
essere diretto ovviamente verso la parete e non in verso opposto). 

Il numero dvy di urti delle molecole in unità di tempo (riferito 
all’unità di superficie della parete), per cui le componenti della 
velocità sono comprese nei dati intervalli dv,, dv,, dv,, si ottiene 
quindi moltiplicando la distribuzione (38,4) per il volume di un 
cilindro con base 1 cm? e di altezza pari a v,. Otteniamo allora 


m 
dvy= Lal ( 3 ) MAIALI v, dv, dvy dv, (39,1) 


Di qui è facile ricavare il numero totale v di urti delle molecole del 
gas contro unità di superficie della parete del recipiente in unità di 
tempo. A tale scopo integriamo la (39,1) su tutte le velocità v, com- 
prese tra 0 e co, e suv,ev, da —co a 4-co (non occorre integrare su 
v, da —c0o a 0, poiché per v, <0 la molecola va in verso opposto 
alla parete e quindi non urta contro di essa). Abbiamo per risultato 


N tai P 
VEST ViG= V Inmî (39,2) 


(la densità del gas è espressa in funzione della sua pressione secondo 
l'equazione di Clapeyron). 

La formula (39,1) si può scrivere in coordinate sferiche nello spa- 
zio delle velocità, introducendo in luogo di vx, v,, v; il modulo della 
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velocità v e gli angoli polari 0 e g che ne determinano la direzione. 
Se si prende l'asse z come asse polare, si ha v, = vcos8e 


dv=- (3 VO exp (—57)v*sen8cos9d0dpdr. (39,3) 


Consideriamo ora gli urti tra le molecole di un gas. È necessario 
a tale scopo determinare preventivamente la distribuzione delle 
molecole secondo le loro velocità (la velocità è intesa sempre come 
velocità del centro di massa), cioè velocità delle une rispetto alle 
altre. In questo caso, scegliamo una molecola qualsiasi del gas 
e consideriamo il movimento di tutte le altre molecole rispetto alla 
molecola scelta, cioè consideriamo per ogni molecola non la sua 
velocità assoluta »v (rispetto alle pareti del recipiente), ma la 
velocita v’ rispetto ad un’altra molecola. In altre parole, invece di 
avere a che fare con molecole isolate, consideriamo ogni volta il 
movimento relativo di una coppia di molecole, senza interessarci al 
movimento del loro centro di massa comune. 

È noto dalla meccanica che l’energia del movimento relativo di 
due particelle (di masse m, ed m.) è pari a !/, m'v’?, dove m' = 
= mymo/(m,+ m.) è la loro «massa ridotta » e v’ la velocità relativa. 
Pertanto la distribuzione delle molecole di un gas perfetto secondo le 
velocità relative ha la stessa forma che la distribuzione secondo le 
velocità assolute, ma in luogo di m vi figura la massa ridotta m'’. Data 
l'identità di tutte le molecole, si ha m' = m/2 e si ottiene per il 
numero di molecole in unità di volume, aventi velocità rispetto alla 
data molecola che si trova tra v' e v' + dv’, la seguente espressione: 


N x m \3/2 mv'2 ri , 
dNyv=T53 (5) xp(— 57 v'2 di’. (39,4) 


Gli urti tra le molecole possono essere accompagnati da diversi 
processi: deviazione (diffusione) di un angolo, disintegrazione in 
atomi, ecc. Si è soliti caratterizzare i processi dovuti agli urti con loro 
sezioni efficaci. Si chiama sezione efficace o sezione d’urto di un pro- 
cesso, che avviene per urto di una data particella con le altre, il rap- 
porto tra la probabilità di questo urto in unità di tempo e la densità 
del flusso di particelle (si chiama densità del flusso una quantità 
di particelle corrispondenti, contenute in unità di volume, moltipli- 
cata per la loro velocità). Quindi, il numero di urti (in unità di tem- 
po) tra una data particella e le altre, accompagnati da un determinato 
processo con sezione d’urto 0, è 


00 +9 
1 Na (m\382C 7 1 
v=74(5) le ov'3 du'. (39,5) 
{Il numero totale di tali urti avvenuti in unità di tempo in tutto il 
volume è pari, evidentemente, a v’N/2. 
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PROBLEMI 


1. Determinare il numero di urti delle molecole di un gas contro l'unità 
di superficie della parete in unità di tempo, in cui l’angolo tra il verso della 
velocità della molecola e la normale alla superficie è comprese tra 0 e 0 + d0. 


Soluzione, 
N (27 \12 
dv=7 (1) sen 8 cos 0 db. 


— 2. Determinare il numero di urti delle molecole di un gas contro l’unità 
di superficie della parete in unità di tempo, in cui il modulo della velocità è 
compreso tra ve v-} dv. 

Soluzione. 


N 3/2 e MO 2T 3 
dvo=7-% (777) ad 
3. Determinare l’energia cinetica totale E urt delle molecole di un gas, 


urtanti contro l'unità di superfici della parete in unità di tempo. 
Soluzione. 


N pa {27 27 
Zurt=37 mi EV mau” 


4, Determinare il numero di urti tra una molecola e le altre in unità di 

tempo; le molecole sono considerate come sferette solide di raggio r. 
Soluzione. La sezione d'urto tra le molecole è ora o = n (2r)? = 4nr? 
Pi l'urto avviene ogni volta che le molecole passano a una distanza minore 
2r le une dalle altre). Sostituendo questa espressione nella (39,5), troviamo 


v=16r2 IN ire VP. 


$ 40. Gas perfetto in non equilibrio 


Si può ricavare la distribuzione di Boltzmann con un altro meto- 
do del tutto diverso partendo immediatamente dalla condizione di 
massimo dell’entropia del gas intero considerato come un sistema 
isolato. Questo metodo presenta di per sé un interesse essenziale in 
quanto permette di calcolare l'entropia del gas che si trova in uno 
stato macroscopico in non equilibrio. 

Ogni stato macroscopico di un gas perfetto si può caratterizzare 
nel seguente modo. Ripartiamo tutti gli stati quantistici di una 
particella del gas in gruppi, ciascuno dei quali contiene stati vicini 
(dotati, in particolare, di energie vicine); sia il numero di stati in 
ciascuno dei gruppi che il numero di particelle sono assunti grandi. 
Enumeriamo questi gruppi di stati con i numeri j == 1, 2, ...; 
siano G; il numero di stati nell’j-esimo gruppo e Vj: il numero di 
particelle in questi stati. Allora l'insieme dei numeri N; carateriz- 
zerà completamente lo stato macroscopico del gas. 

Il problema del calcolo dell’entropia del gas si riduce al problema 
della determinazione del peso statistico Al' dello stato macroscopico 
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in esame, cioè del numero di procedimenti microscopici con cui que- 
sto stato può essere realizzato. Considerando ogni gruppo di N; par- 
ticelle come un sistema indipendente e indicando con Al’;il suo peso 
statistico, possiamo scrivere 


AT=|TAF,. (40,1) 
t) 


Quindi, il problema si riduce al calcolo di AT’. 

In statistica di Boltzmann i numeri di occupazione medi di tutti 
gli stati quantistici sono piccoli rispetto a 1. Questo significa che 
i numeri N; di particelle devono essere piccoli rispetto ai numeri 
G; di stati (N; < G;), ma sono, ovviamente, di per sé molto grandi. 
Come è stato precisato al $ 37, il fatto che i numeri di occupazione 
medi siano piccoli permette di ritenere che tutte le particelle ven- 
gono distribuite nei diversi stati in modo assolutamente indipendente 
le une dalle altre. Collocando ciascuna delle N; particelle in uno 
dei G; stati, otteniamo in tutto Gi"! distribuzioni possibili tra le 
quali vi sono, però, quelle identiche che differiscono solo per la 
permutazione delle particelle (tutte le particelle sono identiche). Il 
numero di permutazioni di V; particelle è N,l e, di conseguenza, il 
peso statistico della distribuzione di N; particelle in G; stati è 


AT;=Gj1/N 1. (40,2) 
L'entropia del gas si calcola come il logaritmo del peso statistico 
S=lnAP=)InAF,. 
Sostituendovi la (40,2), abbiamo 
S= di (N;lnG;—ln N;!). 


Tenendo conto che i numeri N; sono grandi, usiamo per ln Njl la 
formula approssimata 1) 


in Ma NIn(Ne) (40,3) 
ed otteniamo 
eGj 


Questa formula risolve il problema posto poiché determina l’en- 
tropia di un gas perfetto che si trova in uno stato macroscopico arbitra- 


1) Per N grande si può SpprossHnativamento sostituire la somma ln NÎ = 


= In1+1In2+...4 InN con l”integrale \ in redz, da cul-si ricava la 


(=) 


(40,3). 
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rio determinato dall'insieme di numeri N;. Riscriviamola introdu- 
cendo i numeri medi n; di particelle in ciascuno degli stati quanti- 
stici dell’j-esimo gruppo n; = N;/G;. Allora 


S= di Gin; n=. (40,5) 
3 


Se il movimento delle particelle è quasi-classico, si può passare 
in questa formula alla distribuzione delle particelle nello spazio delle 
fasi. Suddividiamo lo spazio. delle fasi della particella in domini 
Apà Aq ciascuno dei quali è piccolo, ma contiene un gran numero 
di particelle. I numeri di stati quantistici « corrispondenti » a questi 
domini sono 

J (2r0h)7 


(r è il numero di gradi di libertà della particella), e scriviamo i nu- 
meri di particelle in questi stati nella forma N; = n (p, g) At, 
dove n (p, g) è la densità di distribuzione delle particelle nello spazio 
delle fasi. Sostituendo queste espressioni nella (40,5) e osservando poi 
che i domini Att sono piccoli ma il loro numero è grande, passiamo 
dalla sommatoria su j all’integrazione estesa a tutto lo spazio delle 
fasi della particella 


= Att) (40,6) 


s={nlntdr. (40,7) 


L'entropia in stato di equilibrio deve assumere un massimo (que- 
sta affermazione riferita a un gas perfetto è detta talvolta teorema H 
di Boltzmann). Mostriamo in che modo si può ricavare da questa con- 
dizione la funzione di distribuzione delle particelle del gas in equi- 


librio statistico. Il problema è di trovare r; tali per cui la somma 
(40,5) assuma un massimo possibile tenendo conto delle condizioni 


supplementari 
3 N;= di Gin; =.N, 


2 e;N; = di e;G;n; = È, 


che esprimono la costanza del numero totale N di particelle e dell’e- 
nergia totale E del gas. In accordo con il noto metodo dei fattori 
indeterminati di Lagrange, bisogna uguagliare a zero le derivate 


— (S+aN+B£)=0, (40,8) 
nj 


dove a, f. sono certe costanti. Derivando otteniamo 
Gj(—Inn;+a+fe,)=0, 
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da cui In n;=@ + fee;, ovvero 


nj=exp (c+fe;). 


Ma questa è la nota distribuzione di Boltzmann, dove le costanti 
a e f sono legate a 7 e p mediante a=p/7, f=—1/7!). 


$ 41. Energia libera di un gas perfetto di Boltzmann 
Utilizziamo la formula generale (34,3) 


F=-—TlnYe-EyT (44,4) 


per calcolare l’energia libera di un gas perfetto regolato dalla stati- 
stica di Boltzmann. 

Scrivendo l’energia E, come somma delle energie &,, possiamo 
ridurre la sommatoria su tutti gli stati del gas a quella su tutti gli 
stati di una molecola. Ciascuno stato del gas è determinato dall’insie- 
me N (N è il numero di molecole nel gas) di valori di €, che, nel caso 
di Boltzmann, si possono considerare tutti diversi (in ogni stato 
molecolare non più di una molecola). Scrivendo e-En/T nella forma 
del prodotto dei fattori e°*:/7 per ciascuna molecola e sommando 
indipendentemente su tutti gli stati di ciascuna molecola, otterremmo 
l'espressione 


(De). (44,2) 


L’insieme dei valori possibili di e, per tutte le molecole del gas è lo 


stesso e pertanto sono le stesse le somme Mexp (—e,/7). 

Tuttavia è da tener conto della seguente circostanza. Tutti gli 
insiemi N dei diversi valori di e,, che si distinguono solo per la di- 
stribuzione delle molecole identiche del gas secondo i livelli di ex, 
corrispondono allo stesso stato quantistico del gas. Ma nella somma 
statistica della formula (41,1) si deve tener conto una sola volta di 
ciascuno degli stati ®. Pertanto dobbiamo ancora dividere l’espres- 
sione (41,2) per il numero di permutazioni possibili di N molecole, 
cioè per NI”. 


1) Questi valori di a e f si potevano prevedere: le equazioni (40,8) si pos- 
sono scrivere nella forma della relazione tra i differenzia 


dS$tadN+BdE=0, 


che deve coincidere con l’espressione del differenziale dell'energia interna 
(per un dato Solo) dE = TdS+pdN. 

® Vedi la nota alla pag. 110. 

3 È importante che nella statistica di Boltzmann il ruolo dei termini 
contenenti ep "identiche nella (41,2) è relativamente piccolo. 
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Quindi 
Debil= 3 (3 GR) (41,3) 


Sostituendo questa espressione nella (41,1), otteniamo 


F=-—TNInMe"WT4LT]InN! 
h 


Poiché N è un numero molto grande, si può utilizzare per In N! 
la formula (40,3). Come risultato otteniamo allora la seguente for- 
mula: 


F=-NTn[£S e], (41,4) 
kh 


che permette di calcolare l’energia libera di un gas qualsiasi compo- 
sto di particelle identiche e regolato dalla statistica di Boltzmann. 

In statistica classica, la formula (41,4) deve essere scritta come 
segue: 


F=-NTln $- Î e-30, IT da, (41,5) 


dove l’integrazione è estesa allo spazio delle fasi della molecola, 
e dr è dato dalla (38,1). 


$ 42. Equazioni di stato di un gas perfetto 


È stato già detto al $ 38 che il movimento di traslazione delle 
molecole è sempre quasi-classico e che si può scrivere l'energia della 
molecola nella forma 


Pi + P) +Pî 
Ek (Pa Py p:)= li o + 8 kh» (42,1) 


dove il primo termine è l'energia cinetica del suo movimento di tra- 
slazione e con e, sono indicati i livelli di energia corrispondenti alla 
rotazione della molecola e al suo stato interno; e, non dipende né 
dalle velocità né dalle coordinate del centro di massa della molecola 
(si suppone che non esista nessun campo esterno). 

Dobbiamo ora sostituire alla somma sotto il segno di logaritmo 
nella (41,4) l’espressione 


3 fe) ar 0) 
i A. 
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(l'integrazione in dV = dx dy dz è estesa a tutto il volume V del gas). 
Per l’energia libera otteniamo 


Fa — NT In[ (FE) Ne. (42,3) 
k 


25h? 


È ovvio che la somma che qui figura non può essere calcolata ia 
forma generale, senza qualche ipotesi sulle proprietà della molecola. 
E importante tuttavia che essa rappresenti una funzione della sola 
temperatura. Pertanto la dipendenza dell’energia libera dal volume 
è completamente determinata dalla formula (42,3), il che consente 
di ricavarne alcuni risultati generali importanti sulle proprietà del 
gas perfetto (che non si trova in un campo esterno). 

Separando nella (42,3) un termine contenente il volume, scrivia- 
mo questa formula come segue: 


F=—NTln + Nf(7), (42,4) 


dove f (7) è una certa funzione della temperatura. 
Di qui ricaviamo la pressione del gas 


0F NT 
Liga a de: 
OVVvero 
PV = NT. (42,5) 


Abbiamo ottenuto così la nota equazione di stato del gas perfetto 
(equazione di Clapeyron). Se la temperatura è misurata in gradi, 
allora ” 


PV = NkT. (42,52) 


Se F è nota, si possono anche trovare le altre grandezze termodina- 
miche. Cosi, il potenziale termodinamico è 


®= — NTIn£ +. Nf (1) +PV. 


Sostituendo V con P e 7 secondo la (42,5) (® deve essere espresso co- 
me funzione di P e 7)- e introducendo la nuova funzione della tem- 
peratura, x(7)= (7) —7 ln 7, otteniamo 


®= NTInP + Ny(T). (42,6) 


1) Per un grammomole del gas (N = 6,023 -10?* è il numero di Avogadro) 
il prodotto R = Nk è detto la costante dei gas i 


R = 8,314-107 erg/grado. 
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L'’entropia è definita come 


9F V , 
S= -—F=Nin FNf (7) (42,7) 
o in funzione di P e 7 
dD ’ 


Infine, l'energia è 
E=F+TS=Njf(T)— NTf' (1). (42,9) 


Si vede che l'energia è una funzione solo della temperatura del gas 
(si può dire lo stesso della funzione termica W = £ + PV = 

= E + NT). Questo fatto è, tra l’altro, evidente a priori; poiché le 
molecole di un gas perfetto sono supposte non interagenti, la varia- 
zione della loro mutua distanza media al variare del volume gènerale 
‘del gas non può incidere sulla sua energia. 

Insieme a E e W, sono funzioni solo della temperatura anche i ca- 
lori specifici C, = (F) yoCp = (F) p- Nel seguito sarà più con- 
veniente utilizzare i calori specifici riferiti a una sola molecola; li 
indicheremo con le minuscole c 


Co = Neo Cp = Ncp. (42,10) 


Poiché per un gas perfetto si ha W—.ZE = N7, la differenza c, — 
— co ha un valore universale ” 


co — = 1. (42,11) 


PROBLEMI 


1. Calcolare il lavoro compiuto su un gas perfetto al variare isotermico del 
volume da Vi a V. (o della pressione da P; a P.). 

Soluzione. Il lavoro ric iesto A è pari alla variazione dell'energia libera 
del gas e, in accordo con la (42,4), abbiamo 


= F.—F= Li Pa 
R=Fs—-F=NT ln 7. = NT ln P, * 
La quantità di calore assorbito nello stesso processo è 
Q=T ($,-S)=NFn E, 


Quosta ultimo segue, tra l’altro, immediatamente dal fatto che A --- Qèla varia- 
zione dell'energia uguale a zero per un gas perfetto soggetto al processo iso- 
termico. | 


|. 1) Si ricordi che poiché il calore specifico è la derivata dell'energia (quanti- 
tà di calore) rispetto alla temperatura, passando alle unità ordinarie (gradi) biso- 
gna eseguire nelle formule la sostituzione C + C/k. Cosî, la formula (42,11) 
n unità usuali diventa cp — co=ke 
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2. Due gas perfetti identici a temperatura 7 e a numeri N di particelle 
identici ma a pressioni diverse P, e P, si trovano in due recipienti. Poi i reci- 
pienti vengono riuniti; determinare la variazione dell'entropia. 

Soluzione. Prima della riunione dei recipienti, l'entropia dei due gas, 
uguale alla somma delle loro entropie, è Sì = —N ln PP. — 2Ny' (7). Dopo 
la riunione dei recipienti, la temperatura dei gas resta la stessa (come questo 
segue dalla legge di conservazione dell’energia dei due gas). Quanto alla pres- 
sione, essa è data dalla relazione 


tuttii (441) 
P=2NT —2\P;° Pil: 
L'entropia è orà 


=2N In Li_2Ny" (7). 
14 2 


Quindi, la variazione dell’entropia è 


sa (Pi4 Po)? 
4S=Nln <P, * 


3. Determinare l’energia di un gas perfetto contenuto in un recipiente 
cilindrico (di raggio R e di lunghezza !) che ruota attorno al suo asse con velo- 
cità angolare £. 

Soluzione. Secondo il $ 34, la rotazione è equivalente alla comparsa di un 
campo « centrifugo » esterno di energia potenziale u = m?r?/2 (r è la distanza 
della particella dall'asse di rotazione). 

In presenza di un campo esterno, nell’espressione integranda della (42,2) 


compare un fattore supplementare e-*!T e, di conseguenza, il volume YV nell’ar- 
gomento del logaritmo (42,3) va sostituito con l'integrale a T gv. Abbiamo 
quindi la seguente formula: 


F=Fo— NT In | et/T dV, 


dove Fx è l'energia libera del gas in assenza di campo esterno. 
Nel caso considerato, questa formula ci consente di ricavare l'energia 
libera (in un sistema di coordinate rotante) 


1 R 
F'=Fo-NT In > | | er 2T9 np dr ds= 
0 0 


27 
=Fo-NT n[ 7 (emQAR3/27 4) | , 


Il momento angolare del gas è 
0P' 2NT NmR?2Q 


E" E° I T_5n0i e mQ3R3/2T * 
L'energia in un sistema di coordinate rotante insieme al corpo è 


NmS3R3 


dT (1 e m@BRaT, POT 


10—2641 
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e l’energia nel riferimento fisso (vedi la (26,5)) 


; î -— NmQ®R? | 
E=E +MO=E0+ 7 mORIAT: — NT 


(E è l’energia del gas in quiete). 


$ 43. Gas perfetto a calore specifico costante 


Nel seguito vedremo che in alcuni casi importanti il calore speci- 
fico del gas risulta (negli intervalli di temperatura più o meno con- 
siderevoli) una grandezza costante indipendente dalla temperatura. 
Tenendone conto, calcoliamo qui in forma generale le grandezze 
termodinamiche di un tale gas. 

Derivando l’espressione (42,9) dell’energia troviamo che la fun- 
zione f (7) è legata al calore specifico co dalla —7f° (7) = co. 
Integrando questa relazione, otteniamo 

f(T)= —coTlnT-0T+%, 
dove $ e &, sono costanti. Sostituendo nella (42,4), otteniamo per 
l’energia libera la seguente espressione definitiva: 
F=Ney--NTln&-— Ne,TlnT- NT. (43,4) 
E 


La costante $ si chiama costante chimica del gas. Per l'energia otte- 
niamo | 
E=N&+ NcoT, (43,2) 
cioè una funzione lineare della temperatura. 
Il potenziale termodinamico ® del gas si ottiene aggiungendo 


alla (43,1) la grandezza PV = N7 e, inoltre, occorre ancora esprime- 
re il volume del gas in funzione de]la pressione e della temperatura 


® = N&5+NTIinP— NcTinT_- NET. (43,3) 
La funzione termica W = £ + PV è paria 
W=N& + NepT. (43,4) 


Infine, derivando le (43,1) e (43,3) rispetto alla temperatura, ottenia- 
mo l’entropia espressa, rispettivamente, in funzione di 7 e V op- 
pure T e P 


S=Nln 4 No, lnT+(t+0)N; (43,5) 
= -NlnP+ NecplnT+($+c)) N. (43,6) 


Da queste espressioni dell’entropia si può, in particolare, ottene- 
re immediatamente la relazione tra il volume, la, temperatura e la 
pressione del gas perfetto (a calore specifico costante) per la sua 
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espansione o compressione adiabatica (la cosiddetta adiabatica 
di Poisson). Poiché l’entropia resta costante in un processo adiaba- 
tico, dalla (43,6) abbiamo —N ln P + Nceyln 7 = costante, da cui 
T°»/P = costante, o utilizzando la (42,11) 


T"P!-° = costante, (43,7) 
dove y sta ad indicare il rapporto costante 
é 
v=2. (43,8) 


Utilizzando anche l’equazione di stato PV = N7, otteniamo la 
relazione tra 7 e V e tra PeV 


TV°-!= costante, PV”= costante. (43,9) 


PROBLEMI 


1. Due gas perfetti identici a pressione P e numero N di particelle iden- 
tico, ma a temperature 7, e 7, diverse si trovano in due recipienti di volume 
V, e V,. I recipienti vengono poi riuniti. Determinare la variazione dell’en- 


tropia. 
Soluzione. Prima della riunione dei recipienti, l'entropia dei due gas (uguale 
alla somma delle loro entropie) era, in accordo con la (43,6), Sì = —2N InP+ 


+ Ncp In 7;T3}). Dopo la riunificazione dei recipienti le temperature dei gas 
si eguagliano. La somma delle energie dei gas resta costante. Utilizzando l’espres- 
sione (43,2) dell’energia, otteniamo 


T=4,(T1+ 73) 


(7 è la temperatura eguagliata). 

Riuniti i recipienti, il gas ha 2N particelle ed occupa il volume V, + V. = 
= N (T, + T.)/P. La sua pressione è pari ora a 2V7/(V, + V.) = P, cioè 
‘resta la stessa. L entropia in questo caso è 


Sa —2NInP+2Ncp ln 


Ta+Ts 
2 


La variazione dell'entropia è 


=S-So= atta? 


È 2. Calcolare il lavoro compiuto su un gas perfetto per compressione adia- 
atica. 

Soluzione. In un processo adiabatico la quantità di calore è Q = 0, cosic- 
ché R = E, — E, dove E, — E, è la variazione dell’energia durante il pro- 
cesso. Secondo la (43,2) troviamo R = Nc, (7. — 71), dove 7. e 7; sono le 
temperature del gas, rispettivamente, prima e dovo il processo; si può esprimere 
R in funzione del volume iniziale V, e di quello finale V, mediante la relazio- 


ne (43,9) | 
R=Nest [ (71) '-1]= wet [1-()" 1]. 


1) Omettiamo ovunque i termini costanti nell’entropia e nell’energia che 
sono inessenziali per la soluzione del problema. | 


10% 
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3. Calcolare la quantità di calore assorbita da un gas in un processo che 
avviene a volume costante (isocoro). 
Soluzione. Poiché nel dato caso il lavoro è R = Osi ha 


Q= Ex - Ex= Neg(Ta TT). 


4, Calcolare il lavoro e la quantità di calore in un processo che avviene 
a pressione costante (isobarico). 
Soluzione. A pressione costante si ha 


R=—P(Vs— Vi), Q0=W-W 
da cui 
R=N(T,—- TT), Q= Nep(Ta—-T.. 


5. Calcolare il lavoro compiuto su un gas e la quantità di calore assorbita 
da questi per compressione da volume Vi; a volume V, in base all'equazione 
PV" = a (processo politropico). 

Soluzione. Il lavoro è 


Ve 
| i _ _ 
r=- | Pav=—- (Vi Vi”). 
Vi 


Poiché la somma della quantità di calore e del lavoro è pari alla variazione 
totale dell'energia, abbiamo Q = Nc, (7, — 71) — R, 8 poiché T = PV/N = 
= (a/N) V1-n, si ha 


Q=a (e, +73) Va Vi”). 


6. Calcolare il lavoro compiuto su un gas perfetto e la quantità di calore 
assorbita da questi nel caso in cui il gas compie un processo ciclico (cioè dopo 
il processo torna allo stato iniziale) composto di due processi isocori e di due 
processi isobarici: il gas passa dallo stato a pressione e volume P,, Vi allo stato 
con P,, Va, poi allo stato con P., Va, poi ancora allo stato con P., Vi e, infine, 
allo stato Pi, Vi. 

Soluzione. La variazione dell’energia in un processo ciclico è uguale a zero, 
in quanto lo stato iniziale coincide con quello finale. Pertanto il lavoro e la 
quantità di calore trasmessi per un tale processo sono uguali e di segno contra- 
rio (R = —Q). Per calcolare A nel caso considerato, osserviamo che nei processi 
isocori il lavoro è nullo e nei due processi isobarici è uguale, rispettivamente 
a —P.(V. — Vi ea —Pa(Vi—- VV.) Quindi 


R= (Va -Vi) (Pia Pi. 


7. Lo stesso problema per un processo ciclico composto di due processi 
isocori e due processi isotermici (gli stati successivi del gas hanno volume e tem- 
SERA 1) Va, Ti; 2) Va, Ta; 3) Va, Ta; 4) Va, Ta; 5) Va, 71). 

oluzione. | 


R=(T,—T) Nin. 
Va 


8. Lo stesso problema per un ciclo composto di due processi isotermici 
e di due processi adiabatici (gli stati successivi hanno entropia, temperatura 
e pressione: 1) S,, 71, Pxj 2) S1: Ta; 3) Sa, Ta, Pa 4) Sa, 7115) Si, Tu Pi). 
Soluzione. | 
Pi Ta \ 
Q=(T3—T1) (S-S)=(T3-71) (Nin E+Nep Inzt). 
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9. Lo stesso problema per un ciclo composto di due processi isobarici e di 
due processi isotermici (gli stati successivi: 1) P1, 71; 2) Pa, Ta; 3) Pa, 73; 
4) Ps, T1; 0) Pa, Ti). l i Bra pp ) po 
Soluzione. Il lavoro compiuto sul gas nei processi isobarici è pari (vedi il 


problema 4) a N(71— 7.) 0 N (Ta— 7), € nei processi isotermici, N 7, In PI 
eNT,ln Si. La loro somma è 
2 
R=N (fa--T)ln 5, 
4 


10. Lo stesso problema per un ciclo di que processi isobarici e di due pro- 
cessi adiabatici (gli stati successivi del gas sono: 1) P,, Si, 71; 2) Pi) Sa; 3) Pa, 
Ss, Ta; 4) Par S1; 9) P1, S1, 71). 

Soluzione. La temperatura del secondo stato è 7, (P3/P)!-?"? e del quarto, 


T,(Pi/Pa)!-?"Y (queste temperature si possono trovare a partire da 7; e 7 
mediante le relazioni (43,7)). La quantità di calore trasmessa al gas nei processi 
adiabatici è uguale a zero, e nei processi isobarici (vedi il problema 4) è 


1-9 1-7 
P. \ Pi \YV 
ven [1 (38)? n] è no(ri($)7 n]. 
Quindi, 
1-% i-y 


o=veri[($5)? -Jeran(()" 1]. 


11. Lo stesso problema per un ciclo di due processi isocori e di due processi 
aclanaliei i da successivi sono: 1) Va, Si, 71; 2) Vi, Sa; 3) Var Sar Zaj 
Soluzione. ‘Utilizzando il risultato del problema 2, otteniamo 


R= Nesta[1-(72)" ]+veor [() ] 


12. Calcolare il lavoro massimo che si può ottenere riunendo due recipienti 
contenenti due gas perfetti identici che hanno la stessa temperatura 7. e lo 
stesso numero N di particelle, ma volumi diversi V, e V.. 

Soluzione. Il lavoro massimo sarà compiuto se il processo è reversibile, 
cioè se l'entropia resta costante; in questo caso, il lavoro è pari alla differenza 
delle energie prima e dopo il proccsso ($ 19). Prima della riunione dei recipienti, 
l'entropia dei due gas, uguale alla somma delle loro entropie, era (in accordo 
con la (43,5)) 


2 
So=N In SL 2N0, In To. 


Riuniti i recipienti, si ha un gas composto di 2N particelle, che occupa 
il volume V41+V3 ad una determinata temperatura 7. La sua entropia. è 


s=2N n TI Lane ar. 


Dalla condizione So = S ricaviamo la teniperatura T 
vi 
4V Va ] 2 


T=To| ,+Va 
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L'energia dei due gas prima della riunione era E, = 2Nc, To. Dopo la 
riunione E = 2Nc,7. Pertanto il lavoro massimo è 


vel 
DE m DI 4V Vo z 
Rmax=E0—-E=2Nev (To T)=2NcoTo È (mie) |. 
13. Lo stesso problema se prima di essere riuniti i gas avevano la stessa 
pressione P, e le temperature diverse 7) e 7. 
Soluzione. In modo analogo per il problema 12 troviamo 


v_-1i 
DIESDO T.T vw 
Rmar= Ne {T1+T:-2 VITA (Fia) }- 


14. Calcolare il lavoro minimo che si deve compiere su un gas perfetto per 
comprimerlo dalla pislono P, a quella P, e con temperatura costante pari 
alla temperatura dell'ambiente (7 = To). 

Soluzione. Secondo la (20,2), il lavoro minimo è Rmnin = (E2- E) — 
— To(S$— Si) + Po(V. — Vi), dove gli indici 1 e 2 stanno ad indicare le 
grandezze prima e dopo la compressione. Nel caso considerato l’energia E non 
varia (essendo costante la temperatura), cicè E, — ZE, = 0. Usando la (43,6), 
troviamo la variazione dell’entropia al variare della pressione da P, a Pò: 
Se S=N Ink, e la variazione del volume è V, — V4= NT (3-7) 

P Pa Pi 
Da cui ricaviamo 


Rmin=NTo [to pE+Po (3-7) | ì 


15. Calcolare il lavoro massimo che si può ottenere mediante un gas per- 
fetto in un raffreddamento da temperatura 7 a temperatura dell'ambiente To, 
a volume costante. î 

Soluzione. Partendo dalla formula generale (20,3), troviamo 


Rmex= Neo (T-Ta)+NesTo In-®, 


| 16. Lo stesso problema per un gas che si raffredda da temperatura 7 a tem- 
peratura dell'ambiente 7, e che al tempo stesso si espande in modo tale che la 
sua pislon varia da P a pressione dell'ambiente Py. 

Soluzione. 


P_i T, p 
Rmox= Neo (T-To)+NToln = +Nepfoln -+N (T39-r0). 


17. Un gas a temperatura 7 si riversa da un grande recipiente termoisolato 
a pressione costante in un altro recipiente termoisolato vuoto. Determinare 
la variazione della temperatura del gas in questo processo. 

Soluzione. L'energia E del gas nel secondo recipiente è composta dell’ener- 
gia E, che aveva nel grande recipiente e del lavoro compiuto sul gas per « cac- 
ciarlo » via. Poiché si può considerare stazionario lo stato del gas nel grande 
recipiente, otteniamo la condizione W, = E (cfr. il $ 18). Di qui la temperatura 
del gas nel secondo recipiente è 
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$ 44. Legge dell’equipartizione 


Prima di passare al calcolo dettagliato delle grandezze termodi- 
namiche dei gas tenendo conto dei diversi effetti quantistici, con- 
viene considerare lo stesso problema dal punto di vista della statistica 
classica pura. Nel seguito vedremo in quali casi e in che misura 
i risultati cosi ottenuti possono essere applicati ai gas reali. 

Una molecola rappresenta una configurazione di atomi che com- 
piono piccole oscillazioni in prossimità di certe posizioni di equili- 
brio, corrispondenti al minimo dell’energia potenziale di ioro 
interazione. Questa ultima si scrive 


Poscil 


u=t0+ dI @indidho 


dove € è l’energia potenziale di interazione tra gli atomi nel caso in 
cui essi tutti si trovino in posizioni di equilibrio; il secondo termine 
invece è una funzione quadratica delle coordinate che determinano 
lo scostamento degli atomi dalle posizioni di equilibrio. Il numero 
Foscii di coordinate in questa funzione è il numero di gradi di 
libertà oscillatori della molecola. — 

Questo ultimo può essere determinato dal numero r di atomi 
nella molecola. E precisamente, una molecola a n atomi ha in tutto 
3n gradi di libertà, di cui tre corrispondono al moto traslatorio della 
molecola d'insieme e tre alla sua rotazione d’insieme. Se tutti gli 
atomi sono disposti su una retta (in particolare, molecola biatomica), 
vi sono in tutto due gradi di libertà rotatori. Quindi, una molecola 
a n atomi non lineare ha in tutto 3n — 6 gradi di libertà oscillatori, 
e quella lineare 3n — 5. Per n = 1, è ovvio che non esistono affatto 
gradi di libertà oscillatori, poiché tutti e tre i gradi di libertà dell’a- 
tomo corrispondono al moto traslatorio. 

L'energia totale e della molecola è la somma delle energie poten- 
ziale e cinetica. L’ultima è una funzione quadratica di tutti gli im- 
pulsi il cui numero è pari al numero totale 3n di gradi di libertà della 
molecola. Pertanto l’energia e ha la forma e = &, + frr (P, 9), dove 
fu (p, g) è una funzione quadratica di tutti gli impulsi e le coordi- 
nate; il numero totale di variabili in questa funzione è / = 6n — 6 
(per molecola non lineare) o ! = 6r — 5 (per molecola lineare); 
per un gas monoatomico Î = 3, poiché le coordinate non figurano in 
generale nell’espressione dell’energia. 

Sostituendo questa espressione dell’energia nella formula (41, 5), 
abbiamo 


.e-80/T 
F= — NT ln e | e tu? DIT di. 


Per determinare la dipendenza dalla temperatura dell’integrale che qui 
figura, facciamo la sostituzione p = p'VT eg = g'VT per tutte le / 
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variabili da cui dipende la funzione fu (p, 9g). Poiché questa funzio- 
ne è quadratica, si avrà 


fu (P. 9) =Tfu (P, q'), 


e 7 nell’esponente dell'espressione integranda si elide. Trasformando 
invece i differenziali di queste variabili che figurano in dt, compare 
il fattore 7!/2 che si porta fuori dal segno di integrale. L'integrazione 
sulle coordinate oscillatorie è estesa a tutto il dominio dei loro valo- 
ri, corrispondente alle oscillazioni degli atomi all’interno della 
molecola. Ma poiché la funzione integranda decresce rapidamente al 
crescere di 9, si può estendere l'integrazione a tutto il dominio da 
—c0 a +00, e lo stesso vale per gli impulsi. Il cambiamento di 
variabili eseguito non cambia allora i limiti di integrazione e tutto 
l'integrale sarà una certa costante indipendente dalla temperatura. 
Tenendo anche presente che l’integrazione sulle coordinate del 
centro di massa della molecola dà il volume V occupato dal gas, 
otteniamo infine la seguente espressione dell’energia libera: 
Me Za 
N 
(A è una costante). Sviluppando il logaritmo, otteniamo esattamente 
un’espressione della forma (43,1) con calore specifico costante uguale a 


‘=. (44,4) 
Il calore specifico c, = c, + 1 è rispettivamente 
conti, (44,2) 


Quindi, un gas perfetto propriamente classico deve possedere un 
calore specifico costante. La formula (44,1) consente allora di formu- 
lare la seguente regola: a ogni variabile nell’energia e (p, g) della 
molecola corrisponde in parti uguali 1/2 del calore specifico c, del 
gas (4/2 in unità usuali) o, che è lo stesso, in parti uguali 7/2 della sua 
energia. Questa regola si dice legge dell’equipartizione. 

Tenendo presente che nell’energia e (p, 9g) entrano da soli gli im- 
pulsi corrispondenti ai gradi di libertà traslatori ed oscillatori, pos- 
siamo dire che ciascuno di questi gradi di libertà porta al calore 
specifico un contributo pari a 1/2. Ciascun grado di libertà oscillato- 
rio dà all’energia e (p, 9g) due variabili (coordinata e impulso) e il 
suo contributo al calore specifico è pari a 1. 

È facile trovare per il modello in esame in forma generale la 
distribuzione delle molecole del gas secondo le loro energie. Per 
comodità, conveniamo ora di misurare l’energia della molecola 
a partire dal valore 80, eliminiamo cioè questa costante dall'espressio- 
ne dell’energia e (p, g). Consideriamo il volume dello spazio delle 
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fasi della molecola i cui punti corrispondono ai valori € (p, g) minori 
(o uguali) di un valore assegnato di e. In altre parole, determiniamo 


l'integrale © (e) = \ dt esteso al dominio e (p, 9) < e. In accordo 


con quanto detto sopra, e (p, g) è una funzione quadratica di / va- 
riabili. Al posto delle / grandezze p, q da cui dipende l’energia e (p, 9), 


introduciamo le nuove variabili p' = p/V e, 9’ = g/Y e. Allora la 
condizione e (p, 9) < ® diventa 


e(p',d)<1, 
e | dt si trasforma in et/2 | di. L’integrale \ dt’ non dipende evi- 
dentemente da e, cosicché t = costante- e!/2. Di qui 


! 
1 
dt (e) = costante-e? de, 


e la distribuzione delle probabilità per l'energia è 


e 14, 
dw.= Ae Te? de. 
Determinando A dalla condizione di normalizzazione, otteniamo 
l 


ini -Tg2 
dwe = CULO e ‘€ de. (44,3) 


PROBLEMA 


Determinare il calore specifico di un gas perfetto nel caso ultrarelativistico 
(l'energia della particella è legata al suo impulso mediante e = cp, c è la velo- 
cità della luce). 

Soluzione. Secondo la (41,5) abbiamo 


00 
La _V__[( -cPlTinp 
F=—NTIn N 25h)? { e 4np® dp. 
ni 0 
Integrando otteniamo ; 
O AVT 
F=-NTIn N 
(A è una costante). Di qui ricaviamo il valore del calore specifico. 
Co = 3 


che è il doppio del calore specifico di un gas monoatomico non relativistico, 


$ 45. Gas perfetto monoatomico 


Il calcolo totale dell'energia libera (e con essa delle altre grandez- 
ze termodinamiche) di un gas perfetto rende indispensabile calcolare 
la somma statistica nell'argomento del logaritmo nella formula (42,3) 


Z=YVe WI, 
x 
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Qui ex sono i livelli di energia dell'atomo o della molecola (l’ener- 
gia cinetica del moto traslatorio della particella è esclusa). Eseguen- 
do la sommatoria soltanto su tutti i diversi livelli di energia, biso- 
gna tener presente che il livello può essere degenere e in questo caso 
il termine corrispondente deve entrare nella somma su tutti gli 
stati in numero uguale alla molteplicità di degenerazione. Indichia- 
mo questa ultima con gx; per questa ragione, la molteplicità di dege- 
nerazione del livello si chiama spesso suo peso statistico. Omettendo 
per brevità l’apice in e, scriviamo la somma statistica che ci inte- 
ressa nella forma 


7 = x gre 3n!7, (45,1) 


L'energia libera del gas è 


= NF) 2]. (45,2) 


23th? 


Passando allo studio dei gas monoatomici, facciamo la seguente 
importante osservazione. Al crescere della temperatura nel gas au- 
menta il numero di atomi che si trovano in stati eccitati, compresi 
gli stati dello spettro continuo, corrispondenti alla ionizzazione 
dell'atomo. A temperature non troppo alte il numero di atomi ioniz- 
zati nel gas è relativamente trascurabile. È importante però che il 
gas risulti praticamente completamente ionizzato già a temperature 
per cui 7 è dell'ordine di grandezza dell’energia di ionizzazione Zjop 
(e non solo per 7 > Zion, vedi il $ 104). Pertanto si può considerare 
un gas non ionizzato solo a temperature che soddisfino la condizione 
T< Ion). ! | 

Come è noto, i termini atomici (a prescindere dalla loro struttura 
fina) sono disposti in modo tale che la distanza del livello fonda- 
mentale dal primo livello eccitato è confrontabile in grandezza con 
l'energia di ionizzazione. Quindi, a temperature 7 &Zion nel gas 
saranno praticamente assenti non solo atomi ionizzati, ma anche ato- 
mi eccitati, cosicché si può ritenere che tutti gli atomi si trovano 
nello stato fondamentale. | | 5 

Consideriamo preliminarmente il caso più semplice in cui gli 
atomi nello stato fondamentale non posseggono né momento orbitale 
né spin (L= S = 0); tali sono, per esempio, gli atomi dei gas 
nobili. In questo caso, il livello fondamentale non è degenere e la 
somma statistica si riduce a un solo termine Z = exp (—e9/7). Per 
i gas monoatomici si pone al solito e, = 0, cioè l’energia si misura 

1) Per i diversi atomi i valori della temperatura /;,,/X sono compresi tra 
5-104° (atomi dei metalli alcalini) e 28 -104° (elio). 


ion 
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a partire dal livello fondamentale dell’atomo; allora Z = 41. Svilup- 
pando il logaritmo nella (45,2) in somma di più termini, otteniamo 
per l’energia libera un'espressione della forma (43,1) con il calore 
specifico 


‘=3 (45,9) 
e la costante chimica 


3 
(=3n 7 (45,4) 


(0. Sackur, H. Tetrode, 1912). 

Il valore del calore specifico ottenuto è interamente legato ai 
gradi di libertà traslatori dell'atomo: 1/2 per ogni grado di libertà; 
ricordiamo che il moto traslatorio delle particelle del gas è sempre 
quasi-classico. È ovvio che in queste condizioni (assenza nel gas di 
atomi eccitati) i «gradi di libertà elettronici» non incidono sulle gran- 
dezze termodinamiche 1). dai 

Le espressioni ottenute permettono di dedurre il criterio di appli- 
cabilità della statistica di Boltzmann. In questa statistica si sup- 
pongono piccoli i numeri 


(vedi la (37,4)). É sufficiente, ovviamente, richiedere che sia soddi- 
sfatta la condizione 


ebiT & 1. 


Per il potenziale chimico p = ®/N ricaviamo dalla (43,3) con 
i valori di c, e È dalla (45,3-4) la seguente espressione: 


p=rlo[5y (22) ]-r1[4-(22)”]. 659 


1) La parte elettronica delle grandezze termodinamiche non puà ovvia- 
mente essere considerata in nessuna condizione in modo classico. È da notare 
a questo proposito un fatto (che infatti abbiamo supposto tacitamente già pri- 
ma) che in statistica classica gli atomi si devono considerare come particelle 
non dotate di struttura interna. L’impossibilità di applicazione ai fenomeni 
atomici interni della statistica basata sulla meccanica classica appare ancora 
una volta evidente dall’assurdità alla quale condurrebbe la sostituzione nelle 
formule classiche della distribuzione dell’energia di interazione tra gli elettroni 
e il nucleo dell'atomo. Questa ultima ha la forma — a/r, dove r è la distanza 
dell'elettrone dal nucleo, a una costante. Sostituendo otterremmo nella distri- 
buzione il fattore exp (a/r7) che per r = 0 diventa infinito; questo significhereb- 
be che in. equilibrio termico tutti gli elettroni dovrebbero « cadere » sul nucleo. 
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Pertanto otteniamo il criterio 
N h3 \3/2 
3 (17) < (45,6) 


Questa condizione richiede che per una data temperatura il gas sia 
sufficientemente rarefatto. La sostituzione dei valori numerici ri- 
vela che, infatti, per tutti i gas atomici (0 molecolari) questa condi- 
zione potrebbe essere violata solo per densità tali in cui diventa con- 
siderevole l'interazione tra le particelle e, di conseguenza, non si può 
più considerare il gas come perfetto. 

opportuno dare la seguente interpretazione del criterio ottenu- 
to. Poiché la maggior parte degli atomi godono di un'energia dell’ or- 
dine di 7 e, quindi, di impulso - V mT, si può dire che tutti gli ato- 
mi occupano nello spazio delle fasi un volume - V (m7)?/?. A que- 
sto volume corrispondono — V (m7)*/?/h? degli stati quantistici. 
Nel caso di Boltzmann, questo numero deve essere grande rispetto al 
numero N di particelle, da cui si ottiene immediatamente la (45,6). 

Facciamo infine la seguente osservazione. Le formule ottenute 
in questo paragrafo sono, a prima vista, in contrasto con il teorema di 
Nernst: non si annullano né l'entropia né il calore specifico per 
T=0. Tuttavia bisogna tener presente che nelle condizioni in 
cui è stato enunciato il teorema di Nernst tutti i gas reali a tempera- 
ture sufficientemente basse sono già condensati. Infatti, il teorema 
di Nernst richiede che l'entropia del corpo per un dato valore del 
suo volume si annulli per 7 = 0. Ma per .7 + 0 la pressione del va- 
pore saturo di tutte le sostanze tende verso lo zero cosicché una quan- 
tità finita di materia, per un volume dato finito, non può restare 
gassosa per 7 -+ 0. 

Se invece consideriamo un modello di gas composto di particelle 
mutuamente repulsive, il che è possibile in linea di principio, anche 
se un tale gas non sarà mai condensato, la statistica di Boltzmann 
cessa di essere valida per temperature sufficientemente basse; 
l'applicazione della statistica di Fermi o di Bose, invece, conduce, 
come vedremo più avanti, a delle espressioni che soddisfano il teore- 
ma di Nernst. 


$ 46. Gas monoatomico. Influenza del momento elettronico 


Se nello stato fondamentale dell’atomo è diverso da zero uno dei 
momenti Z o S, nel livello normale è assente, in generale, come pri- 
ma la struttura fina. Infatti, l’assenza di struttura fina del livello 
normale è sempre legata all’uguaglianza a zero del momento orbita- 
le L; lo spin $, invece, può anche essere diverso da zero (per esempio, 
gli atomi nei vapori dei metalli alcalini). 

Il livello con spin S è 26 + 1 volte degenere. La sola differenza 
dal caso considerato al paragrafo precedente è che la somma stati- 
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stica Z diventa uguale a 258 + 1 (e non a 1), cosicché alla costante 
chimica (45,4) si associa la grandezza 1) 


tg =1ln (25 +1). (46,1) 


Se il termine fondamentale dell’atomo è dotato di struttura fina, 
bisogna tener conto che gli intervalli di questa struttura possono, in 
generale, essere confrontabili con 7; pertanto nella somma statistica 
si deve tener conto di tutte le componenti della struttura fina del 
termine fondamentale. 

Come è noto, le componenti della struttura fina si distinguono per 
i valori del momento angolare totale dell’atomo (essendo gli stessi 
il momento orbitale ZL e lo spin S$). Indichiamo questi livelli misu- 
rati a partire da quello più basso con ey. Ogni livello con YJ dato 
è 27 + 1 volte degenere nelle direzioni del momento angolare tota- 
le ®. Pertanto la somma statistica assume la forma 


Z= d, (27 4-1) e 317. (46,2) 


la sommatoria è estesa a tutti i valori possibili di J (per L e S dati)- 
Otteniamo l’energia libera 


F=—NTlo[G (ae) D(25+1)e7]. (46,3) 
J 


Questa espressione si semplifica notevolmente in due casi limite. 
Supponiamo la temperatura così alta che T sia grande rispetto a tutti 
gli intervalli della struttura fina 


TS ey. 


Allora si può porre ‘e7°5 IT 2 Ae Z diventa semplicemente uguale al 
numero totale (25 + 1) (2Z + 1) di componenti della struttura 
fina. Nell’espressione dell’energia libera entrerà il vecchio calore 
specifico costante c, = */, e alla costante chimica (45,4) si assocerà 
la grandezza 


L= 1n(25+1)(2L+1). (46,4) 


Le stesse espressioni per le grandezze termodinamiche (con al- 
tra È) si ottengono nel caso limite inverso in cui 7 è piccola rispetto 


1) Scriviamo a titolo di informazione il potenziale chimico di un gas per- 
fetto monoatomico con peso statistico g (molteplicità di degenerazione) dello 
stato fondamentale 


p=T ln [A (FE) “] =Tìn [7 cl )] .  (46,4a) 


Questa formula si riferisce sia al gas di Boltzmann composto di particelle ele- 
mentari che al gas elettronico g = 2. 

2) Supponiamo che nell’atomo si verifichi il cosiddetto legame di Rus- 
sel — Saunders; vedi III, $ 72. ” 
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agli intervalli della struttura fina 1’). In questo caso, nella somma 
(46,2) si possono omettere tutti i termini, tranne uno in cui &; = 0 
(la più bassa componente della struttura fina, cioè il livello fonda- 
mentale dell'atomo). Cosf, il termine supplementare rispetto alla 
(405,4) nella costante chimica risulta uguale a 


Go = In (27 + 1), (46,5) 


dove J è il momento angolare totale dell'atomo nello stato fonda- 
mentale. - N 

Quindi, in presenza della struttura fina del termine fondamentale 
dell’atomo il calore specifico del gas a temperature sufficientemente 
basse e sufficientemente alte ha un valore costante e nell’intervallo 
tra di esse dipende dalla temperatura passando per un massimo. Bi- 
sogna, tra l’altro, tener presente che per i gas di cui si può trattare 
qui (vapori dei metalli pesanti, ossigeno atomico, ecc.) è importante 
la sola regione delle alte temperature in cui il calore specifico del gas 
è già costante. 

Abbiamo trascurato finora che l’atomo possa avere uno spin nuc- 
leare i diverso da zero. Come è noto, la presenza di spin nucleare con- 
duce alla cosiddetta disintegrazione superfina dei livelli atomici. 
Gli intervalli di questa struttura sono trascurabili e si possono con- 
siderare piccoli rispetto a 7 per tutte le temperature in generale per 
cui il gas può esistere come tale ?. Quindi, calcolando la somma sta- 
tistica, si possono completamente trascurare le differenze tra le ener- 
gie delle componenti del multipletto superfino e tener conto di questa 
disintegrazione come aumento della molteplicità di degenerazione 
di tutti i livelli (e anche della somma Z) di :2î + 1 volte. Ne segue 
che nell’energia libera comparirà un termine «nucleare » complemen- 
tare 


Frie = — NT In (2141). (46,6) 


Questo termine non cambia il calore specifico del gas (l'energia cor- 
rispondente è Enuc = 0) e conduce solo a una variazione dell’entro- 
pia di Suc = N In (2i + 1), cioè alla variazione della costante 
chimica di Zoe = In (2i + 1). 

Essendo estremamente piccola l’interazione tra lo spin nucleare 
e lo strato elettronico, la parte «nucleare» delle grandezze termodina- 
miche non gioca al solito nessun ruolo nei diversi processi termici e 


1) Indichiamo a titolo di esempio che le grandezze £y/k per le componenti 
del tripletto del termine fondamentale dell'atomo d ossigeno sono uguali a 230 
e 320°, per il quintupletto del termine fondamentale dell'atomo di ferro esse 
assumono i valori da 600 a 1400°, per doppietto del termine fondamentale del- 
l'atomo di cloro, 1300°. | l 

2) Le temperature corrispondenti agli intervalli della struttura superfina 
dei diversi atomi sono comprese tra 0,1 e 1,4°. 
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quindi è assente nelle equazioni. Pertanto, come si usa fare, omette- 
remo questi termini; in altre parole, conveniamo di misurare l’en- 
tropia non dallo zero, ma a partire dal valore Snuc determinato dagli 
spin nucleari. 


$ 47. Gas biatomico molecolare ad atomi diversi. 
Rotazione delle molecole 


Prima di passare al calcolo delle grandezze termodinamiche di 
un gas biatomico, indichiamo soprattutto che, come conviene 
considerare i gas monoatomici solo a temperature 7 piccole 
rispetto all'energia di ionizzazione, cosi si può considerare un gas 
biatomico in quanto tale solo a condizione che T sia piccola rispetto 
all’energia di dissociazione della molecola !). Questo fatto comporta 
che nella somma statistica bisogna tener conto solo del termine elet- 
tronico fondamentale della molecola. 

Cominciamo a studiare un caso più importante in cui la molecola 
del gas nel suo stato elettronico fondamentale non possiede né spin 
né momento orbitale di rotazione rispetto all’asse (S = 0, A = 0); 
un tale termine elettronico non è ovviamente dotato di struttura 
fina. Inoltre, bisogna distinguere il caso delle molecole composte 
di atomi diversi (compresi i diversi isotopi di uno stesso elemento) 
dal caso delle molecole composte di atomi identici; questo ultimo ca- 
so ha alcune particolarità specifiche. In questo paragrafo supporremo 
che la molecola sia composta di atomi diversi. 

Il livello di energia di una molecola biatomica è costituito, in 
una certa approssimazione, di tre termini indipendenti: l'energia 
elettronica (di cui fa parte anche l’energia di interazione coulombia- 
na tra i nuclei in loro posizione di equilibrio e che misureremo a par- 
tire dalla somma delle energie degli atomi dissociati), l'energia di 
rotazione e l'energia di oscillazione dei nuclei all’interno della mo- 
lecola. Per il termine elettronico di singoletto questi livelli si pos- 
sono scrivere nella forma (vedi III,$ 82) 


spa atio (2+3) +4 K(K+1). (47,4) 


Qui £, è l'energia elettronica, fo il quanto di oscillazione, v il numero 
quantico .di oscillazione, XK il numero quantico di rotazione (il 
momento di rotazione della molecola), / = m'rî il momento d’iner- 
zia della molecola (m' = m,m.,/(m, + m.) è la massa ridotta dei due 
atomi, r, il valore di equilibrio della distanza tra i nuclei). 


1) Diamo a titolo di esempio le temperature / ajss'È per alcune molecole 


biatomiche: Hg : 52.000°; Na : 113.000°; O, : 59.000°; CI, : 29.000°; NO : 61.000°; 
CO : 98.000°. 
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Sostituendo l'espressione (47,1) nella somma statistica, questa 
ultima si separa, evidentemente, in tre fattori indipendenti 


Z= e-20TZ.04Z oscil: (47,2) 


dove le somme « rotatoria » e « oscillatoria » sono definite come segue: 


Ta s Q£K+1)exp[| 7 K (K+4)], (47,3) 
K=0 

Zosn= Di exp[-F (2+3)]: (47,4) 
o=0 


il fattore 2K + 1 nella Z,4 tiene conto della degenerazione dei li- 
velli di rotazione nelle direzioni del momento di rotazione K. Ne 
segue che l'energia libera si scrive come somma di tre termini 


V T \3/2 
F=—NTln|F (a) ++ Font No (47,5) 


(m = m, + m, è la massa della molecola). Il primo termine si può 
chiamare parte traslatoria Fi.as1 (poiché è legato ai gradi di libertà 
del moto traslatorio delle molecole), e 


Fror= — NT lnZrotr Fosen= -- NT In Zosey (47,6) 


parti rotatoria e oscillatoria. La parte traslatoria si esprime sempre 
con una formula del tipo (43,1) con il calore specifico costante c:rasì = 
= 3/2 e con la costante chimica 


3 m 
btrasl = Gi In ahi * (47,7) 
Il calore specifico totale del gas si scrive come somma di più ter- 
mini 

Co = Cirasl 4 Crot + Coscils Cp= Ctrast + Crot + Cosent-1, (47,8) 


ciascuno dei quali è legato all’eccitazione termica, rispettivamente, 
del moto traslatorio della molecola, della sua rotazione e delle 
oscillazioni degli atomi all’interno della molecola. 

Occupiamoci del calcolo dell’energia libera rotatoria. Se la 
temperatura è così alta che 


TDI 
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(il «quanto rotatorio » fi/2I è piccolo rispetto a 7)!), allora nella som- 
ma (47,3) il ruolo principale è svolto dai termini contenenti grandi 
K. Ma per i grandi valori di X la rotazione della molecola è quasi- 
classica. Quindi, in questo caso, la somma statistica Zrog può essere 
sostituita con l’integrale classico corrispondente 


Zrot = | e-4O/T derot, (47,9) 


dove e (M) è l’espressione classica dell'energia cinetica di rotazione 
in funzione del momento di rotazione M. Introducendo un sistema 
di coordinate Èn$ solidale alla molecola e rotante con l’asse $ attorno 
all'asse di rotazione della molecola e tenendo conto che una molecola 
biatomica ha due gradi di libertà rotatori e che il momento di rota- 
zione di un sistema meccanico lineare è perpendicolare al suo asse, 
scriviamo 


e(M)=- (M?+M}). 


L'elemento dt è il prodotto dei differenziali AM: dM, e dei dif- 
ferenziali corrispondenti delle «coordinate generalizzate» diviso per 
(2rh)*, cioè degli angoli infinitesimi di rotazione attorno agli assi 
È e n: dpr dp”). Ma il prodotto di due angoli infinitesimi di rota- 
zione attorno agli assi È e n non è altro che l’elemento dell'angolo 
solido dor corrispondente alla direzione del terzo asse &; l’integra- 
zione sull'angolo solido dà 4n. Quindi, abbiamo?) 


+00 
4 4 2I 
Ziot=< age | | P[ — 277 (Mt+ MA) ]dMdMin=7 T- 


Di qui l'energia libera è 


Fiw=—NTInT-NTIn iL, (47,10) 


1) Infatti questa condizione è sempre soddisfatta per tutti i gas, ad eccezione 
dei due isotopi dell’idrogeno. A titolo di esempio diamo i valori di %2/2%/ per 
alcune molecole: H, : 85,4%; Da : 43% HD: 649; Na: 2,9%; Og: 2,1°;C1,:0,369; 
NO : 2,4%; HCl: 15,2°. 

2) Occorre tener presente che questa scrittura è, in un certo senso, conven- 
zionale, poiché dp; e dp, non sono differenziali totali di nessuna funzione della 
posizione degli assi. 

3) Questo valore di Z_,{ si può anche ottenere in un altro modo: considerando 
grandi i numeri X nella somma (47,3) e sostituendo la sommatoria con l’inte- 
grazione su X, troviamo 


00 
, K2hn2 2TI 
0 


11—-2641 
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Quindi, considerando temperature non troppo basse, la parte 
rotatoria del calore specifico risulta costante e pari a crot = 4, in 
accordo con i risultati generali dello studio classico al $ 44 (1/2 per 
ogni grado di libertà rotatorio). La parte rotatoria della costante 
chimica è Èrot = In (27/4). Vedremo più avanti che esiste una regio- 
ne notevole di temperature in cui è soddisfatta la condizione 7 ‘> 
> /?/2I e al tempo stesso sono assenti la parte oscillatoria dell’ener- 
gia libera e con essa la parte oscillatoria del calore specifico. In questa 
regione il calore specifico di un gas biatomico è co = Ctrasi + Crot» 
cioò 


9 7 
Co =: ‘035: (47,11) 


e la costante chimica & = trasi 1 Érot è 


= (E) (47,12) 


Nel caso limite inverso delle basse temperature 
T & h3/2I 
è sufficiente conservare i primi due termini della somma 
Zrot=1 + 3e-hIT, 


e, con la stessa approssimazione, otteniamo l'energia libera 


Frot= — INTe-n3/IT (47,13) 

Di qui l'entropia è 
Srot= 77 e-h9UIT (14-17) (47,14) 

e il calore specifico 
Cro=3N (17) "et, (47,15) 


Quindi, l’entropia e il calore specifico rota ori di un gas per 7 + 0 
si annullano in generale secondo una legge esponenziale. Alle basse 
temperature un gas biatomico si comporta quindi come gas mono- 
atomico; sia il suo calore specifico che la costante chimica hanno 
gli stessi valori the avrebbe un gas monoatomico con particelle di 


massa mm. 
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Nel caso generale di temperature arbitrarie, la somma Zrot deve 
essere calcolata numericamente. Nella fig. 4 è rappresentata la curva 


1,2 


30 


otTaqz a4 Q6 08 10 1,2 14 
Fig. 4 


di cr come funzione di 27//h?. Il calore specifico rotatorio ha un 
massimo pari a 1,1 per 7 = 0,81 (h?/2/) e dopo averlo raggiunto si 
avvicina asintoticamente al valore classico 1°). 


$ 48 Gas biatomico molecolare ad atomi identici 
Rotazione delle molecole 


Le molecole biatomiche composte di atomi identici hanno delle 
particolarità specifiche, il che rende indispensabile modificare al- 
cune formule ottenute al paragrafo precedente. 

Prima di tutto soffermiamoci sul caso limite delle alte tempera- 
ture che consente uno studio classico. Dato che i due nuclei sono 
identici, le due onientazioni opposte dell’asse della molecola (che si 
distinguono per una semplice permutazione dei nuclei) corrispon- 
dono ora a uno stesso stato fisico della molecola. Pertanto l'integrale 
statistico classico (47,9) deve essere diviso per 2. Questo fatto con- 
duce a una variazione della costante chimica che diventa 


I 
Èrot =ln GE s (48,1) 


1) Si può ottenere lo sviluppo asintotico delle grandezze termodinamiche 
per grandi valori di 27//h?. Per il calore specifico i primi due termini dello 
sviluppo sono 


4 hi? 2 
re=1+7 (7) 
Tuttavia è necessario tener presente che questo sviluppo dà un’insufficiente 


approssimazione per la funzione c,gt (7). 


11% 
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ne segue che il fattore 2 scompare anche nell'argomento del logaritmo 
della somma &trasi + Grot (47,12). 

Si devono eseguire delle modifiche più sostanziali a temperature 
che richiedono uno studio quantistico. Poiché tutto il problema pre- 
senta infatti interesse solo nell'applicazione ai due isotopi dell’i- 
drogeno (H, e D,), nel seguito terremo conto proprio di questi gas. 
Come è noto (vedi III, $ 86), la condizione che i nuclei siano dotati 
di simmetria quantomeccanica fa sî che nel termine elettronico 
1%j} (il termine fondamentale della molecola d’idrogeno) i livelli di 
rotazione con valori pari e dispari di X hanno diverse molteplicità 
di degenerazione nucleare: i livelli con K pari (dispari) si realiz- 
zano solo per uno spin totale pari (dispari) dei due nuclei e hanno del- 
le :molteplicità di degenerazione relative 

___d _ +4 
8 Giri » Eu= Di +1 


per uno spin semintero i dei nuclei, o 
it+1 


887 ipfi: SUS wIT 


per i intero. Per l'idrogeno, le molecole che si trovano in stati con 
peso statistico nucleare maggiore si chiamano, secondo la termino- 
logia usata, molecole di ortoidrogeno, e in stati con peso minore, mo- 
lecole di paraidrogeno. Cosî, per le molecole di H, e D, abbiamo i 
seguenti valori dei pesi statistici: 


para gu = !/s- 


orto gu =%/ 
para gg=‘/, 


H.6='){ D, (1=1){ 


L'indice g significa che la molecola ha uno spin totale nucleare pari 
(0 per H.; 0, 2 per D.) e i momenti di rotazione X pari; l'indice u 
indica gli spin totali nucleari dispari (1 per H, e D.) e i valori di- 
spari di K. 

Le molecole a nuclei diversi hanno le stesse molteplicità di dege- 
nerazione nucleare di tutti i livelli di rotazione, e perciò se tenessimo 
conto di questa degenerazione avremmo una variazione della costante 
chimica di poca importanza; viceversa, questo conduce qui a una 
variazione della forma stessa della somma statistica che si deve ora 
scrivere nel seguente modo!): 


Zrot ca gelg + Lulu (48,2) 


1) La normalizzazione qui adottata dei pesi statistici nucleari (tale che 
Sgt Eu= 1) significa che l'entropia è misurata a partire dal valore In (2i4-1)? 
in accordo con la condizione accettata alla fine del $ 46... 
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dove 
Z= N (2E+1)exp[-7E(K+4)], 


K=0, 2,... 


Z,= SD (@K+1)exp[-7K(K+1)]. 


K=:i, dii o e 


(43,3) 


La variazione corrispondente dell'energia libera sarà 
Frov= — NT In (ggZe + guZu); (48,4) 


cambieranno anche le altre grandezze termodinamiche. Ad alte tem- 
perature si ha 


i TI 
Zg=Zu 2 FT rot=" 5 » 


cosicché si ottiene per l’energia libera, come doveva essere, la. vec- 
chia espressione classica. 

Per T- 0la somma Z,; tende a uno, e Z, tende esponenzialmente 
a zero; a basse temperature il gas si comporterà quindi come un gas 
monoatomico (il calore specifico crot = 0) alla cui costante chimica 
si deve aggiungere una parte nucleare pari a ùnuc = IN gg. 

Le formule scritte si riferiscono ovviamente a un gas che si trova 
in equilibrio termico completo. In un tale gas il rapporto tra il nu- 
mero di molecole di paraidrogeno e il numero di molecole di ortoi- 
drogeno è una funzione della temperatura che, in virtù della distri- 
buzione di Boltzmann, è uguale a 


ip= Norto-Hr a gulu se 3Zu 1 = 
ul para-Hs Eglg Zg Ds 
N Egl 2Z 
— orto-Da _ 5878 _ 108 Ì (48,5) 


N para-De 4 ulu Zu 


Al variare della temperatura da 0 a co il rapporto xp, varia da 0 
a 3, e il rapporto xp, da 0 a 1/2 (per 7 = 0 tutte le molecole si tro- 
vano ovviamente in uno stato con X minore, K = 0, il che corri- 
sponde al para-H, o all’orto-D, puri). 

È necessario però tener presente che la probabilità che lo spin 
nucleare totale cambi per urti tra le molecole è molto scarsa. Per- 
tanto le molecole di orto- e paraidrogeno si comportano praticamente 
come diverse modificazioni dell’idrogeno che non si trasformano mu- 
tuamente!). Quindi, nella pratica si ha a che fare non con un gas in 
equilibrio, ma con una miscela in non equilibrio di orto- e paramo- 
dificazioni le cui quantità relative hanno un valore assegnato costan- 


1) In assenza di catalizzatori speciali. 
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te!). L'energia libera di una tale miscela è 
energie libere delle due componenti. 

In particolare, per 7 = co (l'orto-H, o il para-D3 puri) 
si ha 


pari alla somma delle 


F.,4= — NT In Lulu 


A basse temperature (7/2/7 > 1) si può conservare in Z, il solo 
primo termine della somma, cosicché si avrà Z, = 3 exp (—h#/I7) 
e l'energia libera sarà 


Frot =NZ_NT In SLue 


Questo vuol :dire che il gas si comporterà come un gas monoatomico 
(crot = 0), nella costante chimica comparirà il termine supplemen- 
tare Ìn 3g, e nell’energia il termine costante N#?// corrispondente 
all'energia idi rotazione di tutte le molecole con X = 1. 


$ 49. Gas biatomico, Oscillazioni degli atomi 


La parte oscillatoria delle grandezze termodinamiche del gas 
diventa notevole rispetto a quella rotatoria a temperature più alte, 
poiché gli intervalli della struttura oscillatoria dei termini sono 
grandi rispetto agli intervalli della struttura rotatoria?). 

Assumeremo la temperatura grande ma in modo tale che siano 
eccitati soprattutto i livelli oscillatori non troppo alti. Allora le 
oscillazioni sono piccole (e quindi armoniche) e i livelli di energia 
sono determinati dall’usuale espressione fo (v 4 4/2) utilizzata 
nella (47,4). 

Il calcolo della somma statistica oscillatoria Zosci (47,4) è 
molto semplice. Data la convergenza molto rapida della serie, si 
può formalmente estendere la sommatoria sino a v = co. Convenia- 
mo di misurare l’energia della molecola a partire dal livello oscil- 
latorio più basso (v = 0), cioè includiamo 7/2 nella costante 8%; 
nella (47,1). 

In questo caso abbiamo 


co 


1 
Zoscn = Dj em heuUT = 1a h0lT* 


o=0 
da cui l'energia libera è | 
Foseii= NT In (1 —e-h0/T), DIE (49,1) 


1) Per un gasordinario che per lungo tempo si sia trovato alla temperatura 
ambiente questo rapporto vale 2, = 3, zp, = 1/2 


3) A titolo di esempio diamo i valori di ho/k per RT La biatomici: 
H,:6.100%; N, :3.340°; O, : 2.230°; NO : 2.690°; HCI : 4.140 
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l'entropia 


Sos = — N In (1-e 00) + a (49,2) 


l'energia 


Eoscu = ur — 
el@!IT _ 4 


e il calore specifico 
ho \3 e®IT 
cen = (58) 


(49,4) 


(el0/T —1)3 : 


Nella fig. 5 è rappresentata la curva di cosciì in funzione di Tlho. 


0702 Q4 06 98 10 12 4 
Fig. 5 


Alle basse temperature (f@ > 7) tutte queste grandezze tendono 
esponenzialmente a zero 


Fon = — NTe-M0IT, coon=(F-) eM9F. (49,5) 


Ma alle alte temperature (fo. < 7) abbiamo 
Fossu= — NTInT+NTInho-N 3%, (49,6) 


cui corrisponde il calore specifico costante coscii = 1°) e la costante 
chimica &oscn = — In fio. Sommando ai valori (47,11) e (47,12), 
troviamo che alle temperature T > %o il calore specifico totale di un 
gas biatomico è *) 


=}, 60=35 (49,7) 


1) Di nuovo in accordo con i risultati classici al $ 44. 
°) Come si vede dalla fig. 5, in realtà c sci si avvicina al suo valore limite 1 


già per 7 = f@ (poiché per 7/f0 = 1 si ha c,scit = 0,93). La condizione di 
applicabilità delle espressioni classiche si può praticamente scrivere 7 > #0/3. 


168 CAPITOLO IV 


e la costante chimica 


(2) I 3/2 
tn (a) | (49,8) 
In questa formula il fattore (2) va omesso per le molecole ad atomi 
identici. I due primi termini dello sviluppo di Eosci sono 


Evsen= NT — Ni. (49,9) 


La comparsa del termine costante —Nfo/2 è dovuta al fatto che, 
l'energia si misura qui a partire dal livello quantistico inferiore 
(cioè dall’energia delle «oscillazioni nulle »), mentre l'energia classica 
aa essere misurata a partire dal minimo dell’energia poten- 
ziale. 

L'espressione (49,6) dell’energia libera si può ovviamente ottenere 
in modo classico, poiché per T ‘> È sono essenziali i grandi numeri 
quantici v per i quali il moto è quasi-classico. L'energia classica delle 
piccole oscillazioni di frequenza @ ha la forma 


m LI 


Eoscil (p, q)= mi = 


(m’ è la massa ridotta). Integrando questa espressione di e, si ottiene 
il seguente valore dell’integrale statistico: 


«+00 
1 st 
Zosn="g7 | | e oeTapda=az (49,10) 


corrispondente alla (49,6)!) (data la convergenza rapida, si può in- 
tegrare in dg nei limiti tra —00 e +00). 

A temperature sufficientemente alte, quando sono eccitate le 
oscillazioni con grandi v, possono avere importanza gli effetti di 
anarmonicità delle oscillazioni e di interazione tra le oscillazioni e 
la rotazione della molecola (questi effetti sono, in linea di principio, 
dello stesso ordine di grandezza). Essendo v grande, la correzione 
corrispondente alle grandezze termodinamiche può essere determina- 
ta classicamente. se 

Consideriamo la molecola come sistema meccanico di due parti- 
celle interagenti secondo la legge U (r) in un sistema di coordinate 
in cui si trova in quiete il loro centro di massa. L'energia (l’hamil- 
toniana) descrivente classicamente in modo esatto la rotazione e le 
oscillazioni del sistema è la somma dell’energia cinetica (come ener- 
gia della particella con una massa ridotta) e dell'energia potenziale 


+) Lo stesso valore si ottiene sostituendo la sommatoria su v con un'’inte- 
grazione in dv. 
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U (r). L’integrale statistico dopo un'integrazione sugli impulsi si 
riduce a un integrale sulle coordinate 


| e-Dorr av, 


e dopo un'integrazione sugli angoli (in coordinate sferiche) resta 
l'integrale 

00 

f e-V0/Tr? dr. 

0 


L'approssimazione corrispondente alle oscillazioni armoniche indi- 
pendenti e alla rotazione della molecola si ottiene :ponendo U (r) = 
= U, + 1/2 m'@0? (r — ro)? e sostituendo nell’integrazione il fattore 
variabile lentamente r? con rî, dove r, è la distanza in equilibrio 
tra le due particelle; U, = U (ro). Per tener conto dell’anarmo- 
nicità delle oscillazioni e della loro interazione con la rotazione, 
scriviamo ora 


U (r)=U+EG at +8) (49,11) 


(E = (r/r) — 1, a ef sono costanti!), e sviluppiamo poi tutta l’e- 
spressione integranda in serie di potenze di È portando in fattore 
l'espressione 


per, 


exp { -+ (70+3 mart?) } , 


Bisogna conservare nello sviluppo i termini che danno dopo l’in- 
tegrazione solo la potenza successiva alla potenza fondamentale 
della temperatura; l’integrazione in dÈ si esegue nei limiti tra — 00 
e +00. Il termine nullo dello sviluppo dà il valore usuale dell’in- 
tegrale statistico, e tutti gli altri danno la correzione richiesta. Omet- 
tendo calcoli intermedi, diamo il risultato finale per la correzione 
all'energia libera 


Fanarm= — NT* 377 [1+30a—3B+-p-a?]. (49,12) 


Quindi, gli effetti dell'anarmonicità delle oscillazioni (e della 
loro interazione con la rotazione) conducono a una correzione all’ener- 
gia libera, proporzionale al quadrato della temperatura. Ne segue 
che al calore specifico si aggiunge un termine proporzionale alla 
prima potenza della temperatura. 


1) Queste costanti si possono esprimere mediante le costanti spettroscopiche 
della molecola (vedi III, $ 82). 
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$ 50. Gas biatomico Influenza del momento elettronico 


Alcune molecole (anche se poco numerose) posseggono nel loro 
stato elettronico fondamentale un momento orbitale o uno spin di- 
verso da zero. | 

La presenza del momento orbitale A diverso da zero implica, 
come è noto, la doppia degenerazione del termine elettronico, cor- 
rispondente a due direzioni possibili del momento orbitale rispetto 
all'asse della molecola!). Questo fatto incide sulle grandezze ter- 
modinamiche del gas nel senso che, in seguito allo sdoppiamento della 
somma statistica, alla costante chimica si aggiunge la grandezza 


CA = In 2: (50,1) 


La presenza dello spin S diverso da zero implica una disinte- 
grazione in 28 + 1 termini; tuttavia gli intervalli di questa strut- 
tura fina sono cosî trascurabili (per A = 0) che, calcolando le gran- 
dezze termodinamiche, si può sempre farne a meno. La presenza 
dello spin conduce solo a un aumento della molteplicità di degenera- 
zione di tutti i livelli di (25 + 1) volte e, rispettivamente, alla co- 
stante chimica si aggiunge la grandezza 


ts=1ln(25+1). (50,2) 


La struttura fina che compare per S :4 0, A #0 richiede uno 
studio particolare. In questo caso, gli intervalli della struttura fina 
possono assumere valori di cui si deve tener conto calcolando le 
grandezze termodinamiche. Ricaviamo le formule per il caso di un 
termine elettronico di doppietto?). Ogni componente del doppietto 
elettronico ha una sua struttura oscillatoria e rotatoria i cui para- 
metri per le due componenti si possono assumere uguali. Pertanto 
nella somma statistica (47,2) compare ancora un fattore 


Ze == Lot gie NT, 


dove 0, g1 sono le molteplicità di degenerazione delle componenti 
del doppietto, A la distanza tra di esse. All’energia libera si aggiun- 
ge, rispettivamente, una parte «elettronica » pari a 


Fa= — NT In (go + gie7&7) (90,3) 


1) A essere rigorosi, avviene una disintegrazione del termine in due livelli 
(il cosiddetto sdoppiamento A) la cui distanza è cosî piccola da poter essere tra- 
scurata qui completamente. 

2) Questo caso avviene per NO; il termine elettronico fondamentale della 
molecola NO è il doppietto II 1/3, 8/2 di larghezza (in gradi) A= 178°. Le due 
componenti del doppietto sono due volte degeneri. 

Un caso particolare si verifica per l'ossigeno. Il termine elettronico fonda- 
mentale della molecola O, è il tripletto molto stretto *Z la cui larghezza si 
può trascurare. Ma per ragioni casuali, il termine successivo (eccitato) *A (due 
volte degenere) si trova a distanza relativamente vicina, A = 11.300° e può 
gna eccitato ad alte temperature, il che influisce sulle grandezze termodina- 
miche 
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Scriviamo anche il calore specifico «elettronico » che va aggiunto 
alle altre parti del calore specifico 


na (4/7)? 
Tan] siii 


Nei due limiti 7 > 0 e 7 + co, ce; si annulla ovviamente e per una 
determinata temperatura 7 - A ha un massimo. 


PROBLEMA 


Determinare la correzione all'energia libera dell'ossigeno, dovuta al primo 
termine elettronico eccitato della molecola O, (vedi la nota). La temperatura 
è grande rispetto al quanto oscillatorio, ma piccola rispetto alla distanza A 
tra il termine fondamentale 3X e il termine eccitato 1A. 

Soluzione. La somma statistica è 


E DE -xTT TI 
33 ate ne > 


dove il primo termine e il secondo rappresentano le somme statistiche per il 
termine fondamentale e quello eccitato e ciascuna delle quali è il prodotto dei 
fattori elettronico, oscillatorio e rotatorio. Pertanto la correzione richiesta 
all'energia libera è 


Pirteil 20r9* si FERRI 20r0 - A/T 
14= NT In (143975 e ENTE NT, 


dove ©, ro e 0’, ri sono le frequenze e le distanze di equilibrio tra i nuclei negli 
stati elettronici fondamentale e eccitato. 


$ 51. Gas poliatomico 


L'energia libera di un gas poliatomico, cosî come quella di un 
gas biatomico, si può rappresentare in forma di una somma di tre 
termini: traslatorio, rotatorio e oscillatorio. Il termine traslatorio 
è caratterizzato, come prima, dal calore specifico e dalla costante 
chimica che sono, rispettivamente, 


3 3 m 
Ctrast => Cirasa => In ar (91,1) 


Poiché i momenti d'inerzia delle. molecole poliatomiche sono 
grandi (e rispettivamente sono piccoli i loro quanti rotatori), si può 
considerare classicamente la loro rotazione!). Una molecola poliato- 
mica ha tre gradi di libertà rotatori e, nel caso generale, tre momenti 


1) Gli effetti di quantizzazione della rotazione si potrebbero osservare 
solo per il metano CH, in cui devono comparire a temperature vicine a 50° K 
(vedi il problema di questo paragrafo). 


— 
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d'inerzia principali /,, 7%, 73; pertanto la sua energia cinetica di 
rotazione è 


M 
er =7E +77 i LL ". (51,2) 


dove È, n, è sono le coordinate di un sistema rotante i cui assi coin- 
cidono con gli assi d'inerzia principali della molecola (per il momento 
lasciamo in disparte il caso particolare delle molecole composte di 
atomi disposti su una retta). Questa espressione va sostituita nell’in- 
tegrale statistico 


Zrot= | e *rot! diro, (54,3) 
dove 


diror= #73 dM:dM,dM: dp; den der, 


TI 


e l’apice all’integrale significa, come al solito, che l’integrazione 
deve essere eseguita rispetto alle orientazioni della molecola che sono 
fisicamente differenti le une dalle altre. 

Se la molecola è dotata di qualche asse di simmetria, le rotazioni 
attorno agli assi fanno coincidere la molecola con se stessa e si ri- 
ducono alla permutazione di atomi identici. È chiaro che il numero 
di orientazioni della molecola fisicamente indistinguibili è pari al 
numero di diverse rotazioni possibili attorno agli assi di simmetria 
(compresa la trasformazione identica: la rotazione di 360°). Indicando 
questo numero con 0), si può nella (51,3) integrare semplicemente 
su tutte le orientazioni, dividendo contemporaneamente l’espressione 
intera per o. 

Nel prodotto dp:dpndg; di tre angoli di rotazione infinitesimi 
si può assumere dq:dg, come l'elemento do; di angolo solido per le 
direzioni dell’asse $. Si integra in do indipendentemente dall'inte- 
grazione sulle rotazioni dgr attorno all’asse $ e si ottiene 4n. Inte- 
grando poi in dgr, si ottiene ancora 2n. Integrando anche in 
dM:dM 94M; tan limiti da —o0 a +00), otteniamo 


(27)5!2 (nl 3I213)!!? 
0h3 e 


Ero = re (207) (LI)! = 


3A 
Di qui l'energia libera è 


In 1141219) 1/2 
ch3 7 


F=-—NTInT-NT (51,4) 


1) Cosi, per H,0 (triangolo isoscele) o = 2; per NH; (tetraedro regolare) 
o = 3; per CH, (tetraedro) o = 412; per CgHe (esagono regolare) o = 12. 
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Quindi, in accordo con il $ 44, il calore specifico di rotazione è 


Cr1=F (51,5) 
e la costante chimica 
1/2 
Croo= In Elina (51,6) 


Se la molecola ha tutti gli atomi disposi su una retta (molecola 
lineare), essa gode, come una molecola biatomica, solo di due gradi 
di libertà rotatori e di un momento d'inerzia /. Il calore specifico 
di rotazione e la costante chimica di rotazione, come per un gas 
biatomico, sono 


cri=1, To=In-37, (51,7) 
dove o = 4 per una molecola asimmetrica (per esempio, NNO) e 
G = 2 per una molecola simmetrica rispetto al suo punto di mezzo 
(per esempio, OCO). 

1 termine oscillatorio dell'energia libera di un gas poliatomico 
si calcola come per un gas biatomico. La differenza è che una mole- 
cola poliatomica ha non uno ma più gradi di libertà oscillatori. E 
precisamente, una molecola a n atomi (non lineare) ha evidentemente 
Foscì = 3n — 6 gradi di libertà oscillatori; per una molecola ad n 
atomi lineare si ha roscii = 92 — 5 (vedi il $ 44). Il numero di gra- 
di di libertà oscillatori determina il numero delle cosiddette oscil- 
lazioni normali della molecola a ciascuna delle quali corrisponde una 
sua frequenza ©, (l'indice a enumera le oscillazioni normali). È da 
tener presente che alcune tra le frequenze ©, possono coincidere le 
une con le altre; in questi casi si parla di frequenze multiple. 

In approssimazione armonica, quando cioè assumiamo le oscil- 
lazioni piccole (stiamo considerando solo tali temperature), tutte 
le oscillazioni normali sono indipendenti e l'energia di oscillazione 
è la somma delle energie di ciascuna oscillazione presa separatamen- 
te. Pertanto la somma statistica di oscillazione si separa in prodotto 
delle somme statistiche delle singole oscillazioni, e per l’energia li- 
bera Fosci si ottiene una somma di espressioni del tipo (49,1) 


Fosu= NT Yi In(1— e 0/3), (51,8) 
x 


Ciascuna frequenza entra in questa somma un numero di volte uguale 
alla sua molteplicità. Le somme di questo genere si ottengono rispet- 
tivamente per i termini oscillatori delle altre grandezze termodina- 
miche. 

Nel caso limite classico (7 > fio), ciascuna oscillazione normale 


dà un suo contributo al calore specifico, uguale a O = 4; per 
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T maggiore del valore più grande di ”@, si avrebbe 
Coscil = Toscile (91,9) 


Tuttavia questo limite è in effetti irragiungibile, poiché le molecole 
poliatomiche si disintegrano al solito a temperature molto più basse. 

Le diverse frequenze ©, di una molecola poliatomica sono distri- 
buite al solito in un intervallo molto largo di valori. All'aumentare 
della temperatura le diverse oscillazioni normali si «inseriscono » 
nel calore specifico. Questo fatto fa si che si possa assumere pressa p- 
poco costante il calore specifico dei gas poliatomici in intervalli di 
temperature sufficientemente larghi. 

Ricordiamo la possibilità assai particolare di trasformazione del- 
le oscillazioni in rotazione; ne fornisce un esempio la molecola di 
etano C,Hs. Questa molecola è costruita da due gruppi CH; che 
sono separati da una distanza e mutuamente orientati in un deter- 
minato modo. Una delle oscillazioni normali della molecola rappre- 
senta un’«oscillazione di torsione » per cui uno dei gruppi CH; ruota 
rispetto all’altro gruppo. All'aumentare dell'energia di oscillazioni 
la loro ampiezza cresce e, infine, a temperature sufficientemente alte 
le oscillazioni si trasformano in rotazione libera. In fin dei conti il 
contributo di questo grado di libertà al calore specifico, che per 
un’eccitazione completa delle oscillazioni vale pressappoco 1, comin- 
cia a diminuire a un aumentare ulteriore della temperatura per ten- 
dere asintoticamente ad un valore caratteristico della rotazione 1/2. 

Indichiamo infine che se una molecola ha uno spin $S diverso da 
zero (tali sono, per esempio, le molecole NO,, C10,), alla costante 
chimica si associa la grandezza. 


tg=]n(25 +1) (51,10) 


PROBLEMA 


Determinare la somma statistica di rotazione per il metano alle basse 
temperature. 

Soluzione. Come è stato già detto nella nota alla pag. 171, a temperature 
sufficientemente basse la somma Z, per il metano deve essere calcolata in 


modo quantistico. 


La molecola CH, alaforma di un tetraedro e si riferisce al tipo di trottola 
2 


sferica, cosicché i suoi livelli di rotazione sono 3r J(J+ 4), dove I è il valore 


comune dei tre momenti d'inerzia principali, J il numero quantico di rotazione. 
Poiché lo spin del nucleo H è i = 41/2 e lo spin del nucleo dell’atomo di carbo- 
nio C12 è nullo, lo spin nucleare totale della molecola CHj può valere 0, 4, 2 
(i pei statistici nucleari corrispondenti sono 1, 3, 5; vedi ITI, $ 105, problema 5). 
Ad ogni dato valore di J corrisponde un determinato numero di statì con diversi 
valori dello spin nucleare totale. Nella tabella che segue sono dati questi numeri 
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per i cinque primi valori di J: 


spin nucleare: 0 1 2 
J=0  — {i 
J=1 — 1 — 
J= 2 2 1 — 
J=3 — 2 1 
J=4 2 2 1 


Il valore della somma Z,.{ che si ottiene tenendo conto delle molteplicità to- 


tali di degenerazione nelle direzioni del moménto di rotazione e dello spin 

nucleare lo dobbiamo ancora dividere per 16 se conveniamo di misurare l’en- 

tropia a partire dal valore In (2i + 1)4= In 16 (vedi la nota alla pag. 164). 

Otteniamo finalmente i i. | 
h2 f2 hs 2 


h 
_ 5,9 17,25 ar, AM 077 
Zrat = 17 16 ‘ + +41 ° 6 e +... 


$ 52. Magnetismo dei gas 


Un corpo collocato in un campo magnetico esterno H è caratteriz- 
zato ancora da una grandezza macroscopica: dal momento magnetico 
M acquisito dal corpo nel campo. Per un gas perfetto questo momento 


è M = Nm (dovemè il momento magnetico medio di una particella: 
atomo o molecola), cosicché per calcolarlo è sufficiente studiare il 
comportamento nel campo magnetico soltanto di singole particelle 
del gas. Sottolineiamo anche che, essendo piccole la magnetizzazione 
di un mezzo rarefatto, gas, e la sua densità, si può trascurare l’in- 
fluenza del mezzo sul campo, cioè assumere che il campo agente su 
ogni particella coincida con il campo esterno H. 

La variazione dell'operatore di Hamilton del gas per una piccola 


variazione $H del campo esterno è SH = — M 6H, dove N è l’ope- 
ratore del suo momento magnetico!). In accordo con la formula 
(15,11) (cfr. anche la (411,4)), in cui si deve intendere qui con il pa- 
rametro esterno 4 il campo H, abbiamo 


m= — ( 9F 


)r.v.n (52,1) 


1) In meccanica classica la piccola variazione della lagrangiana di un siste- 
ma di particelle per una variazione 6H del campo è èL = NM (9, g) èH, dove 


NM (4, g) è il momento magnetico del sistema in funzione delle sue variabili 
dinamiche: coordinate e velocità (vedi II, la (45,3)). Quanto alla variazione del- 
l'hamiltoniana (per le date coordinate gq e gli impulsi p), essa differisce da BL 
solo per il segno (vedi I, la (40,7)); 6H = —N (9, p) 6H. Ne segue che in mecca- 
nica quantistica un espressione analoga è valida per la variazione dell'operatore 
di Hamilton, dove NM è l'operatore del momento magnetico espresso in funzione 
delle coordinate e degli impulsi delle particelle (e dei loro spin). | 
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Per calcolare l'energia libera di un gas in un campo magnetico, 
occorre preventivamente determinare le correzioni causate da questo 
campo ai livelli di energia delle particelle del gas; assumeremo dap- 
prima che il gas sia monoatomico. L'operatore di Hamilton dell'ato- 
mo in un campo magnetico è 


8=f, 


na DI [Hr]? ’ (92 32) 


dove H, è l'operatore di Hamilton dell’atomo in assenza di campo, 
e ed m sono la carica e la massa dell'elettrone, r, le coordinate degli 


elettroni (la somma è estesa a tutti gli elettroni), mt = — si (28 + L) 
l'operatore del momento magnetico « proprio » iell'atomo (S e È sono 
gli operatori del suo spin e del momento orbitale), 8 = |e | ?i/2mc 


il magnetone di Bohr (vedi III, $ 113). Assumendo il secondo ter- 
mine e il terzo nella (52,2) come piccola perturbazione rispetto a Ho, 
determiniamo la correzione ai livelli di energia con un’approssima- 
zione sino alle grandezze del secondo ordine rispetto al campo. Que- 
sta correzione ha la forma 


Aey = ex — ef" = — AxH-- ByHH?, (52,3) 
dove 
Ax=(Mt.)2n, (92,4) 
| (M_)pg 2 
22 es» O no DI (22 + ya)ka: (52,5) 


dove l’asse z è orientato nella direzione di H; il primo termine nella 
(52,5) compare nel secondo ordine della teoria delle perturbazioni 
rispetto al termine lineare in H della (52,2) e il secondo termine 
compare nel primo ordine rispetto al termine quadratico nell’opera- 
tore di Hamilton. 

Calcolando l'energia libera, assumeremo la temperatura del gas 
non troppo bassa; si suppone che le correzioni siano Aeg, « 7. Allo- 
ra si può sviluppare la somma statistica in serie di potenze di H. Con 
nn'approssimazione sino ai termini quadratici, abbiamo 


Z= Ne = Pauli E se EE 
h 


kh 


La sommatoria su % include, in particolare, la media sulle direzioni 
del momento magnetico proprio dell'atomo m (dal quale i livelli 
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imperturbati non dipendono); è evidente da considerazioni di sim- 
metria che in questo caso il valore medio A si annulla, cosicché resta 


(4 (Tape 
kh 


dove il trattino significa la media sulla distribuzione di Boltzmann 
(imperturbata dal campo). Sostituendo questa espressione nella 
(41,4) e derivando poi l'energia libera rispetto ad H, otteniamo il 
momento magnetico nella forma M = NyH, dove 


x=+-#+B (52,6) 


è la suscettività magnetica molecolare del gas (J. H. Van Vleck, 
1927). Consideriamo qualche caso particolare. 

Supporremo che la temperatura 7 sia piccola rispetto all’inter- 
vallo tra il livello fondamentale e un livello già eccitato che gli è 
più vicino (tra questi livelli figurano anche le componenti della 
struttura fina del termine fondamentale). In questo caso si può rite- 
nere che il contributo ai valori medi A? e B è dato solo dallo stato 
fondamentale (X = 0) dell’atomo. 

Nel caso più semplice in cui l'atomo (nello stato fondamentale) 
non ha né spin né momento orbitale (tali sono gli atomi dei gas no- 
bili), sono anche nulli tutti gli elementi di matrice del momento 
magnetico proprio dell'atomo. Allora A, = 0, e in By è diverso da 
zero solo il secondo termine. Data la simmetria sferica della funzione 
d’onda di uno stato con L = $ = 0, gli elementi di matrice diago- 
nali (cioè i valori medi rispetto allo stato dell’atomo) sono (xé)oo = 
= (Ya)oo = (ri)00/3. Come risultato troviamo che 


x=— 7 di (Mio (52,7) 


cioè che il gas è diamagnetico con una suscettività indipendente dal- 
la temperatura (P. Langevin, 1905)'). 

1) Sottolineiamo che questo diamagnetismo (di cui si è già parlato nel III, 
$ 113) ha un'origine quantistica: anche se la costante quantistica £ non figura 
esplicitamente nella (52,7), in realtà, essa determina le « dimensioni » dell’ato- 
mo. Osserviamo a questo proposito che in statistica classica le proprietà magne- 
tiche macroscopiche della materia, in generale, non compaiono. Infatti, in 
meccanica classica l’hamiltoniana di un sistema in un campo magnetico diffe- 
risce da quella in assenza di campo solo sostituendo gli impulsi p delle parti- 
celle con le differenze P — eA (r)/c, dove P sono gli impulsi generalizzati, 
e A (r) è il potenziale vettore del campo. Nell’integrale statistico l’integrazione 
è estesa a tutti gli impulsi P (e alle coordinate r). Cambiando le variabili (pas- 
sando cioè dall’integrazione su P a quella su p= P— eA/c) troviamo che il 
campo magnetico si elide in generale dalla somma statistica e, quindi, da tutte 
le grandezze termodinamiche. 


12—2641 
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Se invece il momento magnetico proprio dell’atomo è diverso 
da zero, allora A, #0 e (per l'ipotesi relativa alla temperatura) il 
primo termine nella (52,6) è grande rispetto al secondo. Calcolando 
in accordo con la definizione (52,4), otteniamo 


J(JL41)L(LZ+1)4+S(S 
A= —BgMy, g=1+ CtOLUANISGHA, 


dove g è il fattore di Landé, M; la proiezione del momento totale 
J dell'atomo (vedi III, $ 113). La media nella (52,6) si riduce a 
quella sui valori di My. Osservando che 


J 
Mi=s3r ÒJ M3=3/0+1) 
M;=-J 
otteniamo 
202 
x=T2-J(J+1). (52,8) 


Quindi, il gas è paramagrietico con una suscettività regolata dalla 
legge di Curie: inversamente proporzionale alla temperatura (2. Lan- 
gevin, 1905) 1). 

Se il momento orbitale e lo spin dell'atomo sono diversi da zero, 
ma di grandezza uguale (L = S + 0) e formano il momento totale 
J = 0, gli elementi di matrice diagonali del momento magnetico pro- 
prio sono nulli, mentre gli elementi di matrice non diagonali (per 
le transizioni L, $,J + ZL, S,J +1all’interno di un multipletto) sono 
diversi da zero. In questo caso 4, = 0, e in 8, della (52,5) il secondo 
termine (diamagnetico) è piccolo rispetto al primo nei cui denomina- 
tori figurano gli intervalli relativamente piccoli della struttura fina 
del termine fondamentale. Allora B, > 0: per il livello fondamentale 
in ogni termine della somma su È’ è positivo sia il numeratore che 
il denominatore. In questo caso il gas è quindi paramagnetico con 
“una suscettività indipendente dalla temperatura x = B, (J. H. Van 
Vileck, 1928)?). i 

Analogamente si calcola la suscettività magnetica dei gas mole- 
colari. A temperature normali la rotazione delle molecole è classica. 


1) La formula (52,8) si può applicare non soltanto ai gas, ma anche a corpi 
condensati in cui i momenti magnetici degli atomi si possono considerare, per 
ragioni più disparate, « liberi ». Questo si riferisce, ad esempio, al magnetismo 
degli elementi delle terre rare in sali solidi e in soluzioni. Il paramagnetismo 
di questi ioni è dovuto allo strato 4f non occupato. Questi elettroni che si tro- 
vano relativamente a grande profondità sono difesi dall’influenza degli atomi 
vicini da uno schermo costituito da elettroni più esterni, cosicché gli ioni si 
polo comportare dal punto di vista magnetico come atomi di un gas rare- 
atto. 

2) Un caso simile si verifica per gli ioni Eu+++ nei sali dell’europio (cfr. 
la nota precedente). 
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Pertanto gli elementi di matrice del momento magnetico si possono 
calcolare prima a nuclei fissati e poi prendere la media secondo le 
orientazioni della molecola come se essa rappresentasse un dipolo 
magnetico rigido classico (vedi problemi) !). 


PROBLEMI 


4. Determinare la suscettività magnetica di un gas monoatomico nel caso 
in cui gli intervalli della struttura fina del termine fondamentale siano piccoli 
rispetto a 7. 

Soluzione. La media va presa nella (52,6) su tutte le componenti del mul- 


tipletto fondamentale dell’atomo; i fattori di Boltzmann exp (—ek/T) per 
tutte le componenti si possono considerare uguali. Allora 


AZ=|JMy|m.|7M)|?, 


dove la media è presa su tutti i valori di JY e My (per i valori dati di S e ZL). Il 
risultato di questa operazione non dipende dal fatto che la media si prenda 
prima o dopo l’addizione di S e L in J; in altre parole, si può anche calcolarlo 
come segue: 


A=]MyMs!m,]MyMg)}? 
con le medie indipendenti su My, e Msg. Osservando che 
x 1 


MsMr=MsM,=0, ME=4 51541), ME=4L(L+1), 


otteniamo 
A3=-B? [45 (S+41)+L(L+-1)]. 


Nell’espressione 8 (52,5) si può trascurare il secondo termine; il primo termine 
(che potrebbe essere grande essendo piccoli i suoi denominatori, gli intervalli 
del multipletto) si annulla quando si prende la media sulle componenti del 
multipletto; nella somma | 


* KK7M 3|m,|JM})|2 
es —ep d 


che ora è estesa a tutti i numeri J, J’, My, M;}, si elidono i termini che diffe- 
riscono per permutazione tra J e J'. La suscettività è quindi 


y -È (45 (S+1)+L (£+1)- 


2. Determinare la suscettività magnetica di un gas biatomico nel caso 
in cui gli intervalli della struttura fina del termine elettronico fondamentale 
della molecola siano grandi rispetto a 7 2). | 

Soluzione. È sufficiente considerare solo il livello fondamentale della 
molecola: la componente inferiore del multipletto fondamentale. Il valore 


i) II momento magnetico causato dal moto dei nuclei è molto piccolo rispetto 
al momento elettronico, cosicché si può sempre trascurarlo. 

2) A temperature normali gli intervalli di multipletto sono a priori grandi 
rispetto agli intervalli tra i livelli della struttura rotatoria, cosicché il ter- 
mine molecolare si riferisce al tipo di legame a (vedi III, $ 83). 


12 
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medio del momento magnetico della molecola nello stato con le proiezioni A 
e X del momento orbitale e dello spin sull'asse della molecola è 


(AZ |mJAZ)= —Bn(A-+22), 


dove n è il versore lungo l’asse della molecola. Per la rotazione classica n3=1/3 
e la suscettività magnetica è 


È 
x=<p (A+22)t. 


3. Lo stesso problema per il caso in cui gli intervalli della struttura fina 
siano piccoli rispetto a 7 (il termine molecolare si. riferisce al tipo bd). 

Soluzione. La media va presa su tutte le componenti del multipletto. Gli 
elementi di matrice diagonali della proiezione z del momento magnetico per A 
e la proiezione 2 dello spin Mg dati sono 


(AMg[m.|AMs)= —f. (n.A4+2Mg). 


Prendendo la media del quadrato sui valori Mge sulle direzioni n otteniamo 
la suscettività magnetica 


- LÉ 1424-45 (S4+1) 
=<7 14° +48 ( ]. 


4. Determinare la suscettività magnetica del gas NO. Il termine elettro- 
nico fondamentale della molecola è ?II (cioò A = 41, S = 1/2), dove lV’inter- 
vallo A tra le componenti del doppietto è confrontabile con la temperatura 7 1) 


(7. H. Van Vleck, 1928). 
Soluzione. Prendendo la media nella (52,6), occorre tener conto delle due 


componenti del livello di doppietto con diversi fattori di Boltzmann. Gli ele- 
menti di matrice diagonali del momento magnetico per i due stati | AZ ) sono 
U, —4/2| L+ 2511, —1/2)= in -2n=0, 
(1, 1/2|L+2S|41 1/2)=2n. 


Di qui 


L'operatore L non ha elementi di matrice per transizioni tra questi due 
stati (poiché per transizione Y non cambia se non cambia A). Gli elementi di 


matrice non diagonali dell'operatore 25, sono 


(4, 1/21 2S,|1, —1/2) = (1, —1/2| 25,114, 1/2) = -—1-sen0@, 


. 4) Esso è A=480°. Alla componente inferiore del doppietto corrisponde 
la proiezione dello spin sull’asse £= — 1/2, a quella superiore £=1/2. Il ter- 
mine si riferisce al tipo a. 
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dove f è l'angolo tra ne l’asse 21). In accordo con la (52,5) (dove di nuovo tra- 
curiamo il secondo termine), abbiamo 
i 282 2 1—eTdiT 


A 3 pg diT 


ol 


(il fattore 2/3 è della media di sen? 0). L'espressione completa della suscetti- 
vità magnetica assume la forma 


B° ./A 4(1-e*(1—2)] 
= i(F): f()=——7-r4r". 


T(1+ e7%) 


1) L'operatore $ vale 1/20, dove a sono le matrici di Pauli con la quan- 
tizzazione diretta lungo l'asse della molecola (cioè or = ( ) se Ènt sono le 
coordinate dell'asse della molecola con l’asse $ lungo n). 
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$ 53. Distribuzione di Fermi 


Se la temperatura di un gas perfetto (per densità data) è suffi- 
cientemente bassa, la statistica di Boltzmann diventa inapplicabile 
e si deve costruire allora un'altra statistica in cui i numeri medi di 
occupazione dei diversi stati quantistici delle particelle non si sup- 
pongono piccoli. | 

Tuttavia questa statistica differisce a seconda del tipo di fun- 
zioni d'onda descriventi il gas che è supposto come un sistema di N 
particelle identiche. Come è noto, queste funzioni devono essere o 
antisimmetriche o simmetriche rispetto agli scambi di una coppia 
di particelle qualsiasi; il primo caso si verifica per le particelle a 
spin semintero, il secondo per quelle a spin intero. 

Per un sistema di particelle descritto dalle funzioni d'onda an- 
tisimmetriche è valido il principio di Pauli: in ogni stato quanti- 
stico può trovarsi contemporaneamente non più di una particella. 
La statistica basata su questo principio si chiama statistica di Fermi 
(o statistica di Fermi — Dirac) !). 

Come nel $ 37, applichiamo la distribuzione di Gibbs all'insieme 
di tutte le particelle del gas che si trovano in un dato stato quantisti- 
co; come è stato notato al $ 37, questo si può anche fare in presenza 
di interazione di scambio tra le particelle. Indichiamo di nuovo con 
Sì, il potenziale termodinamico di questo sistema di particelle e 
secondo la formula generale (35,3) avremo 


H_Ek 


Q= Tae 7 )R, (53,1) 
Na 


poiché l’energia di n, particelle nel %-esimo stato è semplicemente 
ny€,. Secondo il principio di Pauli i numeri di occupazione di ogni 
stato possono assumere solo i valori 0 e 1. Pertanto otteniamo 
PR 
O, = —T In(1+e T ). 


1) Essa è stata proposta da E. Fermi (1926) per gli elettroni, e il suo legame 
con la meccanica quantistica è stato stabilito da ?. A. M. Dirac (1926). 
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Poiché il numero medio di particelle del sistema è pari alla de- 
rivata del potenziale £ rispetto al potenziale chimico p presa con il 
segno opposto, il numero medio richiesto di particelle nel %-esimo 
stato si scrive nella forma della derivata 


- 98 _ 3-27 
AT da ql 
o finalmente 
Ss 1 
nag=—wr_ . (53,2) 
eh b/T_4 


Questa è la funzione di distribuzione per un gas perfetto regolato 
dalla statistica di Fermi o, come si dice brevemente, per un gas di 
Fermi. Tutti i numeri n, sono < 1. Per exp (n — e2)/TI «1 la 
formula (53,2) si trasforma nella funzione di distribuzione di Boltz- 
mann. 

La distribuzione di Fermi è normalizzata dalla condizione 


41 
i —_ _x__ =N, 93,3 
> e@nTMIT 14 sibi 


dove N è il numero totale di particelle nel gas. Questa uguaglianza 
definisce in modo implicito il potenziale chimico in funzione di 
Ten. 
Il potenziale termodinamico £ di tutto il gas si ottiene sommando 
2, su tutti gli stati quantistici 
H-E, 


Q=-TYMlIn(A1+e T ). (53,4) 
kh 


$ 54. Distribuzione di Bose. 


Passiamo ora allo studio della statistica alla quale obbedisce 
un gas perfetto composto di particelle descritte dalle funzioni d'onda 
simmetriche; questa statistica si chiama statistica di Bose (o statistica 
di Bose — Einstein) Ji 

I numeri di occupazione degli Stati quantistici descritti dalle 
funzioni d'onda non sono limitati da niente e possono assumere valori 
arbitrari. La funzione di distribuzione può essere ricavata come al 
paragrafo precedente; scriviamo 


ale. 
Q=—-Tln y (e ss yà 


np=0 


1) Essa è stata introdotta da Bose per i quanti luminosi (1924) e poi gene- 
ralizzata da Einstein. 
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La progressione geometrica che qui figura è convergente nel solo 
caso in cui e-&)/T «14. Poiché questa condizione deve essere 
verificata per tutte le e, (compresa anche e, = 0), è evidente che 
in ogni caso deve essere 


u<0. (54,4) 


Ricordiamo a questo proposito che per un gas di Boltzmann il poten- 

ziale chimico assume sempre valori negativi (grandi in modulo), e 

per un gas di Fermi pu può essere sia negativo che positivo. 
Sommando la progressione geometrica, otteniamo 


Heep 
Q,=Tln(1-e T ). 
Di qui troviamo i numeri medi di occupazione na = — Fi 
n= r—- (54,2) 


elfh° w)/T 1 


Questa è la funzione di distribuzione per un gas perfetto regolato 
dalla statistica di Bose (0, come si dice per brevità, per un gas di 
Bose). Essa si distingue dalla funzione di distribuzione di Fermi per 
il segno davanti a 1 al denominatore. Come quest’ultima, essa si 
trasforma ovviamente per exp I(u — €2)/T] < 1 nella funzione di 
distribuzione di Boltzmann. Il numero totale di particelle nel gas 
è dato dalla formula 


41 
N= wr: (54,3) 
k e —1 
e il potenziale termodinamico £ di tutto il gas si ottiene sommando 
Q, su tutti gli stati quantistici 
u-E, 


Q=T 2 In(4—e 7 ). (54,4) 


$ 55. Gas dì Fermi e di Bose in non equilibrio 


Come al $ 40, si può calcolare l’entropia anche dei gas di Fermi 
e di Bose non in equilibrio e, inoltre, dalla condizione di massimo 
dell’entropia ricavare di nuovo le funzioni di distribuzione di Fermi 
e di Bose. 

Nel caso di un gas di Fermi, in ciascuno degli stati quantistici 
si può trovare non più di una particella, ma i numeri N; non sono 
piccoli e, in generale, sono dello stesso ordine di grandezza dei numeri 
G; (tutte le notazioni sono le stesse che al $ 40). 
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Il numero di ripartizioni possibili di N; particelle identiche in 
G; stati (non più di una particella in ogni stato) non è altro che il 
numero dei modi con cui si possono scegliere N; tra G; stati, cioè il 
numero di combinazioni di G; elementi N;. Cosî, abbiamo 


Gjl 
EZIO NE 


Prendendo il logaritmo di questa espressione e utilizzando per i 
logaritmi dei tre fattoriali la formula (40,3), otteniamo 


S= i {G;lnG;—N;InN;—(G;—N;)ln(G;—N);)}. (55,2) 
3 


(99,1) 


Introducendo di nuovo i numeri di occupazione medi degli stati 
quantistici n; = .V;/G;, otteniamo la seguente espressione dell'en- 
tropia per un gas di Fermi non in equilibrio: 


S= i G;[r;lun;+(1—r;)ln(1—-r))]. (55,3) 


Dalla condizione di massimo di questa espressione è facile trovare, 
a partire dalle equazioni (40,8), che la distribuzione di equilibrio 
è data dalla formula 
=g 1 
nj=-— 
J e+Be1 1A 3 


cioè, come c’era da aspettarsi, essa coincide con la distribuzione di 


Fermi. 

Infine, nel caso della statistica di Bose, in ogni stato quantistico 
si può trovare un numero qualsiasi di particelle, cosicché il peso 
statistico AT; è il numero dei modi con cui si possono ripartire N; 
particelle in G; stati. Questo numero vale!) 


(G;-+N;—1)! 


(G- DIN; (55,4) 


AF; = 


1) Si tratta del numero dei modi di ripartizione, per esempio, di Nj sferette 
identiche in G; casse. Rappresentiamo le sferette in forma di una serie di N; 
unti successivi; enumeriamo le casse ed indichiamo convenzionalmente le 
rontiere tra di esse con G; — 1 trattini verticali disposti nella serie di punti. 
Quindi, il disegno 


TA 


rappresenta 10 sferette disposte in 5 casse: una sferetta nella prima cassa, 3 nella 
seconda, 0 nella terza, 4 nella quarta e 2 nella quinta. Il numero totale dei 
posti (in cui si trovano i punti o i trattini) in questa serie è G;-+ N; — 1. Il 
numero richiesto di ripartizioni delle sferette nelle casse è il numero dei modi 
con cui si possono scegliere G; — 1 posti per i trattini, cioè il numero delle com- 
binazioni di N; + G; — 1 elementi di G; — 1, da cui si ottiene la grandezza 
che figura nel testo.. 
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Prendendo il logaritmo di questa espressione e trascurando 1 rispetto 
ai numeri molto grandi G; + N; e G;, otteniamo 


S= » {(G;+N;)ln(G-+N;)-N;InN;—G;lnGj}. (55,5) 


Introducendo i numeri r;, scriviamo l'entropia di un gas di Bose non 
in equilibrio nella forma 


S= 3, G;{(1-+7,) ln (1+7))—  1n#,]. (55,6) 


E facile convincersi che la condizione di massimo di questa e- 
spressione conduce di fatto alla distribuzione di Bose. 

Le due formule (55,2) e (50,5) per l'entropia nel caso limite N; « 
& G; si trasformano ovviamente nella formula di Boltzmann (40,4). 
Anche i pesi statistici (55,1) e (55,4) delle statistiche di Fermi e di 
Bose si trasformano nell’espressione di Boltzmann (40,2); a tale 
scopo bisogna porre 


Gia (G;- N)! GI, (G;+N;—1)t = (G;—1)1 G7! 


Tuttavia bisogna tener presente che una tale transizione nei pesi 
statistici significa trascurare in essi i termini dell'ordine di Nj/G; 
che, in generale, non sono piccoli; ma quando si prende il logaritmo, 
questi termini danno all’entropia una correzione di ordine inferiore 
a N;/G;. 

Scriviamo infine la formula dell’entropia di un gas di Bose per 
il caso limite importante in cui il numero di particelle in ogni stato 
quantistico è grande (cosicché N; > G;, n; > 1). Come è noto dalla 
meccanica quantistica, questo caso corrisponde all'immagine ondula- 
toria classica del campo. Il peso statistico (55,4) assume la forma 


né! 
ISCRRE FE IRENE 
AT;= G=DI* (99,7) 
e l'entropia 
Di 


s= x; G,la 


Utilizzeremo questa formula in seguito, al $ 71. 


(55,8) 


$ 56. Gas di Fermie di Bose di particelle elementari 


Consideriamo un gas composto di particelle elementari o di par- 
ticelle che in date condizioni si possono assumere come elementari. 
Come è stato già detto a suo tempo, non c'è bisogno di applicare in 
generale le distribuzioni di Fermi e di Bose ai gas atomici o moleco- 
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lari ordinari, in quanto questi gas sono sempre descritti con una suf- 
ficiente precisione dalla distribuzione di Boltzmann. 

Tutte le formule che saranno ricavate in questo paragrafo hanno 
una forma del tutto analoga per ambedue le statistiche di Fermi e 
di Bose e si distinguono per il solo segno. D'ora in poi il segno su- 
periore corrisponde sempre alla statistica di Fermi e quello inferiore 
alla statistica di Bose. 

L'energia di una particella elementare si riduce all’energia cine- 
tica del suo moto traslatorio che è semprr quasi-classico. Pertanto 
abbiamo 


= (P=+ py+ P2) (56,1) 


e nella funzione di distribuzione passiamo, come al solito, alla di-° 
stribuzione nello spazio delle fasi della particella. In questo caso 
bisogna tener presente che per un dato valore dell'impulso lo stato 
della particella è determinato anche dalla direzione del suo spin. 
Pertanto il numero di particelle nell'elemento dp dp dp dV dello spa- 
zio delle fasi si ottiene moltiplicando le distribuzioni (53,2) 0 (54,2) 
per 


dpx dpy dp, dV 
(271h)3 
dove g = 2s + 1, s è lo spin della particella, cioè si ha 


i gdr 
aN= tr (56,2) 


gdu=g 


U 


Integrando in dV (il che si riduce alla sostituzione di dY con il vo- 
lume totale V del gas), otteniamo la distribuzione secondo le com- 
ponenti dell'impulso, e passando alle coordinate sferiche nello spa- 
zio degli impulsi e integrando sugli angoli, troviamo la distribuzione 
del valore assoluto dell’impulso 


NE gV p° dp 
ÎNp = Fra TI Pea 
(dove e = p°/2m) o la distribuzione dell'energia 


iN gVm3!1% — Vede 


21/2263 el WIT 44° (96,4) 


Queste formule sostituiscono la distribuzione classica di Maxwell. 
Integrando la (56,4) in de, otteniamo il numero totale di parti- 
celle del gas 


“i gVm?!2 la Vede 
i 91/2523 ) ele W/T + 4 : 
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Introducendo la nuova variabile di integrazione e&/7T = z, riscri- 
viamo questa uguaglianza nella forma 


N__ gm { Vel _ (56,5) 
VO 91/2203 J e70W/1) +4 ? 
A + 


Questa formula definisce implicitamente il potenziale chimico | 
del gas in funzione della temperatura T e della densità N/V. 

Passando allo stesso modo dalla sommatoria all’integrazione 
nelle formule (53,4) e (54,4), otteniamo la seguente espressione del 
potenziale ©: 


32 P__ 
Q= sii | VEIn(A4 e4-0/7 de, 
I 
0 


Integrando per parti troviamo 


3/2 PP ,3/2 
Q= ii | dini (56,6) 
21/2172/8 el6710/T 4-1 
; + 


Questa espressione coincide a meno del fattore —2/3 con l'energia 
totale del gas, che è pari a | 


1 _ gVmdl? ( e8l2de : 

Da Ne TE TLT Vai 

Tenendo anche presente che © = —PV, otteniamo quindi la se- 
guente relazione: 

PV=3E. (56,8) 


Essendo esatta, questa relazione deve essere verificata anche nel 

caso limite di un gas di Boltzmann; infatti, sostituendovi il valore 

di Boltzmann E = 3N7/2, otteniamo l’equazione di Clapeyron. 
Ponendo e/7 = z, dalla formula (56,6) troviamo che 


Q=—PV=V7”?} (+) , (56,9) 


dove f è una funzione di una variabile indipendente, cioè 9/V è una 
funzione omogenea di u e di 7 di ordine 5/2!). Quindi 


S__4(2) e N42 
V_ o V\arlvy VV 2% 


1) Se partendo dall'espressione (56,9) calcoliamo l’energia come 
pesa Fas i 00 Yi 00 
E=Nu+TS—-PV=—u] da 1 pt: 


otteniamo di nuovo la relazione (56,8). 
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sono funzioni omogenee di p e di 7° di ordine 3/2, e il loro rapporto 
SIN è una funzione omogenea di ordine zero: S/N = @ (w/7). Di 
qui si vede che per un processo adiabatico (S = costante) resta co- 
stante il rapporto u/7, e poiché N/VT*? è pure una funzione solo di 
u/T, si ha 


VT”? -. costante. (56,10) 
Allora dalla (56,9) segue che 
PV°3 —.: costante, (56,41) 


e anche 7°*3/P == costante. Queste uguaglianze coincidono con 
l'equazione dell'adiabatica di Poisson (43,9) per un gas monoatomico 
ordinario. Sottolineiamo però che gli esponenti delle potenze nelle 
formule (56,10-11) non sono più connessi al rapporto tra i calori 
specifici (poiché le relazioni cp/c, = 5/3 e cp — co = 1 non sono 
vere). 

La formula (56,6) riscritta come 


= - 00 

g Vv? m31/275/2 2312 dz 

Peas — î TWD LI (06,12) 
I + 


e la formula (56,5) definiscono in forma parametrica (con parametro 
u) l'equazione di stato del gas, cioè il legame tra P, V e 7. Nel caso 
limite di un gas di Boltzmann (cui corrisponde eW/T « 1) da queste 
formule si ottiene, come doveva essere, l'equazione di Clapeyron, 
Mostriamo questo calcolando al tempo stesso anche il primo termine 
correttivo dello sviluppo nell'equazione di stato. 

Per e/T & 1 sviluppiamo l’espressione integranda nella (56,12) 
in serie di potenze di e(/7)-: ed otteniamo, conservando i due primi 
termini dello sviluppo, 


co 3/2 00 dr ni 
2°°° dz Pe RIE, i Ti 2: 
ieri orerata E. e (13Fe )dz= 
0 dal 0 
3Vx 1 
= w/T T —- e/T 
4 d (17 9572 © ). 
Sostituendo questa espressione nella (56,12), abbiamo 
_ gVm?27>!2 ir i NWT 
One (17 re) 


Conservando solo il primo termine dello sviluppo, otteniamo esatta- 
mente il valore di Boltzmann del potenziale chimico per un gas 
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monoatomico (la formula (46,1a)). Il termine successivo dà la cor- 
rezione richiesta, cosicché possiamo scrivere 


| 3/27p5/2 
Q= poi + SR e20/7, (56,43) 

Ma le piccole correzioni a tutti i potenziali termodinamici (e- 
spresse mediante le variabili corrispondenti, vedi la (24,16)) sono 
le stesse. Quindi, esprimendo la correzione a £ mediante 7 e V (il 
che si può fare con la stessa approssimazione mediante le espressioni 
di Boltzmann), otteniamo la correzione all'energia libera 


713!2 N?h3 
F= Fao È 7 puis: (56,14) 


Infine, derivando rispetto al volume, otteniamo l’equazione di stato 
cercata i 
PV=NT[1+- 2 N 56,45 
N18 7an] PERO 
La condizione che il termine correttivo sia piccolo in questa formula 
coincide ovviamente con la condizione (45,6) di applicabilità della 
statistica di Boltzmann. Quindi, gli scostamenti delle proprietà 
di un gas perfetto dalle condizioni classiche, causati da un abbassa- 
mento della temperatura per una data densità (come si dice, per la 
comparsa di una sua degenerazione), implicano nella statistica di 
Fermi un aumento della pressione rispetto al suo valore in un gas 
ordinario; si può dire che gli effetti di scambio quantomeccanici con- 
ducono in questo caso alla comparsa di una certa repulsione efficace 
supplementare tra le particelle. 

Nella statistica di Bose, invece, la grandezza della pressione 
del gas si scosta in senso opposto: verso una diminuzione rispetto al 
valore classico; si può dire che qui compare una certa attrazione 
efficace tra le particelle. 


$ 57. Gas elettronico degenere 


Lo studio delle proprietà del gas di Fermi a temperature suf- 
ficientemente basse ha una grande importanza di principio. Come 
vedremo più avanti, le temperature che saranno in questione possono, 
da altri punti di vista, essere di fatto assai elevate. 

Parleremo più avanti di un gas elettronico come una delle appli- 
cazioni più importanti della statistica di Fermi; ricordiamo che per 
gli elettroni g = 2 (lo spinè s= 1/2). 

Cominciamo dallo studio del gas elettronico allo zero assoluto 
(gas di Fermi completamente degenere). Gli elettroni in un tale gas 
saranno ripartiti nei diversi stati quantistici in modo tale che l’ener- 
gia totale del gas abbia il valore minimo possibile. Poiché in ogni 
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stato quantistico vi si può trovare non più di un elettrone, gli elet- 
troni occupano tutti gli stati cominciando dall’energia minima 
(uguale a zero) fino a una certa energia massima la cui grandezza è 
determinata dal numero di elettroni nel gas. 

Tenendo conto della doppia (g = 2) degenerazione di spin dei 
livelli, il numero di stati quantistici di un elettrone che si muove 
nel volume Y con un impulso il cui modulo è compreso nell’in- 
tervallo tra p e p + dp; è 


4np? dp-V 7 p? dp 
2 an —! im RIGi) 


Gli elettroni occupano tutti gli stati con impulsi da zero al valore 
di frontiera p = px; questo valore si chiama raggio della sfera di 
Fermi nello spazio degli impulsi. Il numero totale di elettroni in 
questi stati è | 


PF 3 
eli 
na ) PPT ran 
0 


da cui otteniamo l’impulso di frontiera 


| N \1/3 
pr= (30)! (7) (57,2) 
e l'energia di frontiera 
Pi h2 ( N \2/8 
Ep = a = (370)? > 7) 3 (97 3) 


Questa energia ha un semplice significato termodinamico. In 
accordo con quanto detto sopra, la funzione di distribuzione di Fermi 


f 


T + 


Fig. 6 
in stati quantistici (con determinati valori dell'impulso p e della 
proiezione dello spin) 


DA L 
= TETTI RA 


si trasforma nel limite 7 + 0 in una funzione «a gradini »: uno per 
e <pezero per € >y (nella fig. 6 questa funzione è rappresentata 
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con una linea continua). Si vede di qui che il potenziale chimico del 
gas per 7 = 0 coincide con l'energia di frontiera degli elettroni 


p_= Ep. (97,0) 


L'energia totale del gas si ottiene moltiplicando i numeri di stati 
(57,1) per p°/2m e integrando su tutti gli impulsi 
Pr 
__v_ Fa} 
La: 2ma2h3 Î p° dp —— T0mn3h8 
0 


oppure, sostituendo la (57,2), 


n 3(8n3)3/8 h3 (N \2/8 
E-"S = (7) N (97,6) 


Partendo dalla relazione generale (56,8), troviamo finalmente l’equa- 
zione di stato del gas 
(3112)2/3 A2 { N \5/3 
e) > (57,7) 
Quindi, la pressione del gas di Fermi allo zero assoluto è proporzio- 
nale alla potenza 5/3 della sua densità. 

Le formule ottenute (57,6-7) sono applicabili approssimativa- 
mente anche a temperature sufficientemente vicine (per una data 
densità del gas) allo zero assoluto. La condizione della loro applica- 
bilità (condizione di « degenerazione intensa » del gas) richiede eviden- 
temente che T sia piccola rispetto all’energia di frontiera &p 


T<E (F)°. (57,8) 


Questa condizione, come c’era da aspettarsi, è opposta alla condizione 
(45,6) di applicabilità della statistica di Boltzmann. La temperatura 
Tp ®% € si chiama temperatura di degenerazione. 

Un gas elettronico degenere ha la particolarità specifica di di- 
ventare tanto più perfetto quanto più grande è la sua densità. E fa- 
cile convincersene nel seguente modo. 

Consideriamo un plasma, cioè un gas composto di elettroni e di 
un numero corrispondente di nuclei carichi positivamente che com- 
pensano la carica degli elettroni (un gas composto di soli elettroni 
sarebbe, evidentemente, instabile; non abbiamo parlato sopra di 
nuclei, poiché, essendo il gas supposto perfetto, la presenza di nuclei 
non incide sulle grandezze termodinamiche del gas elettronico). 
L'energia di interazione coulombiana tra gli elettroni e i nuclei 
(riferita a un elettrone) è dell'ordine di grandezza di Ze?/a, dove Ze 
è la carica del nucleo, e a » (ZV/N)?3 la dist: «7a media tra gli elet- 


troni e i nuclei. Perché il gas sia perfetto è necessario che questa 
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energia sia piccola rispetto all’energia cinetica media degli elettroni, 
il cui ordine di grandezza coincide con l’energia di frontiera &p. 
Sostituendo a — (ZV/N)/* e l’espressione (57,3) nella disuguaglian za 


Ze? « 85 


a 


si ottiene per ex la condizione 
N e?m \3 
F>(GF|2 (57,9) 


Si vede che questa condizione si verifica tanto meglio quanto più 
grande è la densità del gas N/V!). 


PROBLEMA 
Determinare il numero di urti contro la parete di un gas elettronico allo 
zero assoluto. 


Soluzione. Il numero di elettroni tia unità di volume) con impulsi nell’in- 
tervallo dp, il cui angolo con la normale alla parete si trova nell'intervallo d0, 
è 


2-2n sen 6 d0p? dp 
(2r0h)3 


11 numero di urti v (riferito a 1 cm? della parete) si ottiene moltiplicando per v 


cos 9 (v = p/m)e integrando in d0 nei limiti da 0 a n/2, e in dp da 0 app. Si 
ottiene finalmente 


1/3 4/3 
ga 30 2 (1) i . 


16 m\V 


$ 58. Calore specifico di un gas elettronico degenere 


A temperature basse rispetto alla temperatura di degenerazione 
Tr la funzione di distribuzione (57,4) ha la forma rappresentata nella 
fig. 6 dalla linea tratteggiata: essa è notevolmente diversa da uno o 
da zero solo in uno stretto intervallo di valori dell'energia e vicini 
all’energia di frontiera ez. La larghezza di questa zona di espansione 
della distribuzione di Fermi è dell'ordine di grandezza di 7. 

Le espressioni (57,6-7) rappresentano i primi termini dello svi- 
luppo delle grandezze corrispondenti in serie di potenze del rapporto 
TIT che è piccolo. Determiniamo i termini successivi di questo svi- 
luppo. 

Nella formula (56,6) figura un integrale della forma 

T= | f (e) de 
) ele-WIT _L1 , 


1) La temperatura di degenerazione, corrispondente alla densità del gas 
elettronico pari a (e°m/%?)3Z?, è 40Z4/ eV x 0,5-109Z4/3 gradi. 


13—2641 
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dove f (e) è una certa funzione (tale che l’integrale sia convergente); 
nella (56,6) f (e) = e”? Trasformiamo questo integrale ponendo 
eT-u= 7Tz | 


= R/T co 
- { HMtT2 pi j(h_—Tz) dz f (+72) de 
Lr ) et4-1 Past | A+ |P. 
Nel primo integrale scriviamo 
colle n 1 
+1 0  e41 


troviamo 
00 


I u/T 
È _pi i@—TAd |p ( 1M+TA de 
I=} fade r) + (EE, 


0 
Nel secondo integrale sostituiamo il limite superiore con l’infinito 
tenendo conto che u/T° > 1 e che l’integrale converge rapidamente!). 
Otteniamo così 


p co 
sa | f(p-+T2)—f(p—T2) 
I=)}@de+7 | Ti dz. 


Sviluppiamo ora il numeratore dell’espressione integranda nel se- 
condo integrale in serie di Taylor di potenze di z e integriamo membro 
a membro 

23 dz 


pu’ co c0 

’ d 1 mupm 
ba) f(e) de +272f (u) sta T°f" (1) GITt SO 
Sostituendovi i valori degli integrali?), otteniamo finalmente 


u A . 
I=|{()de+EFTf M+ E TU Mt... (58,1) 
0 


1) Questa sostituzione significa che si trascurano i termini esponenziai- 
mente piccoli. È da tener presente che lo sviluppo (58,1) che si ottiene più avanti 
è una serie asintotica (e non convergente). 

2) Gli integrali di questo tipo si calcolano nel seguente modo: 


(°°) 00 
gi ez di (—)" enz.dz= 
0 0 n=0 


=T0) 3 (et 221-219) 1 (2) Ss da, 


n=1 n=1 
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Il terzo termine dello sviluppo è dato a titolo di informazione e non 
ne avremo qui bisogno. 

Ponendo nella formula (58,1) f = e*? e sostituendo nella (56,6), 
otteniamo il termine successivo richiesto dello sviluppo del poten- 
ziale ©? alle basse temperature | 


V 24 m8/? 
O Coni do VT? === Agna è 


(58,2) 


Con ©, è indicata la grandezza £ allo zero assoluto. 
Consideriamo il secondo termine come piccola correzione a £, ed 
esprimendovi u in funzione di 7 e V con l’ « approssimazione zero » 


ossia 


ni Lv 
{ T- (1-24-)F(2){(2) (2>0), 
0 


dove % (x) è la funzione $ di Riemann. Per 7 = 1 questa espressione dà una 
indeterminazione; il valore dell’integrale è 


N d 
4 
aproh ù 


Per x intero pari (r = 2r) la funzione $ si esprime con i cosiddetti numeri 
di Bernoulli 8, e si ottiene 


ni 1 1 
2n- 2n-1 
| z __ 2 1 n2niB,. 


Vi 7 n 


In modo analogo si calcolano i seguenti integrali: 


=T(2)t(2) (2>1) 


{ 21 dz 
et—-1 
0 


Per x intero pari, x == 2n, abbiamo 


(cao; 
{ 22nA dz (2) Bn 


et—-1 4n 
0 


A titolo di informazione diamo alcuni primi numeri di Bernoulli ed alcuni 
valori delle funzioni 


4 1 A 1°, 
Bi=%> B2=%550 Pa= 5» Bi= 35: 
t(8/2)=2,612, t(5/2)=1,341, t(3)=4,202, t(5)=1,037; 


r(3/2)=V /2, T(5/2)=3VY 7/4. 
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(57,5), possiamo scrivere immediatamente l’espressione dell’energia 
libera (in accordo con il teorema sulle piccole correzioni (24,16)) 


F=F-&NT:(5)", (58,3) 
dove per brevità si è posto 
p—(3) e (58,4) 
Di qui ricaviamo l’entropia del gas 
S=BNT (7), (58,5) 
il suo calore specifico!) 
C=SNT (3 pa (58,6) 


e l’energia 
E=E,+}-NT° (FI Eo[1+0,18 (F7)° (FIT (58,7) 


Quindi, il calore specifico di un gas di Fermi degenere alle basse 
temperature è proporzionale alla prima potenza della temperatura. 


$ 59. Magnetismo di un gas elettronico. Campi deboli 


La magnetizzazione di un gas elettronico in campi magnetici 
deboli consta di due parti indipendenti: magnetizzazione parama- 
gnetica legata al momento magnetico proprio (di spin) degli elettroni 
(paramagnetismo di Pauli, 1927) e magnetizzazione diamagnetica 
legata alla quantizzazione del movimento orbitale degli elettroni 
in un campo magnetico (diamagnetismo di Landau, 1930). Calcoliamo 
le suscettività magnetiche corrispondenti supponendo il gas degenere: 
la temperatura è 7 « ep. La condizione di debolezza del campo 
magnetico significa che deve essere (vedi più avanti) BH < 7, 
dove f = | e | #/2mc è il magnetone di Bohr?). 

Per un gas degenere conviene eseguire i calcoli termodinamici 
assumendo come variabili indipendenti 7, V, u (al posto di 7, V, N). 


1) Non scriviamo l’indice vo p del calore specifico, Dodo in questa appros- 
simazione C, e Cp coincidono. Infatti, abbiamo visto al $ 23 che se S tende a 
zero come 7 per T + 0, la differenza C, — C, si annulla come 72+; quindi, 
nel caso considerato si ha 


Cn_Co VI Ts. 


2) Nel caso inverso delle alte temperature (7 > ep) gli elettroni formano 
un gas di Boltzmann e una parte paramagnetica della sua suscettività riferita 
a un'unità di volume è Ypara = Nf°/VT (la formula (52,8) cong = 2,4 = 1/2) 
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In relazione a ciò, invece della formula (52,1) utilizzata per calco- 
lare il momento magnetico di un gas di Boltzmann, lo calcoleremo 
qui come la derivata 


m=-(37) (59,1) 


del. potenziale termodinamico £. 

Determiniamo prima la parte paramagnetica della suscettività. 
L’energia supplementare (di spin) dell’elettrone in un campo magne- 
tico è pari a + f{5/7, dove i due segni corrispondono ai due valori 
(+ 4/2) della proiezione dello spin sulla direzione del campo. La 
distribuzione statistica degli elettroni in un campo magnetico si 
distingue quindi dalla distribuzione in assenza di campo per sosti- 
tuzione dell’energia e = p°/2m con e = p?°/2m + BH. Ma poiché 
e figura nella distribuzione in combinazione e — p con il potenziale 
chimico, questa sostituzione è equivalente alla sostituzione di p 
con u F pH. Pertanto il potenziale £ del gas elettronico in un campo 
magnetico si può rappresentare nella forma 


O (2) = Qo (+84) + 5 Lo (1 — BA), (59,2) 


dove , (u) è il potenziale in assenza di campo (per brevità, non 
scriviamo gli argomenti 7, V); i due termini di questa somma corri- 
spondono agli insiemi degli elettroni con le diverse proiezioni dello 
spin, e i fattori //2 tengono conto della doppia diminuzione del 
numero di stati quantistici dell'elettrone per un valore fissato della 
proiezione del suo spin. | 

Sviluppando nella (59,2) in serie di potenze di f.H7, otteniamo 


1 200 
O (1) = Qo (0) +3 BH SE, (59,3) 
da cui il momento magnetico è M = — Hf° I . Ma la derivata 


09/01 è pari a —N, cosicché la suscettività paramagnetica, riferita 
in questo paragrafo a un’unità di volume del gas, è 


— Bi 99% _ 8° _ (5) 
_\ du /r,v° 


Trascurando il piccolo effetto di temperatura (per 7 < p), cioè ri- 
tenendo il gas completamente degenere, dalla (57,3) abbiamo 
N=V (2mp)3/2 


3243 1 


(99,4) 


e la derivazione dà 


— 82 (23/2 V de 2 
Xpara= È Ta, == PEEnI : (99,9) 
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Passiamo al calcolo della suscettività diamagnetica. I livelli di 
energia del movimento orbitale dell’elettrone in un campo magne- 
tico sono dati dall’espressione 

V.] 
5- + (2n+1) BH, (59,6) 


e= 


dove n= 0, 41, 2,..., e p, è l'impulso orientato nella direzione 
del campo, che assume una serie continua di valori da —c0 a +00 
(vedi III, $ 112). In questo caso il numero di stati nell’intervallo 
dp, per ogni dato valore di n è 


V H 
2 II dp,, (59,7) 


dove il fattore 2 tiene conto delle due direzioni dello spin. L’espres- 
sione (53,4) del potenziale £2 diventa 


Q=2BH 2 fip—(2n+1)BHI, (59,8) 
dove 
(= | In[fi+oxp(4+-)]dp. (59,9) 


La somma (59,8) può essere calcolata con la precisione richiesta 
con l’ausilio della formula!) 


00 


S F(n+) e, | F(2)d+4P (0). (59,10) 


n=0 0 


La condizione di applicabilità di questa formula è che sia piccola 
la variazione della funzione / su ogni passo (n+n + 1). Nel- 
l'applicazione alla funzione (59,9) questa condizione richiede che 


BH < T?). 


1) In accordo con la nota formula della somma di Eulero — Maclaurin 


3PO+ Fo+ma {Faz A. (59,102) 
n=1 a 


La (59,10) si ricava di qui se poniamo a = 4/2 e rappresentiamo la funzione 
F (x) nell'intervallo 0 < x < 1/2 nella forma F (x) x F(0) + «F° (0). 

2) In caso contrario la condizione è violata nella regione « pericolosa » de 
valori di » per cui la differenza p — (2n + 1) BA è prossima a zero. Questa re 
gione (vedi il paragrafo seguente) conduce alla comparsa in Q di termini rapida 
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Applicando la (59,10) alla somma (59,8), otteniamo 


Q=298 | f(1—29Hz) do + 3RE SI Ip 
0 


n=0 


u 
[ 2pH)? d 
= \ fade EI, 


Il primo termine non contiene /, essendo cioè il potenziale £, (U) 
del gas in assenza di campo. Quindi, 


Q=9, (1) — È p2H? Sdi, (59,11) 
da cui la suscettività è!) 
2 029 4 
Xaia -TGE- — 3 Xpara- (59,12) 


In totale, il gas è paramagnetico con suscettività Y = 2Ypara/3. 
Abbiamo calcolato qui le sue due parti separatamente per precisarne 
l'origine. Si sarebbe potuto ovviamente calcolare immediatamente 
tutta la suscettività y. A tale scopo si sarebbe dovuto scrivere i livel- 
li di energia degli elettroni nella forma e = pî/2m + 2 +1) pH + 
+ {4 che si ottiene aggiungendo alla (59,6) l'energia magnetica di 
spin + BH. Questo insieme di valori di e si può anche rappresentare 
come 

2 
z 


e=-2 42nBH, n=0,1,2,..., (59,13) 


2m 


dove ogni valore in n 4 0 figura due volte e in n = 0 una volta; 
in altre parole la densità del numero di stati con n =£ 0 è data dalla 
stessa formula (59,7), e per n = 0 questa densità è di due volte mi- 
nore. Il potenziale £2 sarà determinato allora dalla somma 


00 


Q=2B4 {3{(M+Y f(u—2BHn)}, (59,14) 


n=1 


mente oscillanti (come funzioni di 7). Questi termini scompaiono se si prende 
la media della serie (59,8) su un intervallo AH tale che la variazione dell’argo- 
mento u — 2pnH (nell'intorno di un punto in cui u — 2BrH x 0) sia sostan- 
zialmente maggiore della differenza tra due suoi valori vicini: BH € nB4H — 
- uAHIH oppure AHIH > BH/p. Poi la formula (59,10) diventa di nuovo ap- 
plicabile e il risultato che si ottiene utilizzando la (59,10) sarà limitato dalla 
sola condizione BH « pu. i 

1) Notiamo che questa relazione si verifica per ogni potenza di degenera- 
zione del gas. 
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e per calcolarla occorrerà utilizzare la formula!) 


3F(00+3 Fm= {Fade pP(0. (59,15) 


n=1 


$ 60. Magnetismo di un gas elettronico. Campi forti 


Consideriamo ora campi per cui il valore f.7 è come prima piccolo 
rispetto a p e non deve più essere piccolo rispetto a 7 


Ts BH «Ku. (60,1) 


In queste condizioni gli effetti di quantizzazione del movimento 
orbitale e gli effetti di spin vanno presi in considerazione contem- 
poraneamente; in altre parole, per calcolare £! si deve partire dall’e- 
spressione (59,14). 

Vedremo che la magnetizzazione di un gas elettronico per BH > T 
contiene una parte che oscilla come funzione di 7 con grande ampiez- 
za; ed è proprio questa parte oscillante della magnetizzazione ad in- 
teressarci qui. | 

Per separare nelle grandezze termodinamiche le parti oscillanti, 
conviene trasformare la somma (59,14) con l'ausilio della formula 
di Poisson?) 


+ F(0)+S F(n)j= | F (2) dr +2 Re | F(a)e2mik=dx, (60,2) 
dopo di che essa diventa 
TRV n. < 
Q= o (1) +7 Re Di Ia (60,3) 
k=1 


1) Essa si ricava dalla formula di Eulero — Maclaurin ponendovi e = 0. 
2) Questa formula segue dall’uguaglianza 


do 00 : 
bi 6(-n)= 3 pasthx. 
n= 00 k=—c0 
la somma delle funzioni è al primo membro dell'uguaglianza è una funzione 
eriodica di variabile x con periodo 1, e la somrna al secondo membro è lo svi- 


uppo di questa funzione in serie di Fourier. Moltiplicando questa uguaglianza 


per una funzione arbitraria F (7) e integrando poi su x da 0 a 00, otteniamo la 
00 


(60,2) (dove l'integrale | F (x) 8 (x) dx è il termine della somma con n=0 


0 
esteso alla regione con uno dei lati che esce dal punto x = 0; esso dà 7 (0)/2). 
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dove 


I, = 28H I fia (1 + em(L 7) ] e2rihx dx dp, 
uo: | (60,4) 


e dove £, (u) è il potenziale temodinamico in assenza di campo. 

Sostituiamo negli integrali /, la variabile x con e == pî/2m + 
+ 2xBH. Otteniamo cosi la parie oscillante degli integrali (indichia- 
mola con /,) che qui ci interessa 


=-Î fun [1400 (45%) ]e0(686) n (26) dp, 


Nell’integrale in p, sono essenziali i valori pî/2m - BH. La parte 
oscillante dell’ integrale proviene dal dominio di valori di e in pros- 
simità di pu (vedi più avanti); pertanto il limite inferiore di integra- 
zione su & è sostituito con zero (in luogo di pî/2m). 

L'integrazione in p, è determinata e realizzata dalla formula!) 


"p! 


| gue / E, 


e poi resta 


— —oeinli pr 2mBH 
= cn j/ TA 


\ ln 11 "n elp=4)/T| ein3e/BH de. 


In questo integrale eseguiamo due volte l'integrazione per parti 
e nell’integrale restante eseguiamo la sostituzione della variabile 
(e — u)/7 = È. Tralasciando la parte non oscillante, otteniamo 


V Im (B4)5/2 mu invi è ink è\ x 
= Tarn = (Gp) s pa OP | pH E) d. 


In virtù della condizione u > 7, il limite inferiore di integrazione 
su È, pari a — y/7, è sostituito con —c0. Per Pa = 7 il ruolo do- 
minante nell'integrale lo gioca la regione È » 1, cioè l’intorno dei 


1) Essa si ottiene ruotando il cammino di integrazione nel piano della va- 
riabile complessa p: poniamo p = e '/“u e integriamo su valori reali di u da 
—— 00 a 006 
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valori di e attorno a p (e —p i L'integrale si calcola secondo 
la formula!) 


00 


(044 a 
e' È Tax na * 


s CLINT] 1)? 


Infine, troviamo la parte oscillante di £ 


© cos (Sr) 
_ VV (mb) TV BH 4 (60,5) 
E" k3/2 sh (s2kT/BH) © i 


Calcolando il momento magnetico come la derivata dell’espres- 
sione (60, 9), si devono derivare soltanto i fattori oscillanti più rapi- 
damente: i coseni nei numeratori dei termini della somma. Si ottiene 
cosî | 


| | 
ni 00 chine -7) 
= Vr Sg I | Ba "+ 


= 60,6 
153 V H a VE sh (n24T/BH) ( 


{L. D. Landau, 1939). Questa funzione oscilla con grande frequenza. 
Il suo « periodo » rispetto alla variabile 1/H è una grandezza costante 


4 ?B 
hp= (60,7) 


indipendente dalla temperatura. In questo caso, AH/H — BH/u & 
<1°). 

Per BH — 7 l'ampiezza delle oscillazioni dei momento magnetico 
è Me VuA!? (mB)?" h-3, La parte « monotona » della magnetiz- 
zazione (indichiamola con VM) determinata dalla suscettività calcola» 
ta al paragrafo precedente è M — Vu!?2Hm®'8%h-3. Pertanto 


IR/M — (1/BH)!/2 è l'ampiezza della parte oscillante, grande rispetto 
a quella monotona. Viceversa, per BH <« 7, questa ampiezza decre- 


sce esponenzialmente (come exp (-nT/BH) e diventa trascurabil- 
mente piccola. 


1) Ponendo (e* + 1)-1 = u, l’integrale si riduce all’integrale B di Eulero 
i (1-u)'î% uri au=T (1+ia) T (1— ia)/T (2) 
0 


e usando la formula | 
F(A—- 2) T (14 2) =inz/sen nz, 


si ottiene il risultato dato nel testo. 

2) L'effetto delle oscillazioni della magnetizzazione è stato predetto quali- 
tativamente da Landau (1930). Questo fenomeno nei metalli si chiama effetto 
di Haas — Van Alphen. 
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$ 6I. Gas elettronico relativistico degenere 


L'energia media degli elet:ironi aumenta comprimendo il gas 
(cresce er); quando essa diven;a confrontabile con me, gli effetti 
relativistici sono essenziali. Stulieremo qui in dettaglio un gas elet- 
tronico ultrarelativistico completamente degenere la cui energia delle 
particelle è è grande rispetto a mc?. Come è noto, l'energia della par- 
ticella è legata allora al suo impulso dalla relazione 


e!= cp. (61,1) 


Per il numero di stati quantistici e per l'impulso di frontiera sono 
valide le vecchie formule (57,1-2). Ma l'energia di frontiera (cioè 
il potenziale chimico del gas) è ora pari a 


eg=cpy = (8n2) he (1)!°, (64,2) 
L'energia totale del gas è 
Pg i 
V CPp 
E=<<@ \ p° dp Von 
0 
è 
ossia 
E= 1008 380818 LN È Le (61,3) 


Si può ottenere la pressione del gas derivando l'energia sul volume 
(per entropia costante pari a zero). Si ottiene cosi 


(3312)1/3 N 4/3 
P=gg="_k(7) - dt 
La pressione di un gas elettronico ultrarelativistico risulta propor- 
zionale alla potenza 4/3 della sua densità. 
È necessario notare che la relazione 


PV=5 (61,5) 


è vera in realtà per un gas ultrarelativistico non solo allo zero asso- 
luto, ma a tutte le temperature. È facile convincersene utilizzando 
un ragionamento analogo a quello impiegato per dimostrare la rela- 
zione (56,8) nel caso in cui si usi per l’energia £ l'espressione e = cp 
in luogo di e = p?/2m. Infatti, per e = ci dalla formula (53,4) si 
ricava 


IV_Coruitr 
Q=-7E \ e In (1-4 1 )de, 
0 
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da cui integrando per parti troviamo 


V_( s&de E 
Q= — 3r2c3h3 | elE- IT L4 negati (61,6) 
0 


Quindi, per un gas ultrarelativistico di Fermi si ottiene il valore 
limite (per £ data) della pressione di un corpo macroscopico (vedi 
il $ 27). 

Introducendo la variabile di integrazione £/7 = z, scriviamo 


VT4 | 23 dz 


e ea] FUmzi: 
Si vede di qui che 
Q=VT*4(5). (64,7) 
| 


Procedendo allo stesso modo come al $ 56, troviamo di qui che in un 
processo adiabatico il volume, la pressione e la temperatura di un 
gas ultrarelativistico di Fermi sono legati dalle relazioni 


4 
PV == costante, V7?= costante, 5 = costante. (61,8) 


Esse coincidono con l’equazione dell'adiabatica di Poisson con y = 


= 4/3; è da sottolineare però che y non è qui un rapporto tra i calori 
specifici del gas. 


PROBLEMI 


i. Determinare il numero di urti contro la parete in un gas elettronico 
ultrarelativistico completamente degenere. 

Soluzione. Il calcolo si esegue allo stesso modo come per il problema del 
$ 67, ma occorre tener presente che la velocità degli elettroni è v ® c. Come 
risultato si ottiene 


ce N 


v=——- 


4 V' 


2. Determinare il calore specifico di un gas elettronico ultrarelativistico 
degenere. 
Soluzione. Applicando la formula (58,4) all’integrale nella (61,6), troviamo 


Di qui l’entropia è 


n? gr (82) E 1/3 
ABIEICHE ii 3ch È x} 


il calore specifico . 
2\2/3 IÙ 4/3 


3ch N 
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3. Ricavare l'equazione di stato di un gas elettronico ultrarelativistico 
completamente degenere (l'energia dell’ellettrone è legata all’impulso mediante 
e? = c?p? + m?c4). 

Soluzione. Per il numero di stati e per l'impulso di frontiera abbiamo le 
precedenti formule (57,1-2), ma l'energia totale è 


Pp 
V PETER: 
E=i5 |p VRSFpAdp, 

0 

da cui 
E sane. f Po (2P34+ me?) V pì + m?c® —(mc)4 Arsh DI 
Bnens \ Pr PF F me 

Per la pressione P == —(0E/0V)g—, abbiamo 


2 O p 
P=T {vr (3 pp—m%2) V pi +m?c*+- (me)i Arsh E } , 


Conviene scrivere le formule ottenute in forma parametrica introducendo come 
parametro la grandezza 


E-GArsh LE, 
me 
Otteniamo allora 

N_{nme\3} 1 g È 

v=(Flati: 
__ mic (1 8 El: 

32r2h8 (Fot FD3+68). 

E m4cs 

V 32n0p9 (058) 


Il potenziale chimico u del gas (contenente l’energia di quiete della parti- 
cella) coincide con l’energia limite ex = € (pp). Esso è legato alla densità 
dalla relazione 


—— CZ ————_ —— » 


N 1 u? o \.8/2 
VO 3n2%3 | c% m?62) 


$ 62. Gas di Bose degenere 


Alle basse temperature le proprietà del gas di Bose non hanno nien- 
te in comune con quelle del gas di Fermi. Questo è evidente a priori, 
poiché per un gas di Bose lo stato di minima energia in cui esso si 
trova per 7 = 0 deve essere lo stato corrispondente a £ = 0 (tutte 
le particelle si trovano nello stato quantistico con e = 0), mentre 
per un gas di Fermi l’energia allo zero assoluto è diversa da zero. 

Se per una data densità N/V del gas diminuisce la sua tempera- 
tura, il potenziale chimico p dato dall’equazione (56,5) (con il segno 
inferiore) aumenterà cioè. essendo negativo, diminuirà in modulo. 
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Assumerà il valore p = 0 alla temperatura determinata dall’ugua- 
glianza 


N_ g.(mT)S/? î Vzd2 (62,1) 


V 21/2253 | ez-1° 
0 


L'’integrale che figura qui si esprime con la funzione % (vedi la nota 
alle pagg. 194-195); indicando la IRIRSraMnA cercata con 7, 
otteniamo 


r,= 331 R (LA, (62,2) 


Per T<T6 l'equazione (56,5) non ‘ha soluzioni negative, mentre 
nella statistica di Bose il potenziale chimico deve essere negativo a 
tutte le temperature. 

Questa contraddizione apparente è dovuta al fatto che nelle date 
condizioni il passaggio dalla somma (nella formula (54, 3)) all’inte- 
grazione (nella formula (56,5)) è illegittimo. Infatti, in questo pas- 
saggio il primo termine della somma (in e, = 0) si moltiplica per 
Ve=0, scomparendo cioè dalla somma. Ma al diminuire della 
temperatura le particelle devono accumularsi proprio in questo stato 
corrispondente all’energia minima, finché non vi si troveranno tutte 
quante per 7 = 0. Matematicamente questo fatto si manifesta come 
segue: passando al limite u- 0 nella (54,3), la somma di tutti i 
termini della serie, tranne il primo, tende a un limite finito (deter- 
minato dall’integrale (56,5)) mentre il primo termine (in e, = 0) 
tende all’infinito. Facendo tendere | non a zero, ma ad un certo pic- 
colo valore finito, si può dare al DO termine della somma il valore 
finito richiesto. 

Quindi, in realtà, per T<T;le cose stanno nel seguente modo. 
Le particelle con energia e >Q0 sono distribuite secondo la formula 
(56,4) con p=0 


dN. ___gm3lV Vede (62,3) 


21/2213 SIT _{° 


Il numero totale di particelle con energia e >0 sarà quindi 


Ness= fam. = Eaton 7 Vie op (LPP. 


21/2253 |) e-1 To 


Le altre 
Neng=N[1- (+ o "| (62,4) 
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particelle si trovano nello stato inferiore, cioè hanno energia e = 01). 
L'energia del gas per 7 < 7 è determinata ovviamente solo dalle 
particelle aventi e >0; ponendo nella (56,7) u = 0, abbiamo 


00 i 
E = gV (mT)3/2T 23/2 dz’ 
=" nana |) #1: 


Questo integrale si riduce a $ (5/2) (vedi la nota alle pagg. 
194-195) e si ottiene 
T \3/2 m3/2T5/2 
E=0,770NT (7) =0,128-"G; 


V. (62,5) 
Di qui il calore specifico è 


n DE 
Cy=="5F» (62,6) 
cioè il calore specifico è proporzionale a 7?!2. Integrando il calore 
specifico troviamo l’entropia 


SÈ 
$ = 30 , (62,7) 


e l'energia libera F = E — TS 
F=-iE. (62,8) 


L'ultimo risultato è del tutto naturale poiché per u = Osiha 
F=@®—- PV=Np+Q=Q. 
Per la pressione P= — (4F/@V)r si ha 


P=0,0851g TT, 


(62,9) 
Si vede che per T < 7, la pressione è proporzionale a 7°’? e non di- 
pende dal volume. Ciò è conseguenza naturale del fatto che le parti- 
celle allo stato con e = 0, non avendo impulso, non danno nessun 
contributo alla pressione. 

Nel punto 7 = 7, tutte le grandezze termodinamiche in questione 
sono continue. Tuttavia si può mostrare che la derivata del calore 
specifico rispetto alla temperatura subisce in questo punto uno sbal- 
zo (vedi il problema alla fine di questo paragrafo). La curva del calo- 


1) Il fenomeno di accumulazione delle particelle nello stato e = 0 si chiama 
condensazione di Bose — Einstein. Sottolineiamo che in questo caso si può trat- 
tare solo di « condensazione nello spazio degli impulsi »; ‘è ovvio che nel gas 
non avviene nessuna condensazione reale. 
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re specifico come funzione della temperatura ha nel punto T = 7 
una discontinuità e il calore specifico in questo punto è massimo (pari 
ZI 


a 1,28-3-M)!). 


PROBLEMA 


Determinare lo sbalzo della derivata (9C,/47)y nel punto 7 = Ty. 

Soluzione. Per risolvere il problema, occorre determinare l’energia del 
gas per valori piccoli positivi di 7 — 7. Riscriviamo l'uguaglianza (56,5) 
nella forma dell’identità 


00 
sa gVm3/3 1 1 
N=No (7)+ 21/2123 | rie _ e&/T 4 | , e de, 
0 


dove la funzione Nè (7) è data dall’uguaglianza (62,1). Sviluppiamo l’espres- 
. sione integranda tenendo conto che u è piccolo nell’intorno del punto 7 = 7% 
e che quindi nell’integrale ha importanza la regione in cui e ha valori piccoli; 
troviamo che l'integrale che qui figura è pari a 


la de Peep 

tu\-È_=-ar ye]. 1) 
3 Vee+]ul 

Sostituendo questo valore ed esprimendo poi p mediante N — N e» Otteniamo 


—u= 


22/6 ( NoN \ 
g?m3 TV y 


Con la stessa approssimazione scriviamo ora 


da cui 


3 3112h8 No— N \2 
E= Eot-5 Nop= Eo- No(-—7— ) . 


gîm3 TV 


dove E, = E. (1) è l'energia pet p = 0, cioè la funzione (62,5). La derivata 
seconda del secondo termine rispetto alla temperatura dà, evidentemente, lo 
sbalzo cercato della derivata del calore specifico. Dopo un calcolo troviamo 


aC) _ 6r2h6 1 aNo\2 ” N 
A( OT ),=— g?m3V3 [No(+ TT) lrn 36677. (2) 


Il valore della derivata (9C,/07)y per 7 = To — 0 è, in accordo con la (62,5), 
+2,89N/7,, e per 7 = To + 0 vale, quindi, —0,77 N/Te. 


1) Sottolineiamo però che un tale comportamento del calore specifico è il 
risultato del fatto che l’interazione tra le particelle del gas è completamente 
er la situazione cambia non appena si introduca un’interazione anche 
se debole. 
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$ 63. Irraggiamento nero 


Uno degli oggetti principali dell’applicazione della statistica di 
Bose è l'irraggiamento elettromagnetico in equilibrio termico o il 
cosiddetto irraggiamento nero. 

Si può considerare l’irraggiamento nero come un gas composto 
di fotoni. La linearità delle equazioni dell’elettrodinamica riflette 
il fatto che i fotoni non interagiscono tra loro (principio di sovrap- 
posizione per il campo elettromagnetico), cosicché il gas di fotoni è 
perfetto. Essendo intero il momento angolare dei fotoni, questo 
gas è regolato dalla statistica di Bose. 

Se l’irraggiamento avviene non nel vuoto, ma in un mezzo mate- 
riale, perché il gas di fotoni sia perfetto è necessario anche che sia 
debole l'interazione tra l'irraggiamento e la materia. Questa condi- 
zione si verifica nel gas (per tutto lo spettro di irraggiamento, tranne 
che per le frequenze vicine alle linee di assorbimento della materia); 
per le materie molto dense essa può essere verificata solo a tempera- 
ture molto alte. 

Bisogna tener presente che la presenza di una pur piccola quan- 
tità di materia è in generale indispensabile perché l'equilibrio termi- 
co possa stabilirsi nell’irraggiamento, in quanto si può considerare 
completamente assente l'interazione tra i fotoni!). 

Il meccanismo che garantisce l’equilibrio consiste nell’assorbi- 
mento e nell’emissione di fotoni da parte della materia. Questo dà 
al gas di fotoni una particolarità specifica essenziale: in esso il nume- 
ro N di particelle è una grandezza variabile e non una costante asse- 
gnata come nel gas ordinario. Pertanto N deve essere determinato 
dalla condizione di equilibrio termico. Richiedendo che l'energia 
libera del gas sia minima {per 7 e V dati), otteniamo come una delle 
condizioni necessarie 0F/0N = 0. Ma poiché (0F/0N)7,y = 4 tro- 
viamo che il potenziale chimico del gas di fotoni è uguale a zero 


p=0. (63,1) 


La distribuzione dei fotoni nei diversi stati quantistici con de- 
terminati valori dell'impulso hRk ed energie e = R@0 = lick (e con 
determinate polarizzazioni) è data, quindi, dalla formula (54,2) con 
p=0 

Ng = lt (63,2) 
È la cosiddetta distribuzione di Planck, 


—_ *) Consideriamo completamente trascurabile l'interazione (diffusione della 
luce da parte della luce) dovuta alla possibilità di comparsa di coppie elettrone- 
positrone virtuali. 


14—2641 
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Assumendo il volume sufficientemente grande, passiamo nel so- 
lito modo (vedi II, $ 52) dalla distribuzione discreta delle frequenze 
proprie dell’irraggiamento a quella continua. Il numero di oscilla- 
zioni con le componenti del vettore d’onda k negli intervalli d°% =: 
= dk,dkydk, è uguale a Vd*k/(2n)9, e il numero di oscillazioni per 
le quali il modulo del vettore d’onda si trova nell'intervallo dk è 
quindi 

Anke dk 
(271)3 l 
Introducendo la frequenza © = ck e moltiplicando per 2 (due dire- 
zioni indipendenti della polarizzazione delle oscillazioni), otteniamo 
il numero di stati quantistici di fotoni con le frequenze comprese 
nell'intervallo tra 0 e 0 + do 
Vo? do 
“ari (63,3) 
Moltiplicando la distribuzione (63,2) per questa grandezza, tro- 
viamo il numero di fotoni in questo intervallo di frequenze 
V 0?do 
INs= Fs Ter: (63,4) 
e moltiplicando ancora per ?ì;@© otteniamo l’energia di irraggiamento 
compresa in questo settore dello spettro 
Vi  =0°do0 
dEo= ad 703 bas 
Questa formula che dà la distribuzione spettrale dell’energia dell'ir- 
raggiamento nero è detta formula di Planck*). Espressa in funzione 
delle lunghezze d’onda 7 = 2rc/o essa assume la forma 


16rn2chV di, 


dbr= e ari x. o 
Per piccole frequenze (X@© < 7) la formula (63,5) dà 
dEg=V 7 & do. (63,7) 


(formula di Rayleigh — Jeans). 

Richiamiamo l’attenzione sul fatto che essa non contiene la costante 
quantistica % e può essere ottenuta moltiplicando il numero di o- 
scillazioni proprie (63,3) per 7; in questo senso essa corrisponde alla 
statistica classica in cui a ogni grado di libertà oscillatorio deve cor- 
rispondere l’energia 7 (legge dell’equipartizione, $ 44). 


1) La scoperta di questa legge, fatta da M. Planck nel 1900, diede origine 
alla creazione della teoria quantistica. 
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Nel caso limite opposto di alte frequenze (Xo > 7) la formula 
(63,5) dà 
h 
203 


dE,=V e R@IT dra (63,8) 


(formula di Wien). 
Nella fig. 7 è rappresentato il grafico della funzione 2*/(e* — 1) 
corrispondente alla distribuzione (63,5). 


1,6 
x3 
et-} 


/ 
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Fig. 7 


La densità della distribuzione spettrale dell'energia dell’irraggia- 
mento nero secondo le frequenze dEs/do ha un massimo per la fre- 
quenza © = ®m, data dall’uguaglianza 

pm —2,822. (63,9) 
Quindi, al crescere della temperatura il punto di massimo della 
distribuzione si sposta proporzionalmente a -7° verso frequenze più 
alte (legge dello spostamento)?). 

1) La densità della distribuzione secondo le lunghezze d’onda dE,/d4 
assume pure un massimo ma per un altro valore del rapporto analogo 

2rthc/ TA,m = 4,965. 


Quindi, il punto di massimo (A) della distribuzione secondo le lunghezze 
d'onda si sposta in modo inversamente proporzionale alla temperatura. 


14* 


212 GAPITOLO V 


Calcoliamo le grandezze termodinamiche dell’irraggiamento nero. 
Per u = 0 l'energia libera F coincide con £ (poiché F = D — PV = 
= Nu + 9). In accordo con la formula (54,4), nella quale poniamo 
u = 0 e passiamo nel solito modo (con l’ausilio della (63,3)) dalla 
sommatoria SISREEISARHE: otteniamo 


3 \ RC In (1— e-f0/2) do. (63,10) 


(—» | 


Introducendo la variabile di integrazione x = %©/T e integrando 
per parti, otteniamo 


F=-V 


00 
T4 | x3 dr 
31243 03 J eXx-1° 

o 


L’integrale che qui figura è pari a 8/15 (vedi la nota alle pagg. 
194-195). Quindi, 


SE 4 
F=-Vang= EI (63,11) 


Se 7 si misura in gradi, il coefficiente o (costante di Stefan — Boltz- 
mann) è pari a 


IL x 
O=—--T7r 605303 = d, 67-10 fn (63,12) 
L'entropia è 
0F 160 | 
S == —@T — 3c VT®. (63,13) 


Essa è proporzionale al cubo della temperatura. L’energia totale 
dell’irraggiamento £ = ù TS è 


E=vT*= —-3P. (63,14) 


Questa espressione si ine potuta ottenere integrando diretta- 
mente la distribuzione (63,5). Quindi, l’energia totale dell’irraggia- 
mento nero è proporzionale .alla quarta potenza della temperatura 
(legge di Boltzmann). 

Per il calore specifico dell'irraggiamento abbiamo 


dE 16 
Co (F),= TV. (63,15) 
Infine, la pressione 
OF 40 
P=—(7) si e) 


T 
PV=5. (63,17) 
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Come ci si aspettava per un gas di fotoni si ottiene la stessa espressione 
limite della pressione che per un gas elettronico ultrarelativistico 
($ 61); la relazione (63,17) è una conseguenza diretta della dipenden- 
za lineare (e = cp) tra l’energia e l'impulso della particella. 
Il numero totale di fotoni nell’irraggiamento nero è 


- . : o 
A ia VIS ( stde 
FE, 1263, hi el®/T 4 a n2c3h3 « ex-1 ° 
0 0 


L’integrale che qui figura si esprime mediante © (3) (vedi la nota 
alle pagg. 194-195). Quindi, 


N= 20 (2) v=-0,244 (+) V. (63,18) 


Per un’espansione (o compressione) adiabatica del gas di fotoni 
il volume e la temperatura risultano legati dalla relazione V7®? = 
= costante. In virtù della (63,16), la pressione e il volume sono legati 
allora dalla relazione PV4! = costante. Confrontando con la (61,8), 
vediamo che l’equazione dell’adiabatica di un gas di fotoni coincide 
(come c’era da aspettarsi) con l’adiabatica di un gas ultrarelativistico. 

Consideriamo un corpo che si trovi in equilibrio termico con 
l'irraggiamento nero circostante. Il corpo riflette e assorbe con- 
tinuamente i fotoni incidenti su di esso e, a sua volta, ne emette 
nuovi; all'equilibrio tutti questi processi sono mutuamente compen- 
sati in modo tale che la distribuzione dei fotoni secondo le frequenze 
e le direzioni resti in media invariata. 

Data la totale isotropia dell’irraggiamento nero, ogni elemento 
del suo volume emette uniformemente un flusso di energia in tutte 
le direzioni. Poniamo 


04° dEs ho? 
(77 (0) = tea ua = IRA (STI, (Bo _ ) (63,19) 


la densità spettrale dell’irraggiamento nero, riferita all’unità di 
volume e all’intervallo unitario di angoli solidi. Allora la densità 


del flusso di energia nell’intervallo di frequenze d@, emesso da ogni 
punto nell'elemento di angolo solido do, sarà 


ceo (@) do da. 
Pertanto l’energia d’irraggiamento (nell’intervallo di frequenze de) 


che cade nell’unità di tempo sull’unità di superficie del corpo forman- 
do un angolo 0 con la sua normale, è 


ceo (0) cos 9 do do, do = 2n sen 0 do. 
Indichiamo con A (@, 0) il potere assorbente del corpo in funzione 


della frequenza dell’irraggiamento e della direzione incidente; 
questa grandezza si determina come una parte dell’energia di irrag- 
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.giamento incidente sulla superficie del corpo e assorbita da questo, 
in un dato intervallo di frequenze (questa parte non include l’irrag- 
giamento che attraversa il corpo, qualora esso sia presente). Allora 
la quantità di irraggiamento assorbito (al secondo da 1 cm? della 
superficie) è 


ceo (0) A (0, 0) così do do. (63,20) 


Supponiamo che il corpo non diffonda irraggiamento e non pro- 
duca fluorescenza, cioè che la riflessione avvenga senza cambiamen- 
to dell’angolo 8 e della frequenza. Assumiamo inoltre che l’irraggia- 
mento non attraversi il corpo; in altre parole, che tutto l’irraggia- 
mento non riflesso venga completamente assorbito. Allora la quan- 
tità di irraggiamento (63,20) deve essere compensata dall’irraggia- 
mento emesso dal corpo stesso nelle stesse direzioni e con le stesse 
frequenze. Indicando l'intensità di emissione (da 1 cm? della super- 
ficie) con J (0, 0) dodo ed uguagliandola all’energia assorbita, ot- 
teniamo la seguente relazione: 


J (0, 9) = ceo (0) A (0, 0) così. (63,21) 


Le funzioni J (©, 0) e A (0, 0) sono ovviamente diverse per i diversi 
corpi. Ma vediamo che il loro rapporto è indipendente dalle proprietà 
del corpo ed è una funzione universale della frequenza e della dire- 
zione 
J (0, 8) 
A(o, 0) 


che è determinata dalla distribuzione dell’energia nello spettro del- 
l'irraggiamento nero (a temperatura uguale a quella del corpo); questa 
asserzione costituisce il contenuto della cosiddetta legge di Kirchhoff. 

Se il corpo diffonde la luce, la legge di Kirchhoff si deve formulare 
in modo più limitato. Poiché la riflessione implica in questo caso 
un cambiamento dell’angolo 9, allora partendo dalla condizione di 
equilibrio si può richiedere solo che l'irraggiamento (a una data fre- 
quenza) assorbito in tutte le direzioni sia uguale all’irraggiamento 
totale emesso dal corpo in tutte le direzioni 


Î J (@, 0) do=cey (0) | A (©, 0) cos 0 do. (63,22) 


= c€o (0) cos 0 


L'angolo 0 cambia in generale anche nel caso in cui l’irraggiamen- 
to attraversa il corpo (a causa della rifrazione all’entrata e all’u- 
scita dal corpo). In questo caso la relazione (63,22) deve essere integra- 
ta ancora una volta su tutta la superficie del corpo; le funzioni 
A (0, 0) e J (©, 0) dipendono allora non solo dal materiale di cui 
è composto il corpo, ma anche dalla sua forma e dal punto considera- 
to sulla superficie. 
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Infine, se si ha una diffusione accompagnata da un cambiamento 
della frequenza (fluorescenza), la legge di Kirchhoff sussiste solo per 
gli integrali totali sia sulle direzioni che sulle frequenze di irraggia- 
mento . 


| | J (0, 0) dodo=c | { 0 (0) A (0, 0) cos 8 do do. (63,23) 


Un corpo che assorba completamente tutto l’irraggiamento incidente 
su di esso si chiama corpo nero perfetto *). Per definizione, per un tale 
corpo 4 (@, 0) = 1e il suo potere irraggiante è determinato comple- 
tamente dalla funzione 


To (0, 0) = ceo (0) cos 0 (63,24) 


che è la stessa per tutti i corpi neri perfetti. }} da notare che l’inten- 
sità dell’irraggiamento di un corpo nero perfetto dipende in modo 
molto semplice dalla direzione: essa è proporzionale al coseno del- 
l'angolo formato da questa direzione con la normale alla superficie del 
corpo. L'intensità totale dell’irraggiamento Jo emesso da un corpo 
nero perfetto si ottiene integrando la (63,24) su tutte le frequenze 
e su tutti gli angoli solidi di una semisfera 


00 70/2 


Jo=c | 65(0) do - { 2 cos 0 sen) d0 = cÉ 
0 0 


4V ? 


dove £ è data dalla formula (63,14). Quindi, 
Jo= 074, (63,25) 


cioè l’intensità totale dell’irraggiamento emesso da un corpo nero 
perfetto è proporzionale alla quarta potenza della temperatura. 

Consideriamo infine un irraggiamento che non si trovi in equili- 
brio termico, e può essere non in equilibrio sia la distribuzione spet- 
trale dell’irraggiamento che la distribuzione in tutte le direzioni. 
Sia e (0, n) do do la densità spaziale dell'irraggiamento nell’inter- 
vallo spettrale do e supponiamo che la direzione del vettore d'onda 
n si trovi nell’elemento di angolo solido do. Si può introdurre il con- 
cetto di temperatura dell’irraggiamento in ogni piccolo intervallo 
di frequenze e di direzioni: è la temperatura per cui la densità 
€ (@, n) è pari al valore dato dalla formula di Planck, cioè 


e(o, n)=e€ (0). 


1) Si può realizzare un tale corpo sotto forma di una cavità munita di un 
piccolo foro econ le pareti interne ben assorbenti. Ogni raggio incidente dall’ester- 
no su questo foro potrebbe entrare nella cavità e uscirne solo dopo riflessioni. 
multiple sulle pareti della cavità. Quindi, se il foro ha dimensioni sufficiente- 
mente piccole, la cavità assorbirà praticamente tutto l’irragiamento incidente 
sul foro e, di conseguenza, il foro sarà un corpo nero perfetto. 
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Indicando questa temperatura con Town, scriviamo 


luo ce. (63,26) 
In {1+755 Sa } 
473c3 e(o,n 

Supponiamo un corpo nero perfetto irraggiante nello spazio 
circostante (vuoto). Supponiamo che l’irraggiamento si propaghi 
liberamente lungo i raggi rettilinei e che all’esterno del corpo non 
sia più in equilibrio termico: esso non sarà isotropo in tutte le di- 
‘rezioni come deve essere l’irraggiamento in equilibrio. Poiché i fo- 
toni si propagano nel vuoto non interagendo tra di loro, possiamo 
applicare rigorosamente il teorema di Liouville alla funzione di 
distribuzione dei fotoni nel loro spazio delle fasi, cioè secondo le 
coordinate e le componenti del vettore d’onda!). In accordo con 
questo teorema, la funzione di distribuzione resta costante lungo le 
traiettorie di fase. Ma la funzione di distribuzione coincide, a meno 
di un fattore dipendente dalla frequenza, con la densità spaziale 
e (0, n, r) dell’irraggiamento per una data frequenza e direzione. 
Poiché neanche la frequenza dell’irraggiamento cambia nella sua 
propagazione, possiamo enunciare il seguente risultato importante: 
in ogni elemento di angolo solido in cui si propaga l'irraggiamento 
(a partire da un dato punto dello spazio), la densità dell’irraggia- 
mento e (©, n, r) sarà pari alla densità che aveva all’interno del cor- 
po nero irraggiante, vale a dire alla densità e, (è) dell’irraggiamento 
nero. Tuttavia, mentre nell’irraggiamento all’equilibrio una tale 
densità esiste in tutte le direzioni, qui essa avrà luogo solo per un 
certo intervallo cdi direzioni. | 

Determinando la temperatura dell’irraggiamento non in equilibrio 
con l'ausilio della (63,26), possiamo esprimere altrimenti questo ri- 
sultato, affermando che la temperatura Ton sarà uguale alla tempe- 
ratura 7 del corpo nero irraggiante per tutte le direzioni in cui (in ogni 
dato punto dello spazio) esiste in generale un irraggiamento propa- 
gantesi. Se invece la temperatura si calcola a partire dalla densità 
media per tutte le direzioni, essa risulterà ovviamente minore della 
temperatura del corpo nero. 

Tutti questi corollari del teorema di Liouville restano validi 
anche nel caso degli specchi riflettenti o delle lenti di rifrazione, se 
le condizioni di applicabilità dell’ottica geometrica sono effettiva- 
mente verificate. L’irraggiamento può essere focalizzato mediante 
lenti o specchi, cioè si può estendere l’area di direzioni in cui si 
propagano i raggi (in un dato punto dello spazio). Si può così au- 
mentare la temperatura media dell’irraggiamento in questo punto; 
tuttavia, come risulta da quanto detto sopra, non si può in nessun 
modo renderla superiore alla temperatura del corpo nero emettente. 


1) Considerando il caso limite dell’ottica geometrica, possiamo parlare 
delle coordinate del fotone. 
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$ 64. Solidi a basse temperature 


I solidi sono un altro oggetto cui si possono applicare con suc- 
cesso i metodi statistici di calcolo delle grandezze termodinamiche. 
La peculiarità caratteristica di questi corpi è che i loro atomi com- 
piono solo delle piccole oscillazioni in prossimità di certe posizioni 
di equilibrio, che sono i nodi del reticolo cristallino. La mutua di- 
sposizione dei nodi corrispondente all’equilibrio termico del corpo 
è privilegiata rispetto alle altre disposizioni possibili e, quindi, 
è regolare. In altre parole, un corpo in equilibrio termico deve es- 
sere cristallizzato. 

In accordo con la meccanica classica, tutti gli atomi allo zero 
assoluto sono immobili e la loro energia potenziale -di interazione 
deve essere minima in equilibrio. Pertanto a temperature sufficien- 
temente basse gli atomi devono in ogni caso compiere solo delle pic- 
cole oscillazioni, vale a dire che tutti i corpi devono essere solidi. 
Ma in realtà gli effetti quantistici possono causare delle eccezioni 
a questa regola. Tale è l’elio liquido, l’unica sostanza che resta 
liquida allo zero assoluto (a pressioni non troppo alte); tutte le 
altre sostanze si solidificano molto prima che gli effetti quantistici 
diventino sensibili in essi 1). 

Perché un corpo sia solido la sua iampairna deve essere piccola 
in ogni caso rispetto all’energia di interazione. tra gli atomi (in- 
fatti, a temperature più alte tutti i solidi fondono o si decompongono). 
Conseguentemente le oscillazioni degli atomi del solido attorno alla 
loro posizione di equilibrio sono sempre piccole. 

Oltre ai cristalli, esistono in natura anche dei solidi amorfi in 
cui gli atomi oscillano attorno a punti caoticamente disposti. Dal 
punto di vista termodinamico, tali corpi sono metastabili e con il 
tempo si devono cristallizzare. Tuttavia i tempi di rilassamento 
sono in effetti cosi grandi che i corpi amorfi praticamente si compor- 
tano per un lungo tempo come corpi stabili. Tutti i calcoli che se- 


1) Gli effetti quantistici sono importanti duauido la lunghezza d’onda di 
De Broglie corrispondente all’agitazione termica degli atomi diventa confron- 
tabile con le distanze tra gli atomi. Nell'elio liquido puooto avviene per 2-3° K. 
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guono si riferiscono in misura uguale sia ai corpi cristallini che a 
quelli amorfi. L'unica differenza è che ai corpi amorfi, che non 
sono in equilibrio, è inapplicabile il teorema di Nernst e per 7 + 0 
la loro entropia tende a un valore diverso da zero. Pertanto, nel 
caso dei corpi amorfi, alla formula (64,7) dell’entropia, che verrà 
ricavata più avanti, avremmo dovuto aggiungere una certa costante 
So (e all’energia libera un termine corrispondente 7.$;); questa 
costante poco essenziale che, in particolare, non incide sul calore 
specifico del corpo, sarà omessa. 

L’entropia restante che non scompare per 7 -> 0 può essere os- 
servata anche nei corpi cristallini in seguito al cosiddetto effetto 
di ordinamento dei cristalli. Se il numero di nodi di un reticolo cri- 
stallino in cui si possono trovare gli atomi di un dato tipo, coincide 
con il numero di questi atomi, nell’intorno di ogni nodo si trova un 
solo atomo; in altre parole, la probabilità che nell’intorno di ogni 
nodo si trovi un atomo (del tipo in questione) è pari a uno. Tali 
cristalli sono detti completamente ordinati. Esistono tuttavia dei 
cristalli che si possono trovare non solo nei « loro » posti (che occu- 
pano se sono completamente ordinati), ma anche in certi posti 
« altrui ». In questo caso, il numero di nodi in cui si può trovare 
l’atomo del tipo in esame, è maggiore del numero di questi atomi; 
è evidente allora che la probabilità che gli atomi del tipo in esame 
si trovino sia nei nodi vecchi che in quelli nuovi sarà diversa da uno. 

Cosî, l’ossido di carbonio solido rappresenta un cristallo mole- 
colare in cui la molecola CO può avere due orientazioni opposte che 
si ottengono l’una dall’altra per una mutua trasposizione degli 
atomi C ed O; il numero di posti che possono occupare gli atomi C 
(oppure O) è allora il doppio del numero di questi atomi. 

All’equilibrio termodinamico completo allo zero assoluto, ogni 
cristallo deve essere completamente ordinato e gli atomi di ogni 
tipo devono occupare dei posti ben determinati !). Ma poiché il pro- 
cesso di riorganizzazione del reticolo è lento, in particolare alle 
basse temperature, un cristallo non completamente ordinato ad 
alta temperatura può di fatto restare tale anche a temperature molto 
basse. Un tale « congelamento » dei difetti di ordine conduce alla 
comparsa nell’entropia del cristallo di un residuo costante. Così, 
nell’esempio citato sopra del cristallo CO, se le molecole CO occupano 


1) A essere rigorosi, questa affermazione è altrettanto valida se si trascu- 
rano gli effetti quantistici. Questi ultimi possono diventare importanti (per 
T = 0) sel’ampiezza delle oscillazioni nulle degli atomi nel reticolo è confron- 
tabile con le distanze tra gli atomi. In un tale « cristallo quantistico » è, in linea 
di principio, possibile la situazione in cui nel suo stato fondamentale (stato per 
T = 0) il numero di nodi sia maggiore del numero di atomi. I difetti « nulli » 
(le vacanze libere) che si verificano quindi nel reticolo non sono però localizzati 
în determinati nodi (come è per il cristallo « classico ») e rappresentano una 
proprietà collettiva del reticolo senza violarne la periodicità rigorosa. Vedi 
A. F. Andreev, I. M. LifSits, ZETF 56, 2057, 1969. 
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con equaprobabilità le due orientazioni, l'entropia residuale sarà 
pari a Sh = ln2. 

Sia N il numero di celle elementari del reticolo cristallino e sia 
v il numero di atomi in una cella. Allora il numero totale di atomi 
è Nv. Del numero totale 3Nv di gradi di libertà tre corrispondono 
al moto di traslazione e tre al moto di rotazione del corpo. Pertanto 
il numero di gradi di libertà vibratori è 3Nv —- 6; ma essendo 3Nv una 
quantità molto grande, si può trascurare il numero 6 e ritenere il 
numero di gradi di libertà vibratori pari semplicemente a 3Nv. 

Sottolineiamo che considerando i solidi trascureremo comple- 
tamente i gradi di libertà « interni » (elettronici) degli atomi. Per- 
tanto se questi gradi di libertà sono essenziali (come può essere, ad 
esempio, nei metalli), tutte le formule che seguono si riferiranno 
solo a quella parte (detta parte reticolare) delle grandezze termodina- 
miche del solido che è legata alle oscillazioni degli atomi. Per otte- 
nere i valori totali di queste grandezze, si deve aggiungere alla 
parte reticolare la parte elettronica. 

Dal punto di vista meccanico, un sistema con 3Nv gradi di 
libertà vibratori si può considerare come un insieme di 3Nv oscil- 
latori indipendenti, ciascuno dei quali corrisponde a un’oscillazione 
normale. Le grandezze termodinamiche legate a un grado di libertà 
vibratorio sono state già calcolate al $ 49. Queste formule ci per- 
mettono di scrivere immediatamente l’energia libera di un solido 
nella forma!). 


F=Ng,4T YIn(1-e 0/1), (64,1) 
12 | 


La somma è estesa a tutte le 3Nv oscillazioni normali enumerate 
con l’indice a ?). Alla somma sulle oscillazioni si è associato il ter- 
mine Ne, rappresentante l’energia di tutti gli atomi del solido 
nelle posizioni di equilibrio (più precisamente, negli stati delle 
oscillazioni nulle); questo termine dipende dalla densità e non dalla 
temperatura e, = € (N/V). | 
Consideriamo il caso limite delle basse temperature. Per le pic- 
cole 7 nella somma su a hanno importanza i soli termini con basse 
frequenze: fio, — T. Ma le oscillazioni a basse frequenze non sono 
altro che le onde sonore ordinarie. La lunghezza di un’onda sonora 
è legata alla frequenza mediante i — u/@, dove u è la velocità del 
suono. Nelle onde sonore la lunghezza d’onda è grande rispetto alla 
costante a del reticolo (A. a); questo vuol dire che ® « u/a. In 
altre parole, le oscillazioni si possono considerare come le onde 


:1) La quantizzazione delle oscillazioni è stata usata per la prima volta da 
Einstein (1907) per calcolare le grandezze termodinamiche di un solido. 
. 2) Nel seguito questa formula sarà rappresentata anche nella forma inte- 
grale; vedi la (71,7). 
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sonore a temperature 
mq. (64,2) 


Supponiamo che il solido sia isotropo (un solido amorfo). Come 
è noto (vedi VII, $ 22) in un solido isotropo è possibile una propaga- 
zione delle onde sonore longitudinali (la cui velocità indichiamo 
con u;) e delle onde trasversali con due direzioni indipendenti di 
polarizzazione (e con la stessa velocità di propagazione u;). La fre- 
quenza di queste onde è legata al modulo del vettore d’onda k dalla 
relazione lineare © = wk 0 0 = Uk. 
Il numero di oscillazioni proprie nello spettro delle onde sonore 
il cui modulo del vettore d’onda sia compreso nell’intervallo dk e 
che abbiano una data polarizzazione è 
Ark? dk 
"Gai » 


dove V è il volume del solido. Ponendo per una delle tre polarizza- 
zioni indipendenti % = ©/u; e per le altre due % = @/ù:, si ha che 
il numero dellè oscillazioni nell'intervallo do è uguale a 


2do (1 2: * 
Ve at (64,3) 


ce 


Introduciamo una velocità media del suono u per mezzo della 
formula 
3°. 2 1 
FANCAICA 
Allora l’espressione (64,3) assume la forma 


vide, (64,4) 
2r,2 13 
In questa forma essa è applicabile non solo ai corpi isotropi ma anche 


ai cristalli; in questo caso, con u = u (V/N) bisogna intendere la 
velocità media di propagazione del suono nel cristallo. Per determi- 
nare la legge che dà la media, bisogna risolvere i problemi della teo- 
ria della elasticità relativi alla propagazione del suono in un cristal- 
lo di simmetria data!). 

Con l’ausilio dell’espressione (64,4) passiamo nella (64,1) dalla 
sommatoria all’integrazione ed otteniamo (in conseguenza della 


PEN | In (1— e-h0/7) 02 do (64,5) 
2248 
. 0 È 
1) Ricordiamo che in un mezzo anisotropo esistono, in generale, tre diversi 
rami dello spettro delle onde sonore in ciascuno dei quali la velocità di propa- 
gazione è una funzione della direzione (vedi VII, $ 22). 
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convergenza rapida dell’integrale per le piccole 7 si puo inte- 
grare da 0 a co). Questa espressione (a prescindere dal termine Ney) 
differisce dalla formula (63,10) dell'energia libera dell’irraggiamento 
nero solo per la sostituzione della velocità della luce c con la velocità 


del suono u e per il fattore supplementare 3/2. Una tale analogia è 
qui del tutto naturale. Infatti, la frequenza delle oscillazioni sonore 
è legata al vettore d'onda dalla stessa relazione lineare valida per i 
fotoni. Quanto agli interi v, nei livelli di energia 2vylio, di un si- 
stema di oscillatori sonori, essi possono essere considerati come nu- 
meri di occupazione dei diversi stati quantistici con le energie 
8, = hoc e, inoltre, i valori di questi numeri sono arbitrari (come 
nella statistica di Bose). La comparsa del fattore supplementare 
3/2 nella (64,5) è dovuta al fatto che le oscillazioni sonore hanno tre 
direzioni possibili di polarizzazione in luogo delle due dei fotoni. 

Quindi, senza rifare i calcoli, possiamo utilizzare l’espressione 
(63,11) ricavata al $ 63 per l'energia libera dell’irraggiamento nero 


sostituendovi c con u e moltiplicandola per 3/2. L'energia libera del 
solido è quindi | 


FonaeV "==, (64,6) 
30 (QAu)3 
L'entropia del solido è 
21273 
ITS (64,7) 
ia sua energia 
1274 
E Neo+ V 10 (fu)? ( 4,8) 
e il calore specifico 
— 2° ps 
5a) TV, (64,9) 


Quindi, il calore specifico di un solido alle basse temperature è 
proporzionale al cubo della temperatura (2. Debye, 1912)*). Scrivia- 
mo qui il calore specifico semplicemente come C (senza distinguere 
C, e Cp) poiché alle basse temperature la differenza C,) — C, è un 
infinitesimo di ordine più elevato del calore specifico stesso (vedi il 
$ 23; nel caso considerato S o 73 e quindi C, — Co © T°). 

Per i solidi con un reticolo cristallino semplice (elementi e com- 
posti) la legge 7* per il calore specifico comincia di fatto a verificar- 


1) Ricordiamo che in presenza di «gradi di libertà elettronici » queste 
formule determinano solo la parte reticolare delle grandezze termodinamiche. 
Ma anche in presenza di una parte elettronica (nei metalli) quest’ultima si fa 
sentire, per esempio, nel calore specifico solo a temperature di qualche grado. 
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si a temperature dell’ordine di qualche decina di gradi. Per solidi 
con reticolo composto questa legge si verifica solo a temperature moi- 
to più basse. 


$ 65. Solidi ad alte ‘temperature 


Passiamo ora al caso limite opposto delle alte temperature (del- 
l'ordine di grandezza di 7 Ru/a, dove a è la costante del reticolo). 
In questo caso si può porre 


-h0jT _, lio 
d1-ee & "i 


e la formula (64,1) diventa 


F=Ng,+T Y ln î9e, (65,1) 


(#2 


Nella somma su «a ci sono in tutto 3Nv addendi; introduciamo la 


frequenza « media geometrica » @ in accordo con la definizione 


= 1 
Mno=x7 di In wa. (65,2) 
o 


Allora per l'energia libera del solido otteniamo la formula 


F=Ne,—3NyTInT+3NvT In ho. (65,3) 


La frequenza media ®, cosî come u è una certa funzione della densità: 
o = © (V/N). 
Dalla (65,3) ricaviamo l’energia del solido E = F — T di 


E=Ne,+3NNT. (65,4) 


Il caso delle alte temperature corrisponde allo studio classico delle 
oscillazioni degli atomi; è perciò naturale che la formula (695,4) 
sia in pieno accordo con la legge dell’equipartizione ($ 44): a cia- 
scuno dei 3Nv gradi di libertà vibratori corrisponde nell’energia una 
frazione di T (a prescindere dalla costante Ney). 

Il calore specifico è 


C=Nc=3Nv, (65,5) 


dove c = 3v è il calore specifico di una cella. Scriviamo di nuovo 
il calore specifico semplicemente come C tenendo conto che nei soli- 
di la differenza tra Cp e C, è in generale trascurabile (vedi la fine del 
$ 67). | 

Quindi, a temperature sufficientemente alte il calore specifico 
di un solido è costante e dipende solo-dal numero di atomi del solido. 
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In particolare, il calore specifico dei diversi atomi deve essere lo 
stesso (v = 1) e pari a 3 con un semplice reticolo cristallino: la co- 
siddetta legge di Dulong e Petit. Alle temperature usuali questa legge 
risulta verificata per molti elementi. La formula (65,5) si verifica 
alle alte temperature anche per alcuni composti semplici; per i 
composti complicati questo valore limite del calore specifico non 
è in generale mai realizzabile (il corpo fonde o si decompone prima). 

Sostituendo la (65,5) nella (65,3) e nella (65,4), scriviamo l’ener- 
gia libera e l’energia del solido nella forma 


F=N&—NecT nT+NcT In ho, (65,6). 
E = Neg + NeT. (65,7) 
L’entropia S = — 0F/9T è 
S=NclnT-Ncln®. (65,8) 


E ovvio che la formula (65,1) può essere ricavata immediatamente 
dalla statistica classica partendo dalla formula generale (31,5) 


F=-—-T)n Li e EP, DIT dl. (65,9) 


Nel caso del solido l’integrazione sulle coordinate si esegue nel se- 
guente modo: ogni atomo è supposto giacente nell’intorno di un de- 
terminato nodo del reticolo e l’integrazione sulle sue coordinate è 
eseguita solo in un piccolo dominio attorno a questo nodo; è chiaro 
che tutti i punti di un dominio d’integrazione cosi definito corri- 
spondono a stati fisicamente diversi e non occorre introdurre nessun 
fattore supplementare nell’integrale!). 

Sostituiamo nella (65,9) l’energia espressa mediante le coordinate 
e gli impulsi delle oscillazioni normali 


E(p,9)= 2, (Pa + 0292) (65,10) 
a 
e scriviamo dI nella forma 
== Ho Pa dda. 


Allora l’integrale si separa in asta di 3) integrali identici della 
forma 


+00 


{exp {- pda } dp: ada = 2nT 


— 00 


L, 


1) Come si doveva fare nel caso di un gas in cui l'integrazione sulle coordi- 
nate di ciascuna particella è stata eseguita su tutto il volume (cfr. fine del $ 31). 
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ed infine si ottiene la formula (65,1) (data la convergenza rapida 
dell’integrale, si può estendere l’integrazione in dg, da —c0 a +00). 

A temperature sufficientemente alte (se però il solido non fonde 
o non si decompone a tali temperature) possono diventare sensibili 
gli effetti di anarmonicità delle oscillazioni degli atomi. Si può de- 
terminare nel seguente modo il carattere dell’influenza di questi 
effetti sulle grandezze termodinamiche del solido (cfr. calcoli ana- 
loghi per i gas al $ 49). Tenendo conto dei termini successivi (dopo 
quelli quadratici) dello sviluppo dell'energia potenziale delle oscil- 
lazioni in serie di potenze di g,, avremo 


E (p, = if. ()D+f3(D+fh()+.., 


dove f, (p, g) è l’espressione armonica (65,10) (forma quadratica di 
Qa € Pa); 2 f. (4), fi (4), -. . sono forme omogenee di tutte le coordi- 
nate q_, rispettivamente della terza, quarta, ecc. potenza. Ponendo 


nell’integrale statistico (65,9) ga = 4a VT, Pa = PaVT, otteniamo 
De \ ‘e-E®, IT dl = 


= 7° ('expl—fa(p', 9) VT) Th(d)— -..)d. 


Si vede che nello sviluppo dell'espressione integranda in serie di 
potenze della temperatura, tutte le potenze dispari di V T figure- 
ranno moltiplicate per le funzioni dispari delle coordinate che si 
annullano nell’integrazione sulle coordinate. Pertanto Z si rappre- 
senterà come una serie Z = Z, + 7Z, + 7?Z. +... contenente 
solo le potenze intere della temperatura. Sostituendo nella (65,9), 
il primo termine correttivo all’energia libera avrà quindi la forma 


Fansrm = A7°, (69,11) 


cioè sarà proporzionale al quadrato della temperatura. Nel calore 
specifico esso conduce a una correzione proporzionale alla prima 
potenza della temperatura!). Sottolineiamo che lo sviluppo in que- 
stione è di fatto lo sviluppo sempre in serie di potenze del rapporto 
piccolo T/e, e, ovviamente, non in serie di potenze del rapporto 7'/li@ 
che, nel caso considerato, è grande. 


PROBLEMI 


4. Calcolare il lavoro massimo che si può ottenere da due solidi identici 
(a temperature 7; e T,) quando le loro temperature diventano uguali. 
Soluzione. È analoga alla soluzione del problema 12 del $ 43. Troviamo 


|R Imax == Ne (V7,- VT), 


1) Questa correzione è sempre negativa e a ciò corrisponde A > 0 nella 
(65,11). 
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2. Calcolare il lavoro massimo che si può ottenere da un solido quando lo si 
raffredda da una temperatura 7 a quella dell'ambiente 7 (a volume costante). 
Soluzione. Applicando la formula (20,3), troviamo 


|Rimax=Nc(T--T)t+.NceTo in 2. 


$ 66. Formula di interpolazione di Debye 


Abbiamo visto che in entrambi i casi limite, a temperature basse 
ed alte, risulta possibile eseguire un calcolo sufficientemente com- 
pleto delle grandezze termodinamiche di un solido. Ma in un dominio 
intermedio un tale calcolo in forma generale è impossibile poiché 
la somma sulle frequenze nella (64,1) dipende essenzialmente dalla 
distribuzione concreta delle frequenze in tutto lo spettro delle o- 
scillazioni del solido in esame. 

In conseguenza di ciò presenta interesse la costruzione di un’unica 
formula di interpolazione che darebbe valori esatti delle grandezze 
termodinamiche in entrambi i casi limite. È ovvio che la soluzione 
del problema della costruzione di tale formula non è univoca. Tut- 
tavia c'è da aspettarsi che una formula di interpolazione costruita 
in modo opportuno descriverà esattamente, almeno qualitativa- 
mente, il comportamento del solido in tutto il dominio intermedio. 

La forma delle grandezze termodinamiche del solido alle basse 
temperature è determinata dalla distribuzione (64,4) delle frequenze 
nello spettro delle oscillazioni. Alle alte temperature è invece im- 
portante che siano eccitate tutte le 3Nv oscillazioni. Pertanto co- 
struendo la formula di interpolazione richiesta è opportuno partire 
da un modello in cui le frequenze siano distribuite su tutto lo spettro 
delle oscillazioni secondo la legge (64,4) (che in realtà è valida solo 
per le basse frequenze) e che lo spettro partendo da © = O si inter- 
rompa per una certa frequenza, finita, © =: ©m; questa ultima è 
determinata dalla condizione di uguaglianza del numero totale di 
oscillazioni al valore esatto di 3Nv 


3 
de \ odo =-0M - 3Nv, 
2r2u3 o 2r2u3 
da cui : 
— ( 6n2Nv \1/3 
On=U(-= 5) (66,1) 


Quindi, la distribuzione delle frequenze nel modello considerato 
è data dalla formula 


9Nv a (00m) (66,2) 


che fornisce il numero di oscillazioni con frequenze comprese nell’in- 
tervallo do (u è espressa in funzione di @7). 


15—2641 
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Passando nella (64,1) dalla somma all’integrale, otteniamo ora 


F= =N&+4T-= LA ve To ln (1—-e-"0/T) do. 


0 
Introduciamo la cosiddetta temperatura di Debye o temperatura carai- 
teristica del solido ©, definendola come 


(9 è ovviamente una funzione della densità del solido). Allora 


e/T 
F=Ne+9NvT(5) | 22 In (41— e?) da. (66,4) 
0 
Integrando per parti e introducendo la funzione di Debye 
3 (24 
Da=z\ (66,5) 
0 
si può riscrivere questa formula come segue: 
F=Ney+NyT[31n(1—e-9/7)-D (F)] (66,6) 
Di qui ricaviamo l'energia E = F —- 7 di: 
E=Nes+3NvTD (-3-) (66,7) 


e il calore specifico 
c=3Nv{D(3)-FD'(1)}. (66,8) 


La fig. 8 rappresenta la curva della dipendenza di C/3Nv da 7/0. 

Le formule (66,6-8) sono le formule di interpolazione richieste 
per le grandezze termodinamiche del solido (P. Debye, 1912). 

È facile vedere che in entrambi i casi limite queste formule danno 
effettivamente clei risultati esatti. Per 7 « @ (basse temperature) 
l'argomento 0/7 della funzione di Debye è grande. In prima appros- 
simazione, si può sostituire 7 con co nel limite superiore dell’inte- 
grale che definisce nella (66,9) la funzione D (x); l'integrale definito 
che si ottiene è uguale a 14/15, cosicché!) 


ni 
D(a)& 3 (> 1). 
=" x 00 c0 
1) Sostituendo l’integrale con — I. sviluppando (e” — 1) nell’e- 
x 
spressione integranda del secondo integrale i a serie di potenze di e-z e integrando 
termine a termine, troviamo che per > 1 
D (= 8e* {1+0 (3) Ì È 


Il valore che figura nel testo è quindi valido a meno dei termini esponenzialmente 
piccoli. 
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Sostituendo nella (66,8), otteniamo 


c 002 (3) (66,9) 


che coincide con la (64,9). Per le alte temperature invece (7 > 6) 
l'argomento della funzione di Debye è piccolo; per x « 4, in prima 
approssimazione, si ha D (x) = 1') e dalla (66,8) si ottiene C = 3Nv, 
il che di nuovo è in pieno ‘accordo con il risultato (65,0) ottenuto 
prima?). 

È opportuno indicare che l’andamento reale della funzione D (2) 
fa sî che la grandezza relativa 7 e 9/4 diventino il criterio di appli- 


o q2 Q4.06 98 10 |2 14 
Fig. 8 
cabilità delle leggi limite al calore specifico: si può cioè considerare 


il calore specifico costante per 7 ‘> 0/4 e proporzionale a 7® per 


T< 0/#). 


1) Per z<« 1 lo sviluppo diretto dell'espressione integranda in serie dì 
potenze di x e l’integrazione termine a termine danno 


3,1, 
D(x)= lg t+37 = 


2) Il calore specifico alle alte temperature è dato, a meno del termine suc- 
essivo dello sviluppo, dalla formula 


c=3nv {1-3 (1) }. 


3) A titolo di esempio diamo i valori di @ per alcune sostanze, ottenuti a 
partire dai loro calori specifici: Pb:90°, Ag:210°, Al:400°, K Br:180°, NaCl:280°; 
il valore di @ è particolarmente alto per il diamante: — 2000°. 


15% 
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In accordo con la formula di Debye, il calore specifico è una 
funzione universale del rapporto 9/7. In altre parole, secondo questa 
formula i calori specifici dei diversi corpi devono essere gli stessi 
se i corpi si trovano, come si dice, in stati corrispondenti, cioè se 
hanno gli stessi rapporti 0/7. 

La formula di Debye descrive bene (in misura in cui lo si può 
in generale richiedere a una funzione di interpolazione) l'andamento 
del calore specifico in funzione della temperatura solo per alcuni 
solidi con reticoli cristallini semplici: la maggior parte degli elementi 
ed alcuni composti semplici (per esempio, i sali aloidi). Essa è in- 
fatti inapplicabile a solidi di struttura più complicata, il che è del 
tutto naturale in quanto lo spettro delle oscillazioni di tali solidi 
è estremamente complicato. 


$ 67. Dilatazione termica dei solidi 


Il termine proporzionale a 7* nell’energia libera (64,6) alle basse 
temperature può essere considerato come piccola correzione a F, = 
= Neo (VIN). D'altra parte, la piccola correzione all'energia libera 
(per V e 7 dati) è pari alla piccola correzione (per P e 7 dati) al poten- 
ziale termodinamico ® (vedi la (15,12)). Pertanto si può immedia- 
tamente scrivere 
n274Vo (P) 

30 (Ru)? 


®, (P) è qui la parte del potenziale termodinamico indipendente 
dalla temperatura, V, (P) il volume espresso in funzione della pres- 
sione dalla relazione P = — 0Fy/0V = — NdeoldV, e u = u(P) la 
velocità media del suono espressa in funzione della pressione median- 
te la stessa relazione. La dipendenza del volume del solido dalla tem- 
peratura è determinata da V = 0D/0P 


0=®,(P)— (67,4) 


n°741 d Vo 
V=-V-zw w() 00) 
Il coefficiente di dilatazione termica è 
_4(0V\ __ 28273 d (Vo | | 
a=x(7),= 1543V, dP (30). (67,3) 


Si vede che alle basse temperature il coefficiente è proporzionale al 

cubo della temperatura. Questo fatto è, del resto, evidente a priori 

dal teorema di Nernst ($ 23) e dalla legge 7° per il calore specifico. 
Analogamente alle alte temperature consideriamo il secondo e il 


terzo termine nella (65,6) come la piccola correzione al primo (per- 
ché il corpo sia solido deve essere in ogni caso 7 « €) e otteniamo 


®=®,(P)— NeT InT+NeT In ho (P). (67,4) 
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Da cui 
v=v.(Pr+Ii de, (67,5) 
(Ch) 
Il coefficiente di dilatazione termica è 
Ne do 
da= Vo 7P * (67,6) 


Esso risulta indipendente dalla temper. “ura. 

All’aumentare della pressione gli atomi nel solido si avvicinano, 
l'ampiezza delle loro oscillazioni (per lo stesso valore dell’energia) 
diminuisce; in altre parole, la frequenza cresce. Pertanto si ha 
do/dP > 0, cosicché anche a > 0, cioè all'aumentare della tempe- 
ratura i solidi si dilatano. Ragionamenti analoghi mostrano che il 
coefficiente a della formula (67,3) è pure positivo. 

Infine, utilizziamo la legge degli stati corrispondenti indicata 
alla fine del paragrafo precedente. L'affermazione secondo la quale 
il calore specifico è una funzione solo del rapporto 7/60 è equivalente 
all'affermazione che, per esempio, il potenziale termodinamico è 
una funzione della forma 


®=®,(2)+68/(3). (67,7) 
In questo caso, il volume è 
de Ps 
V=V.(P+F (1-31) 


e il coefficiente di dilatazione termica 


____T_ 48 
a=— Te: ap! - 
In modo analogo troviamo la funzione termica W = D — 7 (00/97) 
e il calore specifico C = 0W/0T 


OE 
C=-5/" 


Confrontando le due espressioni (per C e per a), otteniamo la seguente 
relazione: 

a __ i do 

CC @Vo(P) dP* (67,8) 
Quindi, nei limiti di applicabilità della legge degli stati carrispon- 
denti, il rapporto tra il coefficiente di dilatazione termica e il calore 
specifico del solido non dipende dalla temperatura (legge di Grinei- 
sen). 
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Abbiamo già accennato sopra che nei solidi la differenza tra i 
calori specifici C, e C, è molto piccola. Per le basse temperature, 
questa è una conseguenza generale del teorema di Nernst che si 
riferisce in generale a tutti i solidi. Per le alte temperature, utiliz- 
zando la relazione termodinamica (16,9), troviamo 

dV 
Cop_-Cy= — Ta?Vî “pp: 
dove a = a (P) è il coefficiente di dilatazione termica (67,6). Si 
vede che la differenza Cp — C, è proporzionale a 7; questo significa 
in realtà che il suo sviluppo in serie di potenze di 7/e, inizia dal ter- 
mine del primo ordine, mentre lo sviluppo del calore specifico stesso 
inizia da un termine nullo (costante). Ne segue che alle alte tempe- 
rature nei solidi si ha Cp — Co € C. 


$ 68. Cristalli fortemente anisotropi 


Alla fine del $ 66 è stato detto che la formula di Debye è di fatto 
inapplicabile a cristalli di struttura complicata. Ne fanno parte, in 
particolare, le strutture cristalline fortemente anisotrope del tipo 
«a strati » e « a catena ». I primi si possono descrivere come cristalli 
composti di strati paralleli di atomi in cui l’energia di interazione 
tra gli atomi all’interno di ogni strato è grande rispetto all’energia 
di legame degli strati vicini. Analogamente le strutture a catena 
sono costituite di catene parallele di atomi legate in modo relativa- 
mente debole tra di loro. Lo spettro delle vibrazioni sonore di tali 
cristalli sarà caratterizzato non da una ma da più temperature di 
Debye, diverse per l’ordine di grandezza. La legge 7* per il calore 
specifico si verifica allora solo a temperature basse rispetto alla tem- 
peratura minima di Debye; nei domini intermedi compaiono nuove 
leggi limite (7. M. Lif$its, 1952). 

Iniziamo dal caso delle strutture stratificate. Un tale reticolo 
ha una rigidità maggiore rispetto alle oscillazioni degli atomi nel 
piano degli strati (che prendiamo come piano xy); quanto alle rigi- 
dità del reticolo rispetto alle oscillazioni degli strati, come insiemi 
oscillanti gli uni rispetto agli altri, sono- molto piccole. Queste pro- 
prietà conducono al carattere della dipendenza della frequenza dal 
vettore d’onda (legge di dispersione) nei tre rami dello spettro delle 
onde sonore dato dalle seguenti formule, che scriviamo qui partendo 
dall’ipotesi che il cristallo sia a simmetria esagonale: 


0î =Ufx?+ uîkî, = Uk + uk, 
03 = ui + uik? (x2= ki +43), 
dove U,, U, © ug, u,. Le velocità di propagazione U;, U, si riferi- 


scono qui alle oscillazioni degli atomi nel piano degli strati, uz (nei 
rami ©, e ©») alle oscillazioni di scostamento degli strati gli uni 


(68,1) 
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rispetto agli altri, u, alle oscillazioni della distanza relativa tra gli 
strati!). 

Ma le espressioni (68,1) non sono ancora sufficienti per studiare 
le proprietà termiche del cristallo. Queste espressioni sono in realtà 
solo i primi termini dello sviluppo delle funzioni è? (k) in serie di po- 
tenze del vettore d'onda. Essendo però « anomalmente » piccoli al- 
cuni coefficienti nei termini quadratici di questi sviluppi, anche i 
termini successivi, del quarto ordine, cominciano a giocare un ruolo 
importante”). Per esplicitarne la forma, osserviamo che se fosse tra- 
scurato completamente il legame tra gli strati le leggi della dispersione 
avrebbero la forma 


0ì =Uîx, 0ì=Uîx, vj=Yvww. (68,2) 


Le frequenze @, e ©, corrispondono alle oscillazioni longitudinali 
nel piano degli strati, e la frequenza ©; a quelle trasversali che, in 
questo caso, rappresentano le onde di flesso degli strati considerati 
come lamine sottili elastiche libere (cfr. VII, $ 25). Quindi, tra- 
scurando nei termini del quarto ordine i piccoli addendi dipendenti 
dal legame tra gli strati, scriviamo finalmente la legge della di- 
spersione delle onde nella forma 


Oig= UR + uikî, i =uie + uiki +91. (68,3) 


Assumeremo che U, — U,, ug — u, e porremo per il piccolo rap- 
porto n — u/U che caratterizza la grandezza relativa dell’energia 
di legame tra gli strati rispetto all’energia di legame tra gli atomi 
in uno strato. Introduciamo anche la temperatura di Debye (o me- 
glio, la più grande delle temperature di Debye) 9 = Zi0m, dove om — 
= U/a è la frequenza limite delle oscillazioni « rigide » (a è la co- 
stante del reticolo); quanto alla frequenza limite delle oscillazioni 
« molli », essa è piccola rispetto a om nel rapporto n. Infine, è natu- 
rale assumere che la frequenza limite delle onde di flesso sia dello 


1) L'ipotesi della simmetria esagonale del cristallo non ha un'importanza. 
di principio ed è fatta al solo scopo di rendere più determinate le formule (68,1). 
Le velocità Vi, ..., ug si esprimono mediante i moduli di elasticità A;pm 
di un tale cristallo come segue: | 


U$= AeyxyulP, UA=xxxx/0, Ui=IZz/, Ui=MzZ22/, 


dove p è la densità (queste formule si possono ottenere dalle espressioni ricavate 
nel problema del VII, $ 23, sviluppandole in serie cli potenze dei moduli 4.,,x5, 
zzz) che sono piccoli rispetto ai moduli Axxrx: Axyxy di un cristallo stratifi- 
cato). Il carattere delle oscillazioni indicato nel testo è chiaro dal significato 
delle singole componenti del tensore A;xim- 

2) L'equazione che determina la legge della dispersione delle onde è un’equa- 
zione algebrica rispeito a ©? (vedi il paragrafo seguente). Pertanto è proprio la 
funzione ©? (k) ad essere regolarmente sviluppata in serie di potenze di %,,, ky 
k,. Essendo pari questa funzione (vedi $ 69), lo sviluppo contiene i soli termini 
dì potenze pari. 
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stesso ordine o minore che non ©; supponiamo che essa sia — èml). 
In queste condizioni esplicitiamo il carattere della dipendenza del 
calore specifico del cristallo dalla temperatura 7 « 6@?). 

Tenendo conto del contributo delle vibrazioni sonore, l’energia 
libera del solido è data dalla formula 


V dkx dky dk: 


(27)3 E) (68,4) 


3 
F=Ne,+T { In (1—e7*%a/) 
a=i 


dove la somma è estesa ai tre rami dello spettro e l'integrale a tutta 
la regione di variazione del vettore d’onda?). 

Se T > n9, si può trascurare il legame tra gli strati e utilizzare 
rispettivamente lo spettro (68,2). Il contributo fondamentale all’ener- 
gia libera proviene dal ramo « di flesso » 03. Data la convergenza 
rapida per 7 <« 68, si può estendere l'integrazione in dk.xdk, da —c0 
a -+0o. Passando all'integrazione in 2nxdx troviamo con un’evi- 
dente sostituzione 


| In (1 —e-%vxT) 2rx du -F fin(1—-e*) dz. 
0 0 


L'integrazione in dk, (sulla regione |k.|<X%zmax — 1/4) dà il fat- 
tore — 1/a indipendente dalla temperatura. Come risultato troviamo 
che la parte di temperatura dell’energia libera è proporzionale a 
T? e che rispettivamente 


CooT per nNO0OKTK0. (68,5) 


Per 7 « n@ bisogna scrivere negli integrali (68,3) per a (k) le 
loro espressioni complete (68,4) e l'integrazione su tutte le componen- 
ti di k si può estendere da —co a co. La dipendenza dell'energia 
libera dalla temperatura cosî ottenuta è sufficientemente complicata, 
ma in essa si possono individuare ancora due casi limite. Se T > n°0, 
il contributo fondamentale proviene di nuovo dal ramo @©g in cui 
si può omettere il termine in x°, cioè scrivere 


05 = uk + y?x!. 


Infatti, nell’integrale in x dx il ruolo principale è svolto dai valori 
hyx3 — T e allora si ha Rux — hu (Tlhy)! — T (20/1)! KT. 


1) In altre parole, supponiamo che y — tom@° — Ua. Sottolineiamo che il 
coefficiente y legato alla « rigidità trasversale » degli strati non sì esprime con 
i soli moduli elastici A;x1m- 

2) Per quanto riguarda le alte temperature, 7 > @, esse rappresentano la 
regione classica in cui il calore specifico C è costante. 

3) Cioè a una cella del reticolo inverso; vedi più avanti la formula (71,7). 
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Ora troviamo 
{ | in [1 — exp ( -+ VV ulk? +) | 2nx dx dk, = costante a . 
- 00 0 


e finalmente per il calore specifico si ha 
CoT? per NWROKT<% n9. (68,6) 


Infine, per T « n?@, possiamo convincercene allo stesso modo 
che nella (68,3) si può omettere il termine in x* dopo di che ritroviamo 
lo spettro sonoro (68,1) con una dipendenza lineare di © da K e per il 
calore specifico si ottiene la legge di Debye 


Co73 per T«K n0, (68,7) 


Analogamente si possono considerare i cristalli di struttura a 
catena (la direzione delle catene si sceglie come l’asse 2). In questo 
caso le leggi della dispersione nei tre rami dello spettro delle onde 
sonore hanno la forma 


i = ++, 0=u+ UM, (68,8) 


dove ora u,, Us, Us & U;!). Se l’interazione tra le catene è trascurata, 
le leggi (68,8) diventano 
Of,=Vk2, © =U{kz; 

il ramo © corrisponde alle oscillazioni longitudinali degli atomi nel- 
le catene, e i rami @y e ©, sono le onde di flesso delle catene, conside- 
rate come fili elastici. Ponendo u, — us, — «3 ed introducendo an- 
cora il piccolo parametro n — u/U e la temperatura di Debye 9 — 
= hUla, si possono ottenere le seguenti leggi limite della dipendenza 
del calore specifico dalla temperatura: 


CoT"' per n0KT<K8, 


CooT" per MOKT<n8, (68,9) 
CoT3 per T&Krp0. 


$ 69. Oscillazioni di un reticolo cristallino 


Nei paragrafi precedenti abbiamo esaminato il movimento ter- 
mico degli atomi del solido come un insieme delle piccole oscilla- 
zioni normali del reticolo cristallino. Studiamo ora in dettaglio le 
proprietà meccaniche di queste oscillazioni. 


1) Per fissare le idee, qui si suppone ancora la simmetria esagonale, ma 
questa volta attorno alla direzione delle catene. Le velocità u,, -.., U, SÌ 
i in funzione dei moduli di elasticità con le stesse formule citate 
nella nota alla pag. 231, ma ora i moduli A,xxx: Axyxy: dxzxz SONO piccoli rispetto 


a Vazzr 
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In ogni cella elementare del cristallo si trovano in generale più 
atomi. Quindi ogni atomo va determinato assegnando la cella ele- 
mentare in cui si trova e con il numero dell'atomo nella cella. Si 
può assegnare la posizione di una cella elementare con il raggio vet- 
tore rn di un suo vertice; questo raggio vettore assume i valori 


Tn =Ny24 +- N32, + r383, (69,1 


dove n,, ns, ny sono interi, e a,, a,, az i periodi fondamentali del 
reticolo (lunghezze degli spigoli della cella elementare). 

Indichiamo con u, gli spostamenti degli atomi per oscillazioni, 
dove l’indice s enumera l’atomo nella cella (s = 1, 2, ..., v; v è 
il numero di atomi nella cella). La lagrangiana del reticolo cristalli- 
no, come in un sistema meccanico di particelle che compiono piccole 
oscillazioni attorno alle posizioni di equilibrio (nodi del reticolo), 
ha la forma 


L= SI myuî (n) —+ SI Aîk (n—n’)us; (n) usa (n°), (69,2) 
ns nn° 
$$ 

dove il « vettore » n = (n,, n,, n3), m; sono le masse degli atomi, e 
i, k gli indici vettoriali che assumono i valori x, y, z (con gli indici 
ripetuti due volte si intende, come al solito, la somma). I coeffi- 
cienti A dipendono solo dalle differenze n — n', poiché le forze di 
interazione tra gli atomi possono dipendere soltanto dalla posizione 
relativa delle celle del reticolo e non dalla loro posizione assoluta 
nello spazio. Questi coefficienti sono dotati della proprietà di sim- 
metria 


Aîi (n)= Aff (— n) (69,3) 


che è evidente dalla forma della funzione (69,2). 
Dalla lagrangiana (69,2) segue l’equazione del moto 


musi = — DI A (n—n') us1 (N°). (69,4) 
n’s’ 


Notiamo che i coefficienti A sono legati tra loro da determinate 
relazioni esprimenti il fatto che per uno spostamento parallelo o 
per una rotazione del reticolo non compaiono forze agenti sugli 
atomi. Per uno spostamento parallelo tutte le u, (n) sono costanti e, 
di conseguenza, deve essere 


Y Aîî (n)=0. (69,5) 


Non scriveremo qui i legami che seguono dall’invarianza rispetto 
alle rotazioni. 
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Cercheremo la soluzione dell'equazione (69,4) in forma di un'onda 
piana monocromatica 


us (n)= e; (k) exp [i (krn — ©t)]. (69,6) 


L’ampiezza (complessa) e, dipende solo dall’indice s, cioè è diversa 
per i diversi atomi nella stessa cella, ma non per gli atomi equiva- 
lenti nelle diverse celle. I vettori e, determinano sia l’ampiezza delle 
oscillazioni che la direzione della loro polarizzazione. 

Sostituendo la (69,6) nella (69,4), otteniamo 


mesi exp (ikrn) = Dj Aîi (n—n')ey exp (ikrn). 
n’s’ 


Dividendo i due membri dell'uguaglianza per exp (ikrn) e sostituendo 
alla sommatoria su n’ quella su n’ — n, otteniamo 


dI Aîf (k)esn—@2m,e,;=0, (69,7) 
dove si è posto 
Aîf (k)= DI AS (m)exp(— ikro). (69,8) 
n 


{l sistema (69,7) di equazioni algebriche lineari omogenee per le 
ampiezze ha soluzioni non nulle se sono soddisfatte le condizioni 
di compatibilità 


det | Aîf (k) — 02m,$;26,"|=0. (69,9) 


Poiché gli indici i, X assumono i 3 valori e gli indici s, s' i v valori, 
l'ordine del determinante è 3v, cosicché la (69,9) è un'equazione 
algebrica di grado 3v rispetto a @?. 

Ciascuna delle 3v soluzioni di questa equazione determina la fre- 
quenza © in funzione del vettore d'onda k; questa dipendenza è detta 
legge della dispersione delle onde, e l'equazione (69,9) che la deter- 
mina si chiama equazione di dispersione. Quindi, per ogni valore as- 
segnato del vettore d'onda la frequenza può assumere nel caso gene- 
rale i 3v diversi valori. Si può dire che la frequenza è una funzione 
polidroma del vettore d’onda dotata di 3v rami: © = @©g (k), dove 
l'indice a enumera i rami della funzione. 

Dalla definizione (69,8) e dalle uguaglianze (69,3) segue che 


ia (k)= AR#(—k)=[Ag? (k)1". (69,10) 


In altre parole, le grandezze Aîf' (k) costituiscono una matrice her- 

mitiana, e il problema della risoluzione delle equazioni (69,7) è, 

dal punto di vista matematico, il problema della determinazione 

degli autovalori e dei corrispondenti « autovettori » di una tale ma- 

trice. Secondo le note proprietà di queste matrici, gli autovettori 
| 
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corrispondenti ai diversi autovalori sono ortogonali. Nel caso con- 
siderato questo VELA che 


di mal (@* 0 per aa", (69,11) 


dove l’indice (@) PST al vettore di spostamento indica il ramo 
dello spettro delle oscillazioni cui si riferisce!). Le uguaglianze 
(69,11) esprimono la proprietà di ortogonalità delle polarizzazioni 
nei diversi rami dello spettro. 

Data la simmetria delle equazioni meccaniche del moto rispetto 
all’inversione del tempo, se è possibile una propagazione di un’onda 
(69,6) è possibile la propagazione della stessa onda anche in direzio- 
ne opposta. Ma questo cambiamento della direzione è equivalente 
al cambiamento del segno di k. Quindi, la funzione © (k) deve essere 
pari 


0(-—k)=0 (k). (69,12) 


Il vettore d’onda delle oscillazioni del reticolo gode della seguen- 
te proprietà importante. Il vettore k figura nell’espressione (69,6) 
solo mediante il fattore esponenziale exp (ikro). Ma questo fattore 
non cambia in generale nella sostituzione 


k--k+b, b= pb, + p2b2+ psbs, (69,13) 


dove b è un qualsiasi vettore del reticolo inverso (b;, b,, bs sono i 
suoi periodi fondamentali; p,, P+, Ps sono interi)?). In altre parole, 
il vettore d'onda delle oscillazioni del reticolo è in realtà fisicamente 
non univoco: i valori di k che differiscono di b sono fisicamente equi- 
valenti. La funzione @ (k) è periodica nel reticolo inverso 


© (k+b)=0 (k), 


e quindi è sufficiente considerare in ogni suo ramo i valori del vettore 
k compresi in un intervallo finito: in una cella del reticolo inverso. 
Prendendo gli assi coordinati (nel caso generale obliqui) rispetto 
ai tre periodi fondamentali del reticolo inverso, ci si può ici 
per esempio, all’intervallo 


—ib<k<jb (69,14) 


Quando k assume valori in questo intervallo, la frequenza @ (k) 
assume i valori in un certo ramo (detto anche zona) di larghezza fi- 
nita. Le diverse zone possono, ovviamente, fondersi in parte. 

1) La comparsa del fattore di « peso » m, nelle relazioni (69, 11) è è dovuta al 
fatto che w? sono gli autovalori non della matrice stessa Ai’ (k), ma della 


matrice Af#"/ Van e, inoltre, gli « autovettori » inlioiti sono V muto). 
2) Si usano qui concetti che saranno studiati in dettaglio più avanti, ‘al 


$ 133. 
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In termini geometrici la dipendenza funzionale © = © (k) è e- 
spressa da un'ipersuperficie quadridimensionale i cui diversi fogli 
corrispondono ai diversi rami della funzione. Questi fogli possono 
risultare non completamente separati, cioè si possono intersecare. 
I tipi possibili di tali intersezioni dipendono dal tipo di simmetria 
del reticolo cristallino. Lo studio di questo problema richiede l’ap- 
plicazione dei metodi della teoria dei gruppi, come sarà esposto 
più avanti al $ 156. 

Tra i 3v rami dello spettro delle oscillazioni devono esservene 
alcuni che per lunghezze d’onda grandi (rispetto alla costante del 
reticolo) corrispondono alle onde elastiche ordinarie (cioè sonore) 
nel cristallo. Come è noto dalla teoria della elasticità (vedi VII, 
$ 23), in un cristallo considerato come un mezzo continuo possono 
propagarsi onde di tre tipi, con diverse leggi di dispersione e, inol- 
tre, ® è per tutti e tre itipi una funzione omogenea del primo ordine 
delle componenti del vettore k, che si annulla per k = 0. Quindi, 
tra i 3v rami della funzione © (k) devono esistere tre rami in cui per 
i piccoli k la legge della dispersione ha la forma 


o=kf ( z) (69,15) 


Questi tre tipi di onde si chiamano acustici; la loro caratteristica è 
che (per i piccoli k) il reticolo oscilla come un mezzo continuo. Nel 
limite k + 0 queste oscillazioni si trasformano in una traslazione 
semplice di tutto il reticolo. 

Nei reticoli complicati contenenti più di un atomo, nella cella 
esistono ancora 3 (v — 1) tipi di onde. In questi rami dello spettro 
la frequenza non si annulla per k = 0, ma tende a un limite costante 
per k-+ 0. Queste oscillazioni del reticolo si chiamano ottiche. In 
questo caso, gli atomi in ogni cella elementare si muovono l’uno 
rispetto all’altro e, inoltre, nel caso limite, k = 0, il centro di 
gravità della cella resta in quiete!). 

Non tutte le 3v — 3 frequenze limite delle oscillazioni ottiche 
(frequenze per k = 0) devono necessariamente essere diverse. Per 
determinate proprietà di simmetria del cristallo le frequenze limite 
di alcuni rami ottici dello spettro possono coincidere o, come si dice, 
essere degeneri (per questo vedi il $ 136). 


1) Questo ultimo fatto si può formalmente ricavare immediatamente dalle 
equazioni del moto (69,7-8). Per k = 0 esse assumono la forma 


Ss Cd 
ns’ 


Sommando i due membri su s, otteniamo, in virtù della (69,5), lo zero a primo 
membro; quindi per compatibilità delle equazioni, per k = 0 deve essere anche 


DI myeg = 0. 
8 
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La funzione @ (k) con frequenza limite non degenere può essere 
sviluppata nell’intorno di k = 0 in serie di potenze delle componenti 
del vettore k. Poiché la funzione @ (k) è pari, questo sviluppo può 
contenere solo le potenze pari di £;, cosicché i suoi primi termini 
hanno la forma 


o=0+ Viakikia, (69,16) 


dove ®, è la frequenza limite, );, sono grandezze costanti. 

Se invece le frequenze limite di alcuni rami coincidono, le fun- 
zioni © (k) in questi rami non possono in generale essere sviluppate 
in serie di potenze di k, poiché k = 0 è per esse un punto singolare 
(punto di ramificazione). Si può solo affermare che nell'intorno 
dik = 0 la differenza © — © sarà (a seconda della simmetria del 
cristallo) una funzione omogenea delle componenti di k o del primo 
o del secondo ordine. 1 

A proposito di quanto detto ricordiamo ancora una volta che 
si tratta della cosiddetta approssimazione armonica in cui si tiene 
conto solo dei termini quadratici rispetto agli spostamenti degli 
atomi nell’energia potenziale. Soltanto in questa approssimazione 
le diverse onde monocromatiche (69,6) non interagiscono tra loro 
e si propagano liberamente nel reticolo. Se invece si tiene conto dei 
termini successivi, anarmonici, compaiono processi di disintegra- 
zione e di diffusione, di vario genere, di queste onde. La loro intera- 
zione può condurre alla formazione degli «stati legati» delle onde 
(fononi; vedi più avanti), cioè di nuovi rami dello spettro assenti 
in approssimazione armonica. 

Inoltre, si suppone che il reticolo abbia una periodicità ideale. 
Occorre tener presente che la periodicità ideale risulta violata in un 
certo senso (anche senza tener conto di «additivi» possibili e di altri 
difetti del reticolo), se nel cristallo ci sono atomi dei diversi isotopi 
distribuiti in modo disordinato. Questa violazione è però relativa- 
mente piccola, se la differenza relativa tra i pesi atomici degli isotopi 
è piccola o se un isotopo è contenuto in misura notevolmente mag- 
giore degli altri. In questi casi la situazione esposta in prima appros- 
simazione resta in vigore, ma in approssimazioni successive com- 
paiono processi di diffusione di vario genere delle onde da parte dei 
difetti del reticolo!). 


$ 70. Densità del numero di oscillazioni 


Il numero di oscillazioni corrispondenti all’intervallo d*% = 
= dk, dk, dk,, comprendente i valori delle componenti del vettore 


1) La presenza di difetti nel reticolo implica anche alcuni cambiamenti 
nello spettro delle sue oscillazioni: la comparsa di nuove frequenze (corrisponden- 
ti alle oscillazioni « locali » in prossimità dei difetti). Per lo studio di questi 

roblemi vedi /. M. Liffits, A. M. Kossevit, Dinamica di un reticolo cristal- 
ino con difetti, Reports on Progress in Physics 29, 217, 1966. 


SOLIDI 239 


d'onda, riterito a un'unità di volume del cristallo, è pari a d*%k/(2n)?. 
La caratteristica dello spettro di oscillazioni di un reticolo è la 
funzione di distribuzione delle oscillazioni secondo le frequenze, 
£ (@), che determina il numero g (@) do di oscillazioni le cui fre- 
quenze sono comprese in un dato intervallo tra © e © + do. Questo 
numero è, ovviamente, diverso per i diversi rami dello spettro di 
oscillazioni, ma per semplicità non scriveremo in questo paragrafo 
l’indice corrispondente a nelle funzioni © (k) e g (@). 

Il numero g (©) do è dato (diviso per (27)") dal volume dello 
spazio k compreso tra due superfici indefinitamente vicine di isofre- 
quenze (superfici di frequenza costante) © (k) = costante. In ogni 
punto dello spazio k il gradiente della funzione © (k) è diretto lungo 
la normale alla superficie di isofrequenza passante per questo punto. 
Quindi dall’espressione do = dk - Vx@ (k) risulta chiaro che la 
distanza tra due tali superfici indefinitamente vicine (misurata 
lungo un segmento della normale tra loro) è do/|Vx@ |. Molti- 
plicando questa grandezza per l’area dfx dell'elemento della superfi- 
cie di isofrequenza e integrando su tutta questa superficie (nei limiti 
di una cella del reticolo inverso), troviamo la parte di volume richie- 
sta dello spazio k, e dividendola per (2x)? otteniamo la densità di 
distribuzione delle frequenze 

ic 
E(0)= Ta ) Ver: fe 

In ogni zona (dominio dei valori che assume un certo ramo @ (k) 
in una cella del reticolo inverso k) la funzione @ (k) deve avere 
almeno un minimo e un massimo. Di qui segue, a sua volta, che 
questa funzione deve possedere anche punti di sella!). L’esistenza 
di tutti questi punti stazionari conduce a determinate singolarità 
della funzione di distribuzione delle frequenze g (@) (L. van Hove, 
1953). 

Nell’intorno di un punto di estremo per un certo k = k, la diffe- 
renza @® (k) — © (dove © = @ (ko)) ha la forma 


1 
da =5 Vik (Fi — Koi) (ka —- Korn). 


Orientando gli assi coordinati nello spazio k lungo gli assi principali 
di questa forma quadratica, la scriviamo nella forma 


— = [vi (te — Fox} + va (iy — Fog)? + Va (e Foz)P1, (70,2) 


dove 1, Yz: Ys sono i valori principali del tensore simmetrico v;x. 


1) Si può mostrare (cosa sulla quale non ci soffermiamo qui) che devono 
esistere almeno sei punti di sella, tre per ciascuno dei due tipi, cui corrispondono 
i segni più e meno nella formula (70,8). 
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Consideriamo prima il punto di minimo o di massimo della 
funzione @ (k). In questo caso yi, Y:: Ys sono dello stesso segno. 
Sostituendo alle k,, X,, K#, le nuove variabili xx, xy, *, in accordo 


con %, = VAT (kx. — kox), « | «+, scriviamo 
o-o=+4(0++#)=+7*. (70,3) 


Le superfici di isofrequenze nello spazio x sono delle sfere. Passando 
nella (70,1) all'integrazione nello spazio x, abbiamo 


1 df | 
aa Tr: y=|YyY2Ys]. 


L'elemento di superficie della sfera è dfy = x? dox, dove do, è l’ele- 
mento di angolo solido. Il gradiente della funzione (70,3) è Vxo (x) = 
= + x. Pertanto l’integrale nella (70,4) risulta pari a 4nx; espri- 
mendo x in funzione di ®© — © secondo la (70,3), troviamo final- 
mente 


(70,4) 


8 (0) = n VE — Vlo— | O — Oy Lo. (70,9) 
Quindi la densità del numero di oscillazioni ha un comportamento 
di tipo «radice»; la derivata dg/do diventa infinita per © + o. 

Tuttavia è da tener presente che nel caso generale (se il valore 
© = @y si trova all’interno e non ai bordi della banda di variazione 
della frequenza) le superfici di isofrequenze per i valori di ® vicini 
a ®, possono contenere (oltre agli ellissoidi attorno al punto k = ko) 
anche altri fogli nelle altre parti della cella dello spazio k. Quindi, 
nel caso generale, l’espressione (70,5) dà soltanto la parte «singolare» 
della densità del numero di oscillazioni, cosicché sarebbe più giusto 
scrivere 


= Vjo—-@] 

g(@=g(o)+Le721, (70,6) 
da una parte dal punto © = ©; (per 0 < © nel caso di massimo 
O per © > © nel caso di minimo), e g (0) = g (0%) dall'altra parte. 
Notiamo anche che la formula (70,5) non si riferisce ovviamente 
all’intorno del bordo inferiore (© = 0) della zona delle oscillazioni 
acustiche in cui la legge della dispersione ha la forma (69,15). È 

facile vedere che in questo caso 


£ (©) = costante 0°. (70,7) 


Consideriamo ora l’intorno di un punto di sella. In questo caso 
due delle grandezze y1; Ya; Ys nella (70,2) sono positive e una nega- 
tiva, o viceversa. Al posto della (70,3) avremo ora 


o-= +5 + —1). (70,8) 
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Per fissare le idee, prendiamo in questa espressione il segno superiore. 
Allora le superfici di isofrequenze sono per © < @y degli iperboloidi 
a due falde, e per © > degli iperboloidi a una falda; la superficie 
al contorno 0 = @ è un cono a due fal- 
de (fig. 9). 

Conviene ora eseguire l'integrazione 
nella (70,4) in coordinate cilindriche 
nello spazio %: X,, %:, @, dove x, =. 
=Vxz + x} e @ è l'angolo polare nel 
piano x,, x,y. Il modulo del gradiente è 
|Vxo |= x. Per o < ©, l'integrale e- 
steso alle due falde dell’iperboloide si 
riduce alla forma 


2ItX 1% 


122] 


dfy= da,, 


DE 1 211X, dx 
g (0) 0° VY } VxT1+2(00—0) 


si può prendere come limite superiore 
K (il cui valore non incide sulla forma 
della singolarità cercata) un valore di x 
grande rispetto a Y ©, — ©, ma al tempo Fig. 9 

stesso cosî piccolo che l’espressione (70,8) 

per la forma della superficie di isofrequenze sia ancora applicabile. 
Troviamo finalmente 


e(@= 718 V2(00--®)]. 


Per © > ©, troviamo in modo analogo 


(27)8 V Y Vi —2(0—-0) = 2n2 VI! 
* min 


dove %i min = 2 (© — ©y). Quindi, nell’intorno del punto di sella 
la densità del numero di oscillazioni ha la forma 


I 0 —@| 

£ (00) — VIm—ol er AZ, 

8(0)= i Vi dà (70,9) 
E (®o) per 0D>OQ. 

Anche qui g (©) ha una singolarità di tipo «radice». 


16—2641 
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Per il punto di sella con il segno inferiore nella (70,8) si ottiene 
lo stesso risultato con trasposizione delle regioni ® < 09€ 0 > ® 
(singolarità di tipo «radice» per © > @y). 


$ 71. Fononi 


Vediamo ora come si presenta il quadro di oscillazioni del reticolo 
dal punto di vista della teoria quantistica. 

Invece delle onde (69,6) in cui gli atomi subiscono ad ogni istante 
degli spostamenti determinati, nella teoria quantistica si introduce 
il concetto di fononi come quasi-particelle propagantisi nel reticolo 
e aventi energie e direzioni del moto date. Poiché l’energia di un 
oscillatore è in meccanica quantistica un multiplo intero di %”ì@ 
(dove © è la frequenza dell’onda classica), l'energia del fonone 
è legata alla frequenza ®© mediante 


e=lo (74,4) 


come nel caso dei quanti luminosi, i fotoni. Per quanto riguarda il 
vettore d’onda k, esso determina il cosiddetto quasi- impulso p del 
fonone 

p= hik. (71,2) 


Questa grandezza è sotto molti aspetti analoga a un impulso ordi- 
nario. Al tempo stesso tra di essi vi è una distinzione essenziale 
dovuta al fatto che il quasi-impulso è una grandezza definita a meno 
di un vettore costante della forma %b; i valori di p che differiscono 
di questa grandezza sono fisicamente equivalenti. 

La velocità del fonone è determinata dalla velocità risultante 
delle onde classiche corrispondenti: v = 00/0k. Scritta nella forma 


_ de (P) 

v 3» (741,3) 
questa formula è del tutto analoga alla relazione usuale tra l’energia, 
l'impulso e la velocità delle particelle. 

Tutto quanto detto ai $$ 69, 70 sulle proprietà dello spettro delle 
oscillazioni classiche di un reticolo cristallino si estende completa- 
mente (con un cambiamento corrispondente della terminologia) allo 
spettro di energia dei fononi: la dipendenza della loro energia dal 
quasi-impulso. In particolare, lo spettro di energia dei fononi e (p) 
ha 3v rami diversi di cui tre rami sono acustici. La densità del nume- 
ro di oscillazioni studiata al $ 70 diventa ora la densità del numero 
di stati quantistici dei fononi. 

Alla propagazione libera delle onde nell’approssimazione armoni- 
ca corrisponde nel quadro quantistico il movimento libero dei fononi 
non interagenti. Nelle approssimazioni successive compaiono processi 
di vario genere di collisioni elastiche ed anelastiche tra i fononi. 
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Sono proprio queste collisioni a costituire quel meccanismo che 
conduce all'equilibrio termico nel gas di fononi, cioè allo stabilirsi 
.dell’agitazione termica d’equilibrio nel reticolo. 

In tutti questi processi deve essere verificata la legge di conserva- 
zione dell’energia e anche la legge di conservazione del quasi-impulso. 
Questa ultima richiede però che sia. conservato il quasi-impulso 
totale dei fononi in collisione a meno di un vettore della forma ib, 
ciò come conseguenza della non univocità del quasi-impulso stesso. 
Quindi, i quasi-impulsi iniziali (p) e finali (p') connessi ad un certo 
processo di collisione tra i fononi devono essere legati da una rela- 
zione della forma) 


Sp= dip+hb. (71,4) 


In un reticolo può essere eccitato contemporaneamente un numero 
arbitrario di fononi identici; in altre parole, in ogni stato quantistico 
si può trovare un numero qualsiasi di fononi (nel quadro classico 
a questo corrisponde l’intensità arbitraria delle onde). Questo 
significa che il gas di fononi è regolato dalla statistica di Bose. 
Poiché, inoltre, il numero totale di particelle in questo gas non è 
assegnato ed è determinato dalle condizioni di equilibrio, il suo 
potenziale chimico è uguale a zero (vedi il $ 63). Quindi il numero 
medio di fononi in ogni stato quantistico (con il quasi-impulso p 
e l'energia e) è dato all’equilibrio termico dalla funzione di distri- 
buzione di Planck 

eni 
PO gUPIT__4° 


(71,9) 


Notiamo che alle alte temperature (7 ‘> €) questa espressione diventa 


(71,6) 


aio 

Psp) 
cioè il numero di fononi nel dato stato è proporzionale alla tempe- 
ratura. 

La nozione di fonone è un caso particolare di un concetto più 
generale che assume un ruolo fondamentale nella teoria degli spettri 
di energia quantistici di ogni corpo macroscopico. Ogni stato poco 
eccitato di un corpo macroscopico può essere considerato in mecca- 
nica quantistica come un insieme di singole eccitazioni elementari. 
Queste eccitazioni elementari si comportano come quasi-particelle 
moventisi nel volume occupato dal corpo. Finché il numero di ecci- 
tazioni elementari è sufficientemente piccolo, esse « non interagisco- 
no» (cioè le loro energie si sommano semplicemente), cosicché il loro 
insieme si può considerare come un gas perfetto di quasi-particelle. 


1) 1 processi in cui il quasi-impulso totale non resta costante ma varia di 
hib si chiamano processi di trasporto. 
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Sottolineiamo ancora una volta che il concetto di eccitazioni elemen- 
tari compare come un modo di descrizione quantistica del movimento 
collettivo degli atomi del corpo e che le eccitazioni elementari non 
si possono in nessun modo identificare con singoli atomi o molecole. 
Nel caso dei fononi, all'interazione tra di essi corrisponde (nel 
quadro classico) l’anarmonicità delle oscillazioni degli atomi nel 
reticolo. Ma, come è stato già detto al $ 64, queste oscillazioni nei 
solidi sono in realtà sempre piccole e perciò «quasi-armoniche ». 
Quindi l'interazione tra i fononi nei solidi è di fatto sempre debole. 
Per concludere, scriviamo le formule che determinano le grandezze 
termodinamiche dei solidi a partire dallo spettro dei fononi in essi. 
L'energia libera di un solido in equilibrio termodinamico è 
data dalla formula (64,1) Passando in essa dalla sommatoria all’in- 
tegrazione su un insieme continuo di stati fononici, abbiamo 


3 
F=Ne94T S {ln[1-exp(- ea (i) ) Tr» (74,7) 


dove la sommatoria è estesa a tutti i rami dello spettro e l'integrazione 
ai valori di k appartenenti a una cella del reticolo inverso!). In- 
troducendo le densità g, (0) del numero di stati in ogni ramo dello 
spettro e passando all’integrazione sulle frequenze, possiamo anche 
scrivere questa formula come segue: 

3v 


F=Ne,4+TV S Î In (41— e-h0/7) g, (0) do. (71,8) 


a=1. 


Lo stato macroscopico di non equilibrio di un solido viene de- 
scritto da una certa distribuzione di non equilibrio di fononi a par- 
tire dai loro stati quantistici analogamente a quanto si fa per un 
gas perfetto. L’entropia del corpo in tale stato può essere calcolata 
con le formule ricavate al $ 55 (per il gas di Bose). In particolare, 
se ogni stato contiene molti fononi l’entropia è 


N 
j. 


dove N; è il numero di fononi nel gruppo dei G; stati vicini (vedi 
la (55,8)). Questo caso corrisponde alle alte temperature (7 > 0). 
Riscriviamo questa formula in forma integrale corrispondente 
all'immagine ondulatoria classica delle oscillazioni termiche. Il 
numero di stati dei fononi (in ciascun ramo dello spettro) corrispon- 
denti all’intervallo d*% di valori del vettore d’onda e all'elemento 


1) Questa formula è stata già utilizzata nel $ 68 per il contributo all’ener- 
gia libera da parte dei rami acustici dello spettro. 
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di volume spaziale dV è dt = d°% dV/(2xn)?. Sia Ua (r,k) di l'ener- 
gia delle oscillazioni termiche nello stesso elemento dr dello spazio 
delle fasi. Il numero corrispondente di fononi è 

Ua (r, k) 

0) di. 
Sostituendo queste espressioni a G; e N; e integrando, otteniamo la 
seguente formula per l’entropia del solido con la distribuzione 
assegnata di non equilibrio dell'energia nello spettro delle oscilla- 
zioni termiche: | 


S= di { In CR da. (71 ,9) 
a= 


$ 72. Operatore creazione ed operatore annichilazione dei fononi 


Mostriamo ora in che modo i concetti introdotti nel paragrafo 
precedente si utilizzano per una quantizzazione conseguente delle 
oscillazioni del reticolo. Le formule che si ottengono in questo caso 
hanno un'importanza a sé stante: su queste formule è basato il 
formalismo matematico necessario per studiare le interazioni ele- 
mentari tra i fononi. 

Un movimento oscillatorio arbitrario di un reticolo cristallino 
si può rappresentare come una sovrapposizione di onde piane pro- 
gressive!). Se il volume del reticolo si è supposto grande ma finito, 
il vettore d'onda k assumerà una serie di valori discreti anche se 
vicini. Gli spostamenti degli atomi u,(t, n) saranno rappresentati 
allora da una somma discreta della forma : 


3 
u, (£, n) "77 SI S (anne! (k) e'57n 4 ate (K)etitn (72,4) 
a=zzi k 


(NN è il numero di celle elementari nel reticolo). La somma è estesa 
a tutti i valori (non equivalenti) di k e a tutti i rami dello spettro 
di oscillazioni, e le altre notazioni hanno il seguente significato: 
i vettori el nella (72,1) sono i vettori polarizzazione delle oscilla- 
zioni, cioè le ampiezze che non solo soddisfano le equazioni (69,7), 
ma che sono supposte ora normalizzate da una determinata condi- 
zione. Scriviamo questa condizione (insieme alle relazioni di ortogo- 
nalità (69,11)) nella forma 


v ALS = * 
Di FE el (k) fel"? (k)]}* = duo” (72,9) 
s=i 


1) Analogamente a come è stato fatto per un campo elettromagnetico libero 
fer. II, $ 02). 
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(m = >]m, è la massa totale degli atomi in una cella). Le condi- 
zioni (72,2) lasciano ancora arbittario (indipendente da s) il fattore 
di fase nei vettori e". Questa arbitrarietà permette di imporre ai 


vettori una condizione supplementare 
el® ( —k) = [e{® (k)}* (72,3) 


(la possibilità di questa scelta è evidente del fatto che, in virtù delle 
relazioni (69,10), i vettori che figurano nei due membri dell’ugua- 
glianza (72,3) soddisfano alle equazioni identiche). 

I coefficienti ax, nella (72,1) sono funzioni del tempo che soddisfa- 
no alle equazioni 


Gra +08 () ara =0, (72,4) 
ottenute sostituendo la (72,1) nelle equazioni (69,4). Poniamo 
axa 2 exp { — ia (k) t]; (72,5) 


allora ciascun termine della somma dipenderà solo dalla differenza 
krn — ©®gîÎ, cioè sarà un’onda  propagantesi nella direzione k. 

L'energia oscillatoria del reticolo si esprime mediante gli sposta- 
menti e le velocità degli atomi con la formula 


=+ Di mu (n) +3 Di Aîî (n—n')us: (n) us (n°). (72,6) 


Sostituendovi lo sviluppo (72,4), tutti i termini delle somme ottenute, 
che contengono i fattori exp [ti (k + k')ral con k+k #+0si 
annullano nella sommatoria su n, poiché 


» eta | N per q=0, 
= 0 per q+40, 
dove q assume tutti i valori non equivalenti (vedi $ 133). Tenendo 
anche conto delle condizioni (72,2-3), trasformiamo l'energia cinetica 
come segue: 
2 Lai 1 » ® 
dI MOa {oradka +3 (Gara + dkad ka) } ° 
ak 
L'energia potenziale nella (72,6) si riscrive-con l’ausilio delle equa- 
zioni del moto (69,4) nella forma 
4 eo 
aa DI mMyUy (n) Ug (n) 
ns 


e poi si trasforma in modo analogo; essa si riduce infine in una forma 
che si distingue dall’energia cinetica solo per il segno che precede 
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il secondo termine nelle parentesi graffe. Sommando le due parti 
dell’energia, troviamo 


E= 2, 2mai (k) { Graf. (72,7) 


Quindi, l'energia totale delle oscillazioni del reticolo si esprime 
come somma delle energie legate a ciascuna onda separatamente. 
Eseguiamo ora una trasformazione che permette di ridurre le 
equazioni del moto del reticolo alla forma delle equazioni canoniche 
meccaniche. A tale scopo introduciamo le «variabili canoniche » 
reali Qua ® Pxo in accordo con la definizione 
Qua =V M (aa +0î2), (12,8) 
— e L) 
Pra = — id (k) V Mm (Gua — dia) = Qua» 


Ricavando di qui ax, e at, e sostituendo nella (72,7), otteniamo 
l’hamiltoniana del reticolo 


1 | 
H=4 (Pa +08 (k) Qkal. (72,9) 
ak 
In questo caso le equazioni di Hamilton 0H/0Pxg = Oxa coincidono 
con l'uguaglianza Pxa = Oxa e dalla 0H7/00xa = —Pka ricaviamo 
l'equazione 


Qua + 08 (k) Oxa =0 


che coincide con l’equazione del moto del reticolo. di 

Quindi, l’hamiltoniana è rappresentata come somma di termini 
indipendenti ciascuno dei quali ha la forma dell’hamiltoniana di un 
oscillatore armonico unidimensionale. Una tale descrizione del moto 
oscillatorio classico rende evidente il passaggio alla teoria quantisti- 
ca !). Dobbiamo ora considerare le variabili canoniche (le coordinate 
generalizzate Qx, e gli impulsi generalizzati Pxa) come operatori 
aventi la regola della commutazione | 


Pro0Oua— OvaPra = — ili. (72,10) 


L’hamiltoniana (72,9) va sostituita dallo stesso operatore i cui 
autovalori sono noti dalla meccanica quantistica 


E= Y' fox (k) (mat 3), rxa==0, 1, 2,6 (72,11) 
ak 


1) Analogamente a come si passa dalla descrizione classica di un campo 
elettromagnetico libero al quadro quantistico dei fononi; vedi IV, $ 2. 
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È proprio questa formula a permettere di introdurre il concetto 
di fononi nel senso indicato al $ 71: lo stato eccitato del reticolo si 
può considerare come un insieme di eccitazioni elementari (quasi- 
particelle) ciascuna delle quali ha l’energia fio, (k) che è una funzione 
determinata del parametro (quasi-impulso) k. I numeri quantici rxa 
diventano in questo caso numeri di occupazione dei diversi stati 
delle quasi-particelle 1). 

In accordo con le note proprietà dell’oscillatore armonico in 
meccanica quantistica, le grandezze ©, (k) Oxa + iPxa hanno gli 
elementi di matrice solo per le transizioni con variazione dei numeri 
Nxa di 41 (vedi III, $ 23). E precisamente, introducendo gli operatori 


Can = == [0g (k).Oxo + Pra], 


x EN ti (72,12) 
Cka “TRO [0g (k) Qua — iPral 


gli elementi di matrice diversi da zero sono 
(ra —1|Cxe| Puo) = (xa cke Ma —-1)= Via. = (72,13) 


Le regole della commutazione di questi operatori si ottengono dalla 
definizione (72,12) e dalla regola (72,10) 
Chatta — Chafka = 1. (72,14) 
Si vede dalla (72,13) che influendo sulle funzioni dei numeri di 
occupazione, gli operatori cka € Cka fungono da operatori annichila- 
zione e creazione dei fononi. In questo caso, come c’era da aspettarsi, 
la regola (72,14) corrisponde alla statistica di Bose. 


Insieme alle grandezze cy, diventano operatori (nel senso della 
quantizzazione ripetuta) anche i vettori di spostamento ?) 


n ho 4 
u()=V dard == x 
2m.N ak V da (k) 
X [Cuae® (k) c'ha 1 ct el*(k) eT'E"n]. (72,45) 


Applicando questa espressione, è possibile esprimere i termini 
anarmonici dell'operatore di Hamilton (termini di terzo grado e di 


1) Per quanto riguarda l’« energia nulla » DI ho@dal2 che resta nella (72,14) 
per tutti i ny, =" 0, si deve inserirla nell’energia dello stato fondamentale del 
. Corpo. Questa grandezza è finita (poiché è già finito il numero di termini della 
somma) e la sua presenza non implica qui che qualche difficoltà di fondo (a dif- 
ferenza dall’elettrodinamica quantistica dove la somma Mio è divergente). 
| 2) Dalle definizioni (72,8) e (72,12) si vede facilmente che le grandezze cxa 
differiscono da ay, solo di un fattore. 
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grado più elevato rispetto agli spostamenti) mediante i prodotti 
di numero diverso di operatori creazione e annichilazione dei fononi. 
Questi termini rappresentano una perturbazione che implica vari 
processi di diffusione dei fononi, processi di variazione dei numeri 
fononici di occupazione. 


$ 73. Temperature negative 


Passiamo ora allo studio di alcuni fenomeni particolari, dovuti 
alle proprietà dei dielettrici paramagnetici. Questi ultimi sono 
caratterizzati dal fatto che i loro atomi hanno un momento meccanico 
(e magnetico) che si orienta più o meno liberamente. L'interazione 
tra questi momenti (magnetica o di scambio a seconda delle mutue 
distanze) conduce alla comparsa di un nuovo spettro « magnetico » 
che si sovrappone sullo spettro dielettrico ordinario. 

Questo nuovo spettro è completamente compreso in un intervallo 
di energia finito; quest’intervallo è dell'ordine di grandezza dell’ener-. 
gia di interazione tra i momenti magnetici di tutti gli atomi del 
corpo che si trovano a determinate distanze gli uni dagli altri nei 
nodi del reticolo cristallino; riferita a un atomo questa energia può 
assumere valori da un decimo a un centinaio di gradi. Da questo 
punto di vista lo spettro di energia magnetico differisce essenzial- 
mente dagli spettri ordinari che, grazie alla presenza dell'energia 
cinetica delle particelle, si estendono a valori di energia arbitraria- 
mente grandi !). | 

Data questa particolarità, si può considerare la regione di tem- 
perature più elevate rispetto a tutto l’intervallo ammissibile dei 
valori dell’energia riferita a un atomo. L'energia libera Fmagn legata 
alla parte magnetica dello spettro si calcola allora come è stato 
fatto al $ 32. i 

Siano £, i livelli di energia di un sistema di momenti magnetici 
interagenti. Allora la somma statistica che ci interessa è 


Zmagn = di ESSI di (1 -5 
n n 


n 1 pa 
rta li) 

Qui, cosi come al $ 32, lo sviluppo formale in serie di potenze 
della grandezza, in generale non piccola, £,/T darà, dopo aver preso 
il logaritmo, lo sviluppo in serie di potenze della grandezza —E,/NT, 
che è piccola, dove N è il numero degli atomi. Il numero totale dei 
livelli nello spettro in esame è finito e pari al numero di tutte le 
combinazioni possibili di orientazioni dei momenti atomici; cosi, 
se tutti i momenti atomici sono identici, si ha gN, dove g è il numero 


1) Gli spettri elettronici (e anche magnetici) delle diverse categorie dei 
solidi saranno studiati in un altro volume di questo Corso (vol. IX). Nel pre- 
sente paragrafo si considerano solo le conseguenze puramente termodinamiche- 
della suddetta proprietà generale dello spettro magnetico. 
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di orientazioni possibili di un momento atomico rispetto al reticolo. 
Designando con il solito simbolo la media aritmetica, riscriviamo 
Zmagn Della forma 


Zmagn= &N (4 Fit 02). 


Infine, prendendo il logaritmo e ancora sviluppando in serie con 
la stessa approssimazione, otteniamo la seguente espressione 
dell’energia libera: 


+En- (EE). (73,1) 


Di qui l'entropia è 


Smagn = Ning — gr ((En En), (73,2) 
l’energia 
Emagn= En ((En— En)3) (73,3) 
e il calore specifico 
Cmagn = pr ((En— En)? (73,4) 


Considereremo l’insieme dei momenti atomici interagenti e 
fissati nei nodi del reticolo come un sistema isolato, trascurando 
l'interazione con le oscillazioni del reticolo che è usualmente molto 
debole. Le formule (73,1-4) determinano le grandezze termodinamiche 
di questo sistema alle alte temperature. 

La dimostrazione della positività della temperatura eseguita 
al $ 410 era basata sulla condizione di stabilità del sistema rispetto 
alla comparsa in esso di movimenti macroscopici interni. Ma il 
sistema dei momenti atomici qui in esame è per sua natura incapace 
di un moto macroscopico, e pertanto le suddette considerazioni sono 
ad esso inapplicabili. E inapplicabile anche la dimostrazione basata 
sulla condizione di normalizzazione della distribuzione di Gibbs 
($ 36), poiché in questo caso il sistema ha un numero finito di livelli 
di energia finiti e la somma di normalizzazione converge, qualunque 
sia il valore di 7. 

Quindi, siamo giunti a un risultato curioso: un sistema di momen- 
ti atomici interagenti può avere temperature tanto positive che 
negative. Studiamo le proprietà del sistema alle diverse temperature. 

Per 7 = 0 il sistema si trova nel suo stato quantistico inferiore 
e la sua entropia è uguale a zero. Al crescere della temperatura 
crescono monotonamente anche l’energia e l’entropia del sistema. 


Per T = +oo l'energia è £, e l'entropia raggiunge un valore massi- 
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mo pari a Nln g; questi valori corrispondono alla distribuzione 
uniforme in tutti gli stati quantistici del sistema nei quali passa 
per 7 ++ co la distribuzione di Gibbs. 

La temperatura 7 = —co è fisicamente identica a quella 7 = 
= +00; questi due valori danno la stessa distribuzione e gli stessi 
valori delle grandezze termodinami- 
che del sistema. All’aumentare ulte- 
riore dell’energia del sistema corri- 
sponde un aumento della tempera- 
tura a partire da 7 = — 00; inoltre. 
la temperatura essendo negativa dimi- 
nuisce in modulo. L'entropia decresce 
monotonamente in questo caso (fig. 

10) *). Infine, per 7 = —0 l'energia 

diventa massima e l’entropia di nuo- T=+0 T=t00 T=-0 È 

vo si annulla; il sistema si trova al- Fi 

lora nel suo stato quantisti i PIRO AO 
q co p 

alto. 

Quindi, la regione delle temperature negative si trova non « sotto 
lo zero assoluto », ma «sopra la temperatura infinita ». Si può dire 
in questo senso che le temperature negative sono « più elevate » che 
non quelle positive. In accordo con questa affermazione è anche 
il fatto che nell’interazione tra un sistema a temperatura negativa 
e un altro sistema a temperatura positiva (con le oscillazioni del 
reticolo) l’energia passa dal primo sistema al secondo, e di ciò ci si 
rende conto facilmente ragionando allo stesso modo in cui è stato 
studiato al $ 9 lo scambio di energie tra i corpi a temperature diverse. 

Gli stati a temperatura negativa possono di fatto essere realizzati 
in un sistema paramagnetico di momenti nucleari in un cristallo, 
.in cui il tempo di rilassamento 7, per l’interazione tra gli spin nucleari 
è molto piccolo rispetto al tempo di rilassamento ?, per l’interazione. 
tra gli spin e il reticolo (E. Purcell, R. Pound, 1951). Supponiamo 
che un cristallo sia magnetizzato in un campo magnetico intenso, 
dopo di che la direzione del campo si inverte cosi rapidamente che gli 
spin «non fanno in tempo » a seguirlo. Il sistema viene cosi a trovarsi 
in uno stato di non equilibrio con un'energia evidentemente più 


elevata che non £,. Durante un tempo dell’ordine di #, il sistema 
raggiungerà l’equilibrio con la stessa energia. Se in seguito il campo 
sarà escluso adiabaticamente, il sistema rimarrà in equilibrio; 
questo stato avrà evidentemente una temperatura negativa. Lo scam- 
bio ulteriore di energia tra il sistema di spin e il reticolo, accompagna- 
to dall’uguagliarsi delle loro temperature, avverrà in un tempo 
dell'ordine di t,. 


—_*) Nell’intorno del punto di massimo la curva S = S (E) è simmetrica, 
ma lontano da questo punto, in generale, non vi è simmetria. 
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74. Deviazione dei gas dallo stato perfetto 


Le equazioni di stato di un gas perfetto spesso si possono applicare 
con sufficiente approssimazione ai gas reali. Ma questa approssima- 
zione può risultare insufficiente, e allora si deve tener conto delle 
deviazioni del gas reale dallo stato perfetto, legate all’interazione 
tra le molecole che lo compongono. 

E ciò che faremo qui, partendo però dall’ipotesi che il gas sia 
sufficientemente rarefatto in modo da poter trascurare le collisioni 
ternarie, quaternarie, ecc. tra le molecole e supponendo quindi che 
l’interazione sia realizzata solo per mezzo delle collisioni tra due 
molecole. 

Per semplificare la scrittura delle formule, consideriamo prima 
un gas monoatomico reale. Il moto delle sue particelle si può consi- 
derare classicamente, cosicché la sua energia si scrive nella forma 


N LI 
E (p, d)= Di 30-+, (74,1) 
a=i 


dove il primo termine è l'energia cinetica di N atomi del gas, e U 
l'energia di interazione tra gli atomi. Per un gas monoatomico U 
è una funzione soltanto delle mutue distanze tra gli atomi. L’integra- 
le statistico | e-E (P:9/T dI si separa in!prodotto di due integrali, 


uno sugli impulsi degli atomi e uno sulle coordinate. Quest'ultimo 
integrale ha la forma 


\ DE | e-tir av, pearl, 


dove l'integrazione in ciascuno dei dV, = dx, dya dea è estesa a tutto 
il volume V occupato dal gas. Per un gas perfetto, U = 0 e questo 
integrale è semplicemente pari a VN. È chiaro quindi che calcolando 
l'energia libera con la formula generale (34,5), otterremo 


Èi 2 
F= Fper-Tln N | ‘0°. fe T dV, vo0- dVy, (74,2) 
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dove Fpert è l'energia libera di un gas perfetto. Addizionando e sot- 
traendo 1 dall’espressione integranda, riscriviamo questa formula 
come segue: 


U 
F= Fot Tn {Ff ef (eT-1)dW...dVy+4}. (74,3) 


Per eseguire i calcoli ulteriori, ricorriamo al seguente artifizio 
formale. Supponiamo che il gas sia non solo sufficientemente rarefatto, 
ma che la sua quantità sia sufficientemente piccola in modo tale 
da poter ritenere che nel gas si urtino contemporaneamente non più 
di due atomi. Questa ipotesi non incide affatto sulla generalità delle 
formule che si ottengono, poiché in virtù dell’additività. dell'energia 
libera è noto a priori che essa deve avere la forma F = Nf (T, V/N) 
(vedi il $ 24), e quindi le formule ricavate per una piccola quantità 
di gas sono automaticamente valide per una quantità qualsiasi. 

L'interazione tra gli atomi non è molto piccola solo nel caso 
in cui i due atomi corrispondenti siano molto vicini l’uno all’altro, 
cioè praticamente se entrano in collisione. Pertanto l’espressione 
integranda nella (74,3) è sensibilmente diversa da zero solo nei casi 
in cui due atomi qualunque sono molto vicini l’uno all’altro. Secondo 
la nostra ipotesi, questa condizione si verifica solo per una coppia 
di atomi, questa coppia potendo essere scelta tra N atomi in 
N(N—1)/2 modi. Di conseguenza, l’integrale nella (74,3) si può 
scrivere nella forma 


U12 
N(N-1 -> 
Teli ce. IC T _{)dV,...dVy, 


dove U,, è l’energia di interazione tra due atomi (non importa 
quali poiché gli atomi sono identici); U,, dipende soltanto dalle 
coordinate di due atomi qualunque. Si può quindi integrare su tutte 
le altre, il che darà V-?. Inoltre, si può ovviamente scrivere N? 
in luogo di N(N—1), poiché N è un numero molto grande; sosti- 
tuendo l’espressione ottenuta nella (74,3) al posto dell’integrale che 
vi figura e utilizzando il fatto che In(1+z)ax per x<1, 
abbiamo ‘) 

TN? 
2V3 


dove dV,dV., è il prodotto dei differenziali delle coordinate di due 
atomi. 

Ma U,, è una funzione solo della mutua distanza tra due atomi, 
cioè delle differenze delle loro coordinate. Quindi, se introduciamo 


F = Fpert— 


{| (e-Bilt_-1) dV, dV., 


1) Vedremo più avanti che il primo termine sotto il segno di logaritmo 
nella (74,3) è proporzionale a N2/V. Pertanto lo sviluppo eseguito è legato 
proprio all'ipotesi fatta sopra: non soltanto che la densità (V/N) del gas sia 
piccola ma anche che la quantità considerata non sia grande. | 
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in luogo delle ecordinate- di ciascun atomo le coordinate del loro 
centro di massa e le loro coordinate relative, U,, dipenderà solo 
da queste ultime (indichiamo il prodotto dei loro differenziali con dV). 
Si può quindi integrare sulle coordinate del centro di massa comune, 
il che dà di nuovo il volume V. Otteniamo finalmente 


F= Fret +20, (74,4) 
dove 
B(T)=- | (1—e-vel) dv. (74,5) 
Di qui troviamo la de P = —@F/0V 
Sei 1 4 DB da | (74,6) 


(poiché Ppert == NTIV). Questa è l’equazione di stato del gas 
nell’approssimazione considerata. 

In accordo con il teorema delle piccole correzioni ($ 15), le varia- 
zioni dell'energia libera e del potenziale termodinamico per piccole 
variazioni delle condizioni esterne o delle proprietà del corpo, sono 
le stesse: se l’una si prende a volume costante e l’altra a pressione 
costante. Considerando la deviazione del gas dallo stato perfetto 
come tale variazione, si può passare immediatamente dalla (74,4) 
a D. A tale scopo si deve esprimere il volume in funzione della pres- 
sione nel termine correttivo nella (74,4), e questo si deve fare 
a partire dall’equazione di stato di un gas perfetto 


®= Dperr + NBP. (74,7) 
Di qui si può esprimere il volume in funzione della pressione 
V= DL + NB. (74,8) 


Tutto quanto detto si riferisce ai gas monoatomici. Le stesse 
formule.restano però valide anche per i gas poliatomici. In questo 
caso l’energia potenziale di interazione tra le molecole dipende non 
solo dalle loro mutue distanze, ma anche dalla mutua orientazione. 
Se il moto delle molecole si può supporre classico, il che è sempre 
possibile, si può dire allora che U,, è una funzione delle coordinate 
dei centri dî massa delle molecole e di certe coordinate di rotazione 
(degli angoli) che ne determinano l’orientazione nello spazio. È facile 
capire che la differenza da un gas monoatomico è che bisogna inten- 
dere ora con dV, il prodotto dei differenziali di tutte le suddette 
coordinate della molecola. Ma le coordinate di rotazione si possono 


sempre scegliere tali che l’integrale | dV, resti come prima uguale 
al volume Y occupato dal gas. Infatti, l'integrazione sulle coordinate 
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del centro di massa dà questo volume, e l’integrazione sugli angoli 
dà una certa costante; gli angoli si possono normalizzare in modo 
tale che questa costante sia uguale a uno. Pertanto tutte le formule 
ricavate in questo paragrafo conservano la stessa forma anche per 
i gas poliatomici, con la sola differenza che nella (74,5) dV è ora il 
prodotto dei differenziali delle coordinate che determinano la di- 
stanza relativa tra due molecole e la loro orientazione relativa 1). 

Tutte le formule ricavate hanno senso, ovviamente, se l’integrale 
(74,5) converge. A tale scopo è in ogni caso indispensabile che le 
forze di interazione tra le molecole decrescano assai rapidamente 
con la distanza: alle grandi distanze U,, deve decrescere pit rapida- 
mente che non 1/r? 2). 

Se questa condizione non è soddisfatta, il gas composto di parti- 
celle identiche non può in generale esistere come corpo omogeneo. 
In questo caso, ogni porzione della sostanza sarà soggetta a forze 
molto grandi provenienti dalle parti 
lontane del gas. Pertanto le porzioni 
situate vicino e lontano dal confine 
del volume occupato dal gas vengono 
a trovarsi in condizioni nettamente 
diverse, il che ha per effetto la rottura 
della omogeneità del gas. 

Per igas monoatomici la funzione 
U,, (r) ha la forma rappresentata nella 
fig. 11; sull'asse delle ascisse è rappre- 
sentata la distanza r tra gli atomi. 
Alle piccole distanze U,, cresce al 
diminuire della distanza, il che cor- 
risponde alle forze di repulsione tra 
gli atomi; la curva, a partire pressappo- 
co dal punto in cui interseca l’asse 
delle ascisse, va bruscamente in alto, cosicché V,, diventa ben presto 
estremamente grande, corrispondentemente alla mutua « non penetra- 
bilità » degli atomi (per questo motivo la distanza ry è detta talvolta 
raggio dell’atomo). Alle grandi distanze U,, aumenta lentamente, 
tendendo asintoticamente a zero. L'aumento di U;, con la distanza 
corrisponde alla mutua attrazione degli atomi. Il punto di minimo 
di U,, corrisponde a un certo equilibrio stabile. Allora il valore 


° 


assoluto dell’energia, UV, in questo punto in generale non è grande 


1) Se le particelle del gas sono dotate di spin, la forma della funzione V;, 
dipende, in generale, dalla direzione degli spin. In questo caso, all'integrazione 
in dV si aggiunge la sommatoria sulle direzioni dello spin. 

2) Per tutti i gas atomici o molecolari questa condizione è sempre verifi- 
cata: le forze di interazione tra gli atomi elettricamente neutri o tra le molecole 
(comprese quelle dipolari), una volta presa la media sulle mutue orientazioni 
delle particelle, decrescono alle grandi distanze secondo la legge U,, c21/r8 
(vedi III, $ 89). 
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(U, è dell’ordine di grandezza della temperatura critica della sostan- 
za in esame). 

Nel caso di un gas poliatomico, l’energia di interazione ha un 
andamento analogo, benché non possa, ovviamente, essere rappre- 
sentata come la curva della fig. 11, in quanto è funzione di un numero 
più grande di variabili. 

Questi dati sull'andamento della funzione U,, sono sufficienti 
per determinare il segno di 2 (7) nei casi limite delle temperature 
alte e basse. Alle alte temperature (7 > UV) in tutta la regione 
r>2r, si ha |Ujs|//T<1 e l’espressione integranda in 2(7) 
(74,5) è prossima a zero. Pertanto il valore dell’integrale è determi- 
nato essenzialmente dalla regione r<2r, in cui U,,/7 è positivo 
e grande; in questa regione l’espressione integranda è quindi positiva 
e, di conseguenza, è positivo anche tutto l'integrale. Cosî, alle alte 
temperature 8 (7) è positivo. 

Viceversa, alle basse temperature (7 « UV) è la regioner >2ro, 
in cui ora U,,/7 è negativo e grande in modulo, a giocare un ruolo 
dominante nell’integrale. Quindi a temperature sufficientemente 
basse B(7) deve essere negativo, e la dipendenza di B(7) dalla 
temperatura è del tipo esponenziale — exp (Uy/T). Essendo positivo 
alle alte temperature e negativo a quelle basse, 8 (T) deve passare, 
a una determinata temperatura, per lo zero !). 

Consideriamo infine il processo di Joule — Thomson che avviene 
in un gas reale. La variazione di temperatura in questo processo 
è data dalla derivata 


(ea (#):)] (74,9) 


(vedi la (18,2)). Per un gas perfetto questa derivata, ovviamente, 
si annulla. Per un gas avente l'equazione di stato (74,8), otteniamo 


(EE) (1-42 -8)= Z| [ee (1-90) 1]ar 
(74,10) 


Cosî come abbiamo dimostrato per B (7), possiamo convincerci che 
alle alte temperature sarà (07/0P)w < 0, cioè il gas, nel processo 
di Joule — Thomson, passa dalla pressione più alta a quella più 
bassa con un aumento della temperatura. Alle basse temperature 
si ha (07/0P)y >Q0, cioè la temperatura del gas diminuisce al 


1) La temperatura 7 g per cui B (7g)= Osi chiama punto di Boyle. Rap- 
resentando le curve che danno la grandezza PV/7 in funzione di P per 7 dato, 
'isoterma 7 = 7g ha per P-+ 0 una tangente orizzontale e separa le isoterme 

ad inclinazione iniziale positiva e negativa (tutte le isoterme partono dal punto 
PVIT=1, P=0). 
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diminuire della pressione. A una determinata temperatura del gas 
(punto d’inversione) l’effetto Joule — Thomson deve quindi cambiare 
di segno!). 


PROBLEMI 


4. Determinare 8 (7) per un gas le cui particelle si respingono secondo la 
legge Us = a/r (n> 3). 

Soluzione. Nella (74,5) scriviamo dV = 4nr?dr ed integriamo per parti in 
dr (da 0 a co); dopo la sostituzione a/Tr® = « l’integrale sì riduce a una fun- 


zione T e si ottiene 
2a /a \3/n 3 
Bm- (7) (7). 


2. Si chiama volatilità di un gas la pressione P* che un gas, cosi rarefatto che 
lo sì possa considerare perfetto, avrebbe per valori dati della temperatura e del 
fan chimico. Determinare la volatilità di un gas il cui potenziale termo- 

inamico è (74,7). 
Soluzione. Il potenziale chimico del gas è (Uperr della (42,6)) 


b= bpert +82 =T n P-+-y (7) + BP. 


Eguagliandolo, in base alla definizione di volatilità, all'espressione 
T In P* + Yx(7), otteniamo (con la stessa approssimazione per cui è valida 
l’espressione (74,7)) 


peer (142) SE (14208) 


. 


$ 75. Sviluppo in serie di potenze della densità 


L'equazione di stato (74,6) ricavata al paragrafo precedente 
rappresenta di fatto i primi due termini dello sviluppo della pres- 
sione in serie di potenze di 1/V 


NT NB N°C 
= (+ I L...) (79,4) 


Il primo termine dello sviluppo corrisponde al caso di un gas perfetto. 
Il secondo si ottiene tenendo conto dell’interazione a coppie tra 
le molecole, mentre ai termini successivi corrisponde l'interazione 
tra tre, quattro, ecc. molecole. 

I coefficienti B, C, ... nello sviluppo (75,41) si chiamano secondo, 
terzo, ecc. coefficienti del viriale. Per determinare queste grandezze 
conviene partire dal calcolo non dell'energia libera, ma del potenzia- 


1) Ricordiamo che stiamo considerando un gas lievemente non perfetto, 
consideriamo cioè pressioni relativamente piccole. Soltanto in questa appros- 
simazione è valido il risultato ottenuto: il punto d’inversione è indipendente 
dalla pressione (cfr. il problema 4 del $ 76). 

2) Il piccolo parametro adimensionalé su cui si rogo lo sviluppo è in 
realtà il rapporto N.vy/V tra il « volume » di una molecola » e il volume del 
gas V/N riferito a una molecola. di 


17—2641 
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le Q. Consideriamo ancora un gas monoatomico e partiamo dalla for- 
mula generale (35,5) che, per un gas di particelle identiche, si scrive 


e-MT= Sì 7 ebN/T Î eCEn®. DIT gru. (75,2) 
N==0 


Abbiamo introdotto il fattore 1/N! e l’integrazione si estende a tutto 
lo spazio delle fasi di un sistema di N particelle (cfr. la (31,7)). 

Nei termini successivi della somma su N l'energia Éy (p, 9) 
ha la seguente forma. Per N = 0si ha ovviamente £, (p, )=0. 
Per N = 1 si ha semplicemente l’energia cinetica di un atomo: 
E, (p, q) = p°/2m. Per N=2 essa è composta dall’energia cinetica 
di due atomi e dalla loro energia di interazione 


2° PI 
E, (P. 9)= di 2 +U- 


azi 


Analogamente si ha 
3 pi 
Es(p, 9)= Di Sa + Us» 
a=i 


dove U,,3 è l'energia di interazione tra tre atomi (che, in generale, 
non si riduce alla somma U,, + Ui3 + Ua3); ecc. 
Sostituiamo queste espressioni nella (75,2) e introduciamo la 
notazione 
HT 
— (ah 


i e-P®2mT ip = (7 ebiT, (75,3) 


3/2 | 
23h 


° 


Vedremo più avanti che questa espressione non è altro che 


P pert 
E= T , 


dove Ppert è la pressione di un gas perfetto per 7 e V dati. Otteniamo 


Q=—Tln{1+W+5 || e-turay.dV:+ 
Pe a I D. 
F|{fevoraniaraa+...}. 

Ciascuna delle Us, U,ss. - +. è una funzione solo delle mutue 


distanze tra gli atomi; quindi, introducendo le coordinate relative 
degli atomi (per esempio, rispetto al primo atomo), diminuiamo 
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di uno la molteplicità degli integrali ed otteniamo il fattore supple- 
mentare V 


Q=-PV=—Tln {++ | tilt ava + 


E {feowranart...}. 


Infine, sviluppiamo questa espressione in serie di potenze di È; 
la serie ottenuta si può scrivere nella forma 


P=T s Zap, (75,4) 
nai 
dove - 
Ji=1, J2= | (e-Usit_-1)dV., 


J;= | | (e-UssalT — e-Uts/T — e-U1/T — e-Ussi? 12) dVa.dVs, (75,5) 


ecc. Gli integrali YJ, sono costruiti secondo una legge evidente: 
l’espressione integranda in J, è sensibilmente diversa da zero solo 
se gli n atomi sono vicini gli uni agli altri, cioè se gli n atomi entra- 
no in collisione. 

Derivando la (75,4) rispetto a pu, otteniamo il numero di particelle 
nel gas, poiché 3 

O d 
iste (lar =V du lia 

Tenendo conto che secondo la definizione (75,3) si ha 08/0p = 

= È/T, otteniamo 


A 
N=VS eg. (75,6) 
n=1 


Le due equazioni (75,4) e (75,6) determinano in forma para- 
metrica (È è il parametro) la relazione tra P, V e 7, cioè l'equazione 
di stato del gas. Eliminando da esse È, si può ottenere l'equazione 
di stato nella forma della serie (75,1) contenente un numero qua- 
lunque di termini). 


al In prima approssimazione, P = TÈ}, N = VE, da cui P= N7/V= 
Ppert IN seconda approssimazione 


P=Tt (14-38), NEVE+/D; 


eliminando da queste uguaglianze È (con la stessa approssimazione), otteniamo 
NT NT y 
2: 


pe e, 


; V “2V8 
il che coincide con la (74,6). 


17* 
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$ 76. Formula di Van der Waals 


Nei gas l’interazione tra le molecole è molto debole. All’aumenta- 
re di essa le proprietà del gas si allontanano senipre di più da quelle 
dei gas perfetti e, in fin dei conti, il gas si trasforma in un corpo 
condensato, un liquido. In quest’ultimo l’interazione tra le molecole 
è grande, e le proprietà di questa interazione (come le proprietà del 
liquido) dipendono fortemente dal tipo di liquido. Per questo motivo 
è impossibile, come è stato già detto, ricavare delle formule generali 
che descrivano quantitativamente le proprietà del liquido. 

Tuttavia si può trovare una certa formula di interpolazione che 
descriva qualitativamente il passaggio dal gas al liquido. Questa 
formula deve fornire dei risultati esatti in due casi limite. Per i gas 
rarefatti essa deve trasformarsi in formule valide per i gas perfetti. 
All’aumentare della densità, quando il gas si approssima al liquido, 
essa invece deve tener conto della compressibilità limitata della mate- 
ria. Una tale formula descriverà allora qualitativamente il com- 
portamento del gas anche nella fase intermedia. 

Per ricavare una tale formula, studiamo in dettaglio la deviazione 
di un gas dallo stato perfetto alle alte temperature. Come nei para- 
grafi precedenti, considereremo prima un gas monoatomico; per le 
stesse considerazioni di prima, tutte le formule ricavate saranno 
applicabili ugualmente ai gas poliatomici. 

Il carattere dell'interazione tra gli atomi del gas descritto al $ 74 
(fig. 11) permette di determinare la forma dei primi termini dello 
sviluppo di B (7) in serie di potenze dell’inverso della temperatura; 
în questo caso, considereremo piccolo il rapporto 

D KI. (76,1) 

Tenendo conto che U,, è una funzione solo della distanza rtra 
gli atomi, scriviamo nell’integrale (74,5) dV = 4nr? dr. Dividendo 
la regione di integrazione in dr in due parti, scriviamo 


2ro 00 
B(T)=2n | (1—e-Uiat?) r2dr+-2x | (4— e-Uss/T) r2 dr. 
0 2ra 


Ma per i valori di r compresi tra 0 e 2r, l'energia potenziale U,, 
è in generale molto grande. Pertanto si può trascurare nel primo 
integrale il termine exp (—U,,/7) rispetto a uno. Allora questo 
integrale diventa uguale alla grandezza positiva db = 16rr3/3 (assu- 
mendo per un gas monoatomico r, come raggio dell’atomo, b è il 
quadruplo del suo volume). Nel secondo integrale si ha dappertutto 
| Una IT UT <1. Pertanto si può sviluppare la sua espressione 
integranda in serie di potenze di V,y/7, limitandosi al primo termine 
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che non scompare. Allora il secondo integrale diventa 


(ee) 


29 2a 
e a \ [Ugg |rdr=—--<, 
2r0 


dove a è una costante positiva. Troviamo quindi che 
B(T)=b-3-. (76,2) 


Sostituendo questa espressione nelle (74,4) e (74,7), troviamo 
l'energia libera del gas 


N 
F=Fret+ 5 (01 —a) (76,3) 
e il suo potenziale termodinamico 
® = Der + NP (0-3). (76,4) 


La formula di interpolazione richiesta può essere ricavata dalla 
formula (76,3) che di per sé non soddisfa alle condizioni necessarie 
in quanto non tiene conto della compressibilità limitata della 
materia. Sostituendo nella (76,3) l’espressione di pert ricavata 
dalla (42,4), otteniamo 


F=Nf(1)- NTIn—NT (Inv) ME. (76,5) 


v V. 


Ricavando la formula (74,4) per l’energia libera di un gas, abbiamo 
supposto che il gas, pur non essendo cosi rarefatto da potersi consi- 
derare perfetto, avesse però un volume sufficientemente grande (tale 
da poter trascurare le collisioni a tre a tre, ecc. tra le molecole), 
cioè che le distanze tra le molecole in generale fossero di gran lunga 
maggiori delle loro dimensioni. Si può quindi dire che il volume V 
del gas è in ogni caso notevolmente più grande di Nb. Quindi, 


Nb Nb 
In(V—Nb)=lnV+]ln (1 -F) zalnV-F. 


Di conseguenza, si può scrivere la (76,5) nella forma 


F=Nf(1)-NTn4-(V- Nb) = 
= Foe NTn(1--F-)--T-. (76,6) 


Scritta così, questa formula soddisfa alle condizioni poste sopra, 
poiché per V grandi essa si trasforma nella formula che dà l’energia 
libera di un gas perfetto, e per V piccoli essa rivela. che il gas non 
può indefinitamente comprimersi (per V < Nb l’argomento del 
logaritmo diventa negativo). 
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Se l'energia libera è nota, si può determinare la pressione del gas 
p_ SF NT N?a 


— —— co ——_—r—— —— 


ossia 


2 
(P+-7)(V-Nb)=NT. (76,7) 
Questa è l'equazione di stato di interpolazione richiesta di un gas 
reale, detta equazione di Van der Waals. Essa è, ovviamente, una 
delle numerose formule di interpolazione possibili che soddisfano 
alle condizioni poste, e non esiste nessun motivo fisico per preferire 
una alle altre. La formula di Van der Waals è solo la più semplice 
e pratica!). 
Dalla (76,6) si può trovare l’entropia del gas 


S = Spert4- N ln ( 2) ’ (76,8) 
e poi la sua energia E = F+ TS 
EÉ= Even . (76,9) 


Si vede di qui che il calore specifico C, = (0£E/07)y di un gas di Van 
der Waals coincide con il calore specifico di un gas perfetto; esso 
dipende solo dalla temperatura e, in particolare, può essere costante. 
Il calore specifico C,, invece, come è facile vedere (vedi il proble- 
ma 1), dipende non solo dalla temperatura, ma anche dal volume 
e perciò non può essere costante. 

Il secondo termine nella (76,9) corrisponde all'energia di intera- 
zione tra le molecole del gas; è ovvio che esso è negativo, poiché 
tra le molecole prevalgono in media le forze di attrazione. 


PROBLEMI 


1 Trovare Cn — C», per un gas reale descritto dalla formula di Van der 
Waals. 

Soluzione. Applicando la formula (16,10) e l'equazione di Van der Waals, 
troviamo 


N 


>Na 
1-73 (VND)? 


2. Trovare l’equazione di un processo adiabatico per un gas di Van der 
Waals con il calore specifico C, costante. 


1) Nell’applicazione di questa formula i valori delle costanti a e d si devono 
scegliere in modo tale da ottenere un miglior accordo con l’esperienza. In questo 
caso, non si può più considerare la costante è come il quadruplo del volume della 
molecola, anche se si tratta di un gas monoatomico. 
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Soluzione. Sostituendo nella (76,8) Sperr = N In V-{4 Nepln 7 (le costanti 
inessenziali sono omesse) e rendendo S costante, troviamo la relazione 


(V_- Nd) T°v = costante. 


Essa differisce dall’equazione corrispondente per un gas perfetto poiché si è 
sostituito V con V — Nb. | 
3. Per lo stesso gas trovare la variazione di temperatura se il volume Vi 
si dilata, nel vuoto, fino al volume V,. i 
Soluzione. Nella dilatazione nel vuoto l’energia del gas resta costante. 
Pertanto dalla formula (76,9) (con Epert = NCp7) troviamo 


| __ Na E 
n= (T_T) 


4. Per un gas di Van der Waals trovare la dipendenza del punto d’inversione 
dell'effetto Joule — Thomson dalla temperatura. 

Soluzione. Il punto d’inversione è dato dall’uguaglianza (97/0V)p= T/V 
(vedi la (74,9)). Sostituendovi la 7 ricavata dalla (76,7), essa dà un'equazione 
che deve essere risolta contemporaneamente alla (76,7). Il calcolo algebrico 
conduce alla seguente dipendenza del punto d’'inversione dalla pressione: 


2a { 352 _\2 
Tinv==35 (2+y/ ia P) se 
Per ogni valore della pressione P < a/3b? esistono due punti d’inversione tra 
i quali la derivata (07/0P)w è positiva, fuori di questo intervallo di tem pera- 
ture è negativa. Per P > a/3b? i punti di inversione non esistono e si ha dap- 
pertutto (07/0P)w < 01). 


$ 77. Relazione tra il coefficiente del viriale e l'ampiezza di diffusione 


Calcolando i coefficienti del viriale nei $$ 74-76, siamo partiti 
dalla statistica classica, il che praticamente è sempre giustificato. 
Tuttavia presenta un interesse metodologico il problema del calcolo 
di questi coefficienti nel caso quantistico: è il caso dell’elio a tempe- 
rature sufficientemente basse. Mostriamo come si può calcolare il 
secondo coefficiente del viriale tenendo conto della quantizzazione 
dell'interazione binaria tra le particelle del gas (E. Beth, 
G. E. Uhlenbeck, 1937). Considereremo un gas monoatomico i cui 
atomi non hanno momento elettronico; tenendo in vista il caso 
dell’elio, supporremo anche, per fissare le idee, che i nuclei degli 
atomi non abbiano spin e che gli atomi siano regolati dalla statistica 
di Bose. 

All’approssimazione che ci interessa è sufficiente conservare nella 
formula (35,3), determinante il potenziale £, solo i primi tre termini 
della somma su N 


Q= — Tln {14 DI elheFin/T 1 YI g(24-Ean)/T), (77,4) 
n n ; 
1) Al caso esaminato alla fine del $ 74 corrisponde il punto d’inversione 


superiore per P +0 (Tiny =2a/b). Il punto d’inversione inferiore per P_ piccole 
può essere assente poich il gas è liquefatto. 
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Ein indica qui i livelli di energia di un singolo atomo, e É,, i livelli 
di energia di un sistema di due atomi interagenti. Il nostro scopo è di 
calcolare nelle grandezze termodinamiche soltanto i termini corret- 
tivi che sono legati direttamente all'interazione tra gli atomi; quanto 
ai termini correttivi legati agli effetti di scambio quantistici e pre- 
senti nel gas perfetto, essi sono dati dalla formula (56,15) secondo 
la quale la parte di scambio del secondo coefficiente del viriale è (nel 
caso della statistica di Bose) 


Bscamp = — 3 (h@/mT)?". (77,2) 


Quindi, il nostro compito si riduce al calcolo della somma 
2u—- E 
Z® — Y exp ( em) , 
n 


dalla quale si deve sottrarre l’espressione che si sarebbe ottenuta 
nel caso di due atomi non interagenti. 

I livelli di energia £,, sono composti dall'energia cinetica del 
moto del centro di massa dei due atomi (p*/4m, dove p è l'impulso, 
m la massa dell’atomo) e dall'energia del loro moto relativo; indi- 
chiamo l’ultima con e. Questi sono i livelli di energia di una parti- 
cella di massa m/2 (la massa ridotta di due atomi) che si muove 
in un campo a simmetria centrale U,, (r) (U,, è l'energia potenziale 
di interazione tra gli atomi). Il moto del centro di massa è sempre 
quasi-classico, e integrando in modo usuale sulle coordinate e sugli 
impulsi (cfr. $ 42), otteniamo 


Z® = Ve24/T (3 VO N e-slr. 


Indicando con Znt la parte della somma Z°® che è legata all’inte- 
razione tra le particelle, si può scrivere £? nella forma 


mT \3/2 
Q=Qperg = TVEZMIT (SI) Ze. 


Considerando il secondo termine come una piccola correzione al 
primo ed esprimendolo in funzione di 7, V e N (mediante la formula 
(45,5) che dà il potenziale chimico di un gas perfetto), otteniamo 
per l'energia libera l’espressione 
8N2 | xh? \3/2 
F=Fyn-T3-(4r) Zut 

Derivando rispetto a V, otteniamo la pressione, e la parte richiesta 
del coefficiente del viriale legata all’interazione tra gli atomi sarà 


2 \3/2 
Bnt(P)=-8(47) Zut (77,3) 


I 
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Lo spettro dei livelli di energia e è composto dallo spettro discreto 
dei valori negativi (corrispondenti al moto finito relativo degli 
atomi) e dallo spettro continuo dei valori positivi (moto infinito). 
Indichiamo i primi con £,, i secondisi possono serivere nella forma 
p°/m, dove p è l’impulso del moto relativo degli atomi che si trovano 
a grande distanza l’uno dall'altro. La somma 


DI elsnl/T 
n 


sullo spettro discreto entra completamente in Zynt. Nell’integrale 
sullo spettro continuo bisogna separare la parte corrispondente al 
moto libero delle particelle non interagenti. A tale scopo utilizziamo 
il seguente artifizio. 

Per grandi valori di r la funzione d’onda dello stato stazionario 
con il momento orbitale / e con l’energia positiva p°/m ha la forma 
asintotica 

p= SONE. son (Er-F+0), 
dove le fasi 6, = è: (p) dipendono dalla forma del campo U,, (7) 
(vedi III, $ 33). Supponiamo formalmente che la regione di variazione 
della distanza r sia limitata da un valore A molto grande ma finito. 
Allora l'impulso p potrà assumere solo una serie discreta di valori 
determinati dalla condizione al contorno che richiede l’annullamento 
di p perr= È 


la 
+ R-_-+8=sn, 


dove s sono interi. Ma per R grande la serie di questi valori è molto 
densa e nella somma 


DI e-p2/mT 
p 


si può passare all'integrazione. A tale scopo per / dato moltipli- 
chiamo l’espressione nel segno di somma per 


ds=1 (1+3 dor Di) dp 
ed integriamo in dp; il risultato ottenuto va moltiplicato ancora 


per 2) + 41 (molteplicità di degenerazione nelle direzioni del momento 
orbitale) e sommato su / 


Zena Zen] (+e 


Per le particelle regolate dalla statistica di Bose e non aventi spin, 
le funzioni d'onda dipendenti dalle coordinate devono essere sim- 
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metriche; questo significa che sono ammissibili i soli valori pari 
di Î, cosicché la somma su / è estesa a tutti i numeri pari. 

Per un moto libero tutte le fasi sono è, = 0. Pertanto l’espres- 
sione che resta (per è, = 0) è la parte della somma che va omessa, 
in quanto non legata all’interazione tra gli atomi. Quindi, per la Zint 
richiesta otteniamo la seguente espressione: 


Zint= DI esenti? +È Di Î (2241) TI e-pi/m? dp, (77,4) 
n Ul 0 


e il coefficiente del viriale B = Boca 2a Biot È 
1 3/2 
B(7)=- (47) (14162). (77,5) 


Come è noto, le fasi è, determinano l'ampiezza di diffusione delle 
particelle moventisi nel campo V,, (r) secondo la formula!) 


f(0)= 5 Di (21+1) (e*%— 4) P, (cos0), 
l 


dove P; sono i polinomi di Legendre, 0 è l'angolo formato dalle 
direzioni di incidenza e di diffusione; la somma in questo caso è 
estesa a tutti i valori pari di /. In conseguenza di ciò, risulta possibile 
esprimere l'integrale nella (77,4) in funzione dell’ampiezza di dif- 
fusione. E precisamente, è facile verificare con una sostituzione 
diretta dell'espressione di f (0) la validità della seguente relazione: 


di (2241) = rap {P1(0)+1*(0M+ 


l 
i . 0f* df 
tar |P) 
La somma a primo membro è proprio quella dell'espressione in- 


tegranda della (77,4), e dopo la sua sostituzione (e l'integrazione per 
parti in uno dei termini) otteniamo 


s ( pfe-P3mT [f (0) + f* (0)] dp + 


0 
pa Tr | | pre-P3/mT (137 de. “PG 3) dpdo. (17,6) 


Se il campo Ue (r) contiene dei livelli ml a temperature 
sufficientemente basse, la dipendenza di 8 (7) dalla temperatura 
sarà determinata soprattutto da una somma sui livelli discreti 


1 
Znt = DI elet 42 
n 


1) vedi si $ 123. La sezione di diffusione nell’elemento di angolo solido 
è | f (0) |? do. 
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crescente esponenzialmente al diminuire di 7. Tuttavia, i livelli 
discreti possono anche non esistere; allora il coefficiente del viriale 
dipenderà dalla temperatura come una potenza di 7 (se si tiene 
conto che per p-+0 l’ampiezza di diffusione tende a un limite 
costante, è facile trovare che a temperature sufficientemente basse 8 
sarà essenzialmente determinato dal termine B;camb). 

È da notare che nel caso di interazione debole, in cui le collisioni 
tra le particelle possono essere descritte dall’approssimazione di 
Born; l'ampiezza di diffusione è piccola e il terzo termine nella 
(77,6), quadratico rispetto a questa ampiezza, può essere omesso. 
In un'interazione debole non esistono stati legati e quindi non esiste 
neanche il primo termine nella (77,6). Utilizzando la nota espressione 
per l'ampiezza di diffusione f (0) nell’approssimazione di Born, 
si può facilmente vedere che l’espressione per F coincide esattamente 
con la formula (32,3) (senza termine quadratico), come doveva essere 
nel caso in esame. 


PROBLEMA 


. Nel caso quasi-classico determinare la correzione quantistica (dell’ordine 
di %?) al coefficiente del viriale B (7) di un gas monoatomico. 
Soluzione. La correzione all’energia libera classica è data dalla formu- 
la (33,15). Tenendo presente che in questo caso si ha solo l’interazione binaria 
tra gli atomi e che Vs è una funzione solo della distanza tra gli atomi, troviamo 


21h? N dU 2 _ 
Baueat= GrgF | (FE) RI 


Questa espressione è la correzione al valore fondamentale classico dato dalla 
formula (74,5). Osserviamo che Bquant > 0. 


$ 78. Grandezze termodinamiche del plasma classico 


Il metodo di calcolo delle grandezze termodinamiche di un gas 
reale, esposto al $ 75, è inapplicabile per un gas composto di particelle 
cariche interagenti secondo la legge di Coulomb, poiché in questo 
caso gli integrali che figurano nelle formule sono divergenti. Pertanto 
un gas di questo tipo necessita di uno studio particolare. 

Consideriamo un gas completamente ionizzato (plasma). Indichia- 
mo con z,€ le cariche delle sue particelle, dove l’indice a distingue 
i vari tipi di ioni (e è la carica elementare, z, sono degli interi positivi 
e negativi). Sia poi ro il numero di ioni dell’a-esimo tipo nell'unità 
di volume del gas. È ovvio che il gas nel suo insieme è elettricamente 
neutro, cioè 


DI Zaltao=0. (73,1) 
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Supporremo che il gas devii debolmente dallo stato perfetto. 
A tale scopo è indispensabile in ogni caso che l'energia media del- 
l'interazione coulombiana tra due ioni (—(ze)?/r, dover — n-!3 è la 
distanza media tra gli ioni) sia piccola rispetto all'energia cinetica 
media degli ioni (-— 7). Quindi, deve essere (ze)? 21/8 « T ossia 

3 
n< (7). (78,2) 

Poiché il plasma è elettricamente neutro, il valore medio del- 
l'energia di interazione coulombiana tra le sue particelle, se esse 
fossero tutte uniformemente distribuite nello spazio l’una indipen- 
dente dall’altra, si annullerebbe. Pertanto le prime correzioni alle 
grandezze termodinamiche del plasma (rispetto ai loro valori in un 
gas perfetto) compaiono solo se si tiene conto della correlazione tra 
le posizioni delle diverse particelle. Per ricordarsi di questo fatto, 
chiameremo correlative queste correzioni. 

Cominciamo dalla definizione di correzione Écor all'energia del 
plasma. Come è noto dall’'elettrostatica, l'energia dell’interazione 
elettrica di un sistema di particelle cariche può essere scritta come 
la semisomma dei prodotti delle cariche per i potenziali del campo 
creato da tutte le altre cariche nei punti in cui si trovano. Nel caso 
in esame si ha 


i 
Ecor “si Va Di EZallao Pa, (78,3) 
a 


dove ga è il potenziale del campo creato dalle altre cariche e agente 
sullo ione dell’a-esimo tipo. Per calcolare questi potenziali proce- 
diamo nel seguente modo!). se 
Ciascuno ione crea attorno a sé una certa nube ionica carica non 
uniformemente (in media a simmetria sferica). In altre parole, se si 
sceglie uno ione qualunque del gas e si considera la densità di distri- 
buzione degli altri ioni rispetto a quello dato, questa densità dipen- 
derà soltanto dalla distanza r dal centro. Indichiamo con wr, la 
densità di distribuzione degli ioni (dell’a-esimo tipo) in questa nube 
ionica. L'energia potenziale di ciascuno ione dell’a-esimo tipo nel 
campo elettrico esistente attorno al dato ione è z,eg, dove @ è il 
potenziale del campo. Pertanto, in accordo con la formula di Boltz- 
mann (38,6), abbiamo | 


Na = Nao EXP ( ter ) i (73,4) 


Il coefficiente costante si è posto uguale a 7,0, poiché lontano dal 
centro (dove p + 0) la densità della nube ionica deve diventare 
la densità ionica media del gas. 


1) Il metodo esposto è stato applicato da P. Debye e E. Hickel (1923) al 
calcolo delle grandezze termodinamiche degli elettroni forti. 


GAS REALI 269 


Il potenziale @ del campo nella nube ionica è legato alla densità 


di cariche in essa (uguale a DI ez,na) dall'equazione elettrostatica 
di Poisson 


Ag= — 4ne dI zaNa. (78,5) 
0 


Le formule (78,4-5) costituiscono il sistema di equazioni del campo 
elettrico autocompatibile di elettroni e di ioni. 

In seguito alla nostra ipotesi sulla debolezza relativa dell'intera- 
zione tra gli ioni, l'energia ez.g è piccola rispetto a 7, e la formula 
(78,4) può essere scritta approssimativamente come segue: 


Na =MNa0 la Q. (78,6) 


Sostituendo questa espressione nella (78,5) e tenendo conto della 
condizione (78,1) richiedente che il gas nel suo insieme sia neutro, 
otteniamo l'equazione 


Aq— xp = 0, (78,7) 


dove si è posto 


ne= #2 S maott. (78,8) 


a 


La quantità x ha la dimensione dell’inverso di una lunghezza. 
La soluzione a simmetria centrale dell'equazione (78,7) è 


e 


p= costante- 


In prossimità immediata del centro, il campo deve trasformarsi in un 
campo propriamente coulombiano di una data carica (che indichiamo 
con ze). In altre parole, per r sufficientemente piccole deve essere 
@  ezy/r; di qui si vede che bisogna porre costante = 236, cosicché 
la distribuzione del potenziale richiesta è data dalla formula 


p= ez 


(78,9) 


r 


Di qui si vede, tra l’altro, che il campo diventa molto piccolo a 
distanze grandi rispetto a 1/x. Pertanto la lunghezza 1/x può essere 
considerata come determinante le dimensioni della nube ionica 
creata da un dato ione (essa si chiama anche raggio di Debye). In tutti 
i calcoli qui eseguiti si suppone, ovviamente, che questo raggio sia 
grande rispetto alla distanza media tra gli ioni (condizione che 
coincide evidentemente con quella (78,2)). 
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Sviluppando il potenziale (78,9) in serie di valori piccoli xr, 
troviamo che 


I termini omessi si annullano per r = 0. Il primo termine è il campo 
coulombiano dello ione stesso in esame. Il secondo è, evidentemente, 
il potenziale creato da tutti gli altri ioni della nube nel punto in cui 
si trova il dato ione; questa è proprio la quantità che deve essere 
sostituita nella formula (78,3): pa = —e20%. | 

Quindi, otteniamo la seguente espressione per la parte «correlati- 
va» dell’energia del plasma: 


Ec= — Gue? Yi nett= — Ve /1( nos)", (78,10) 
a a 


ossia, introducendo il numero totale dei diversi ioni del gas N, = 


ini 3/2 
Ecr=-@V Fr (DN). (78,11) 
a 


Questa energia è inversamente proporzionale alla radice quadrata 
della temperatura e del volume del gas. 
Integrando la relazione termodinamica Fa = FF , Si può 


ricavare da Écor, la correzione corrispondente all’energia libera 
2 $ To 3/2 : 
F=Fowt-3-V Fr(I No) (78,12) 

a 


(la costante di integrazione va posta uguale a zero, poiché per 7 + co 
deve essere F == Fpert). Di qui la pressione è 


a. 3/2 
PE VE(INA), (78,13) 


dove N = > N,. Il potenziale termodinamico ® si può ottenere 
da F applicando il teorema sulle piccole correzioni (come è stato 
fatto al $ 74), considerando cioè il secondo termine nella (78,12) 
come una piccola correzione a Fpert ed esprimendola, con l’appros- 
simazione richiesta, in funzione delle variabili P e 7?) 


D= Oper d0- (7) i | 2 ata ) i : (78,14) 


1) Questo metodo non poteva essere applicato al passaggio dalla (78,11) 
alla (78,12), poiché l'energia (78,11) non è stata espressa in funzione delle varia- 
bili S e V, indispensabili a questo scopo. 
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$ 79. Metodo delle funzioni di correlazione 


Il pregio del metodo di Debye — Hiickel, esposto al paragrafo 
precedente, è nella sua semplicità e chiarezza fisica. D'altra parte, 
il suo difetto principale consiste nell’impossibilità di generalizzare 
i calcoli delle approssimazioni successive secondo la concentrazione. 
Pertanto esporremo in breve anche un altro metodo (proposto da 
N. N. Bogoljubov, 1946) che, sebbene sia più complicato, permette 
però, in linea di principio, di calcolare anche i termini successivi 
dello sviluppo delle grandezze termodinamiche. | 

Questo metodo è basato sullo studio delle cosiddette funzioni 
di correlazione tra le posizioni simultanee di più particelle in punti 
dati dello spazio. La più semplice e la più importante è la funzione 
di correlazione binaria w., proporzionale alla probabilità che due 
particelle (di ione) si trovino contemporaneamente nei punti r, 
ed r, (i due ioni a e d possono essere sia dello stesso tipo che di tipi 
diversi). Poiché il gas è isotropo ed omogeneo, questa funzione 
dipende ovviamente solo da r = |ry — ra |. Scegliamo il coeffi- 
ciente di normalizzazione nella funzione w,, tale che essa tenda ad 
4 per r-+ co. 

Se la funzione wa, è nota, l'energia ÉEcor cercata può essere 
trovata integrando secondo la formula evidente!) 


1 

Ecor =3y5 Dj NoNo | | osta» dVa Ve, (79,1) 
_ a,b 

dove la sommatoria è estesa a tutti i tipi di ioni e u,; è l'energia 

dell'interazione coulombiana tra due ioni alla distanza r. 


Secondo la formula di distribuzione di Gibbs la funzione was 
è data dalla seguente espressione: 


F— Foert--U 
Wa ="RT | exp {PF} dV,aV, ... Vs, (79,9) 


dove U è l’energia di interazione coulombiana tra tutti gli ioni, 
e l’integrazione è estesa alle coordinate di tutti gli ioni, tranne. 
i due ioni dati. Per il calcolo approssimato di questo integrale, 
ricorriamo al seguente artifizio. 

Deriviamo l’uguaglianza (79,2) rispetto alle coordinate dello 
ione bd 


Sopra DM fSaoairo 199) 
c 


1) Questa formula di per sé non è legata, ovviamente, al carattere coulom- 
biano dell’interazione tra le particelle del gas e suppone soltanto che essa sia 
a coppie. 
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dove la sommatoria nell'ultimo termine è estesa a tutti i tipi di ioni, 
e Wave è la funzione di correlazione ternaria definita dalla seguente 
espressione: 


F—-F 
ate =R=3 f exp {RETI dv, dv ee0 IVy_3 


per analogia con la (79,2). 

Supponendo il gas sufficientemente rarefatto, e considerando solo 
i termini del primo ordine, si può esprimere la funzione di correla- 
zione ternaria mediante le correlazioni binarie. Infatti, trascurando 
la possibilità che tre ioni si possano trovare mutamente vicini, ab- 
biamo 


Wabc = WubWbeWac- 
Con la stessa approssimazione possiamo ritenere che neanche coppie 
di particelle si possano trovare sufficientemente vicine le une alle 


altre, perché le wa; si distinguano sensibilmente da uno. Introducendo 
le grandezze piccole 


Vadb = Wab — 1 (79,4) 
e trascurandone le potenze superiori, possiamo scrivere. 
Wade = Vab + bc + ac +1. (79,9) 


Sostituendo questa espressione nell’integrale, a secondo membro 
della (79,3) resta solo il termine in ®cc; gli altri si annullano identi- 
camente in virti dell’isotropia del gas. Nel primo termine a secondo 
membro della (79,3) è sufficiente porre w,, = 1. Quindi, 


d0ab 1 dub _1 | dò 
è —T on TV DNc | dae 
e. 


Prendiamo ora la divergenza di entrambi i membri di questa 
uguaglianza, ricordando che 


Uab È cn 


, r= i) a l'a, 
e tenendo conto della formula già nota 
1 ea 
A = 48 (r) . 


L'integrazione diventa banale in virtù della presenza della fun- 
zione è, ed otteniamo 


Acogp (r)= SE 6 (n) 4 Ae x Nete0ac (1). (79,6) 
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La soluzione di questo sistema di equazioni si può cercare nella 
forma 


Oab (1) = 24250 (1), (79,7) 
dopo di che il sistema si riduce a una sola equazione 
Ao (r) xo (r) = 2 8 (1). (79,8) 


Questa equazione finale ha la stessa forma dell'equazione (78,7) 
nel metodo di Debye — Hiickel (il termine contenente la funzione è 
nella (79,8) corrisponde alla condizione al contorno che per r +0 
si impone alla funzione @ (r) nella (78,7)). La soluzione dell’equa- 
zione (79,8) è 

e? e *T 
o(r)= dd: gr "EE (79,9) 
il che determina le funzioni di correlazione binarie nel plasma. 

Per calcolare l’energia è sufficiente ora sostituire w.» dalle (79,4), 
(79,7), (79,9) nella (79,1). Passando all’integrazione sulle coordinate 
relative di due particelle, troviamo 


co 


2 2 
Ecor= —-5 DI Mata | Sett Saftel c-sr4nr? dr 
a,b 0 

(il termine 1 in w,, non dà contributo all'energia poiché, per ipotesi, 
il plasma è elettricamente neutro). Dopo l’integrazione ritroviamo 
il precedente risultato (78,11). 

Nell’approssimazione successiva i calcoli diventano più laboriosi. 
In particolare, l’ipotesi (79,5) non è più sufficiente e occorre intro- 
durre le correlazioni ternarie che non si riducono più a quelle binarie. 
Per esse si ottiene un'equazione analoga alla (79,3), contenente ora 
le correlazioni quaternarie che, però, nella data (seconda) approssi- 
mazione si riducono a quelle ternarie!). 


$ 80. Grandezze termodinamiche di un plasma degenere 


Nella teoria esposta al $ 78 si è supposto che il plasma fosse 
lontano da degenerazione, cioè fosse regolato dalla statistica di 
Boltzmann. Consideriamo ora la situazione in cui la temperatura 
del plasma è cosi bassa che la sua componente elettronica è già 
degenere. 


T< n80, (80,1) 


1) I termini di ordine superiore nelle grandezze termodinamiche del plasma 
sono stati di fatto calcolati (con un altro metodo) da A. A. Vedenop e A. I. Lar- 
kin, ZETF 36, 1133 (41959). 


18— 2641 
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dove m è la massa dell’elettrone (cfr. la (57,8)); in questo caso la 

componente ionica, grazie alla grande massa di ioni, può essere 

ancora ben lungi da degenerazione. Ricordiamo che la condizione 

che un plasma degenere sia quasi-perfetto consiste nel richiedere che 
ma213 62 


di <' (80,2) 


(vedi la (57,9)); essa è tanto più soddisfatta quanto più elevata è la 
densità del plasma. 

Per un gas degenere le variabili più convenienti (oltre alla tempe- 
ratura 7 e al volume V) sono i suoi potenziali chimici pu, che si 
usano al posto del numero di particelle N,'). Ciò premesso, calcolere- 
mo il potenziale termodinamico £ rispetto a queste variabili. Os- 
serviamo che in questo caso non tutti i potenziali chimici sono 
variabili indipendenti; essi sono connessi l’uno all’altro da una 
relazione proveniente dalla condizione di neutralità elettrica del 
plasma 


S saNa= S za doo =0, (80,3) 


Usiamo la formula 
00 __ { ol 
0, /T,V, bo N 0, 


che esprime la derivata di £ rispetto a un certo parametro in 
funzione della stessa derivata dell’operatore di Hamilton del sistema 
(cfr. le formule analoghe (11,4), (15,11)). Nel nostro caso prendiamo 
come parametro À il quadrato della carica e?. L'operatore di Hamil- 
ton del plasma contiene e? nel coefficiente generale nell’operatore 


di interazione coulombiana U tra le particelle. Pertanto 


(3). y, PRAIA (SE) ==, (80,4) 


cosicché il calcolo di £? si riduce al calcolo del valore medio (UV). 

Vedremo che in un plasma degenere quasi-perfetto, gioca un 
ruolo dominante nelle correzioni alle grandezze termodinamiche del 
gas perfetto, la parte di scambio dell’interazione elettrica tra gli 
elettroni (che è inessenziale nel caso classico e di cui non si è tenuto 
conto al $ 78). Tenendone conto scriveremo nell’operatore U solo 
i termini descriventi l’interazione coulombiana tra gli elettroni. 


1) Per la definizione del concetto di potenziali chimici delle componenti 
di una miscela vedi $ 85. 
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È più facile calcolare (U) applicando il metodo della quantiz- 
zazione seconda. Seguendo questo metodo (vedi III, $$ 64, 65), 
introduciamo un sistema di funzioni d'onda normalizzate po descri- 
venti gli stati degli elettroni liberi che si muovono nel volume V 
con impulsi p e proiezioni dello spin o (0 = +1/2). L'impulso p 
assume una serie infinita di valori discreti, gli intervalli tra i diversi 
valori di p tendono a zero per VY + co. Introduciamo poi gli opera- 
tori dpo e dio di annichilazione e creazione degli elettroni negli stati 
po e definiamo gli operatori p come 


= DI polpo, = dI picato. (80,5) 
po po 


L'interazione coulombiana tra le particelle ha un carattere «binario»; 
l'operatore di questa interazione si scrive, nel metodo della quantiz- 
zazione seconda, sotto forma di integrale 


Ù = { | ' (r) (ta) (ra) © (r) dVi dV2. (80,6) 


La media richiesta di questo operatore si esegue in due tempi: 
prima ‘si prende la media su un dato stato quantistico del sistema 
e poi la media sulla distribuzione quantistica di equilibrio nei diversi 


stati quantistici. In un plasma quasi-perfetto U funge da piccola 
perturbazione. Calcoliamo la media di questa grandezza in prima 
approssimazione della teoria delle perturbazioni, cioè rispetto agli 
stati di un sistema di particelle non interagenti, in altre parole, 
di un gas perfetto. 

La media quantistica consiste nel prendere il corrispondente 
elemento di matrice diagonale. Dopo la sostituzione degli operatori w 
(80,5), l'operatore (80,6) si presenta in forma di somma di termini 
contenenti i diversi prodotti degli operatori annichilazione e crea- 
zione, presi a quattro a quattro 


3 4 Ld LÀ di cd vai sa ( 
U=- di (PP: Us] P:p2) 45:0,49;0,09,0,49,0,1 (80,7) 


dove la sommatoria è estesa a tutti gli impulsi e alle proiezioni dello 
spin, e (PP; | U1: | PiP:) sono gli elementi di matrice dell’energia 
di interazione tra due elettroni U,, = e%/ |-r, — r, |. Visto che 
l’interazione coulombiana non dipende dagli spin, questi elementi 
si prendono per transizioni senza cambiamento delle proiezioni 
degli spin degli elettroni, cioè possono essere calcolati a partire 
dalle funzioni orbitali 


4°. 
Pp= V7 eipr/h, 


18* 
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Tra tutti i termini della somma (80,7) hanno gli elementi di 
matrice diagonali solo quelli che contengono due coppie di opera- 
tori dpo, dso con gli stessi indici e, inoltre, il prodotto 4jodpo Va 
sostituito semplicemente con il numero di occupazione rp di un 
dato stato quantistico degli elettroni!). Ponendo p, = Pi, P: = Pi, 
otteniamo i termini 


e? dV4 dVg 
2V2 DI dI Tp,0,Mpg0s { [Tira] L) (80,8) 
P,7P304%% 
6 ponendo p; == Ps, P; = Pi; 0; = 0, otteniamo i termini 


ea i(py—Pg(Fy-rg)/n _dVi dVa 
"272 DI 2 mp, oPny | Ò ì [rara] (30,9) 
1773 


(il segno meno è dovuto qui alla permutazione degli operatori dj,0 
e dp,o, indispensabile per ridurre il prodotto é@s,04},0dp.0dp,o alla 
forma di,cdp,0dp,0dp,0; ricordiamo che nel caso dei fermioni questi 
operatori sono anticommutativi). 

I termini (80,8) rappresentano semplicemente l’energia di intera- 
zione coulombiana tra gli elettroni distribuiti uniformemente nello 
spazio. Come è stato già detto al $ 78, poiché il plasma è elettrica- 
mente neutro, questi termini, in realtà, si elidono identicamente 
con termini analoghi che esprimono l’energia di interazione tra le 
altre particelle (ioni) e gli elettroni (e in relazione a ciò la divergenza 
dell’integrale nella (30,8) si può trascurare). I termini (80,9) conte- 
nenti gli elementi di matrice non diagonali del potenziale coulombia- 
no esprimono l’effetto di scambio richiesto ®. 

Tenendo presente che per un volume macroscopico V gli impulsi 
assumono praticamente una serie continua di valori, si può passare 
dalla sommatoria su p,, p, all'integrazione in V?d°p, d*p,/(2rh)° 
(in questo caso la restrizione p, #4 p, diventa inessenziale). L’inte- 
grale nella (80,9) è uguale a ® 

tp,=pyr/n dV__ Asch 
vie r Van 

l) Quanto ai termini contenenti i prodotti di quattro operatori con gli 
stessi indici, il loro numero è ‘piccolo rispetto al numero di termini con due 
diverse coppie degli stessi indici, e pertanto non occorre tenerne conto (il con- 
tributo a i da parte di questi termini conterrebbe il fattore supplementare 1/V). 

® Per una migliore comprensione della struttura dei termini (80,8) e (80,9) 
richiamiamo l’attenzione sul fatto che nei primi le coppie di operatori a09? ‘at 
con gli stessi indici provengono dagli operatori presi nello stesso punto dello 
spazio (r, 0 rx); nei termini (80,9) queste coppie provengono dagli operatori 


presi nei diversi punti. © | 
3) Qui è stata utilizzata la nota espressione per la componente di Fourier 


del potenziale coulombiano 
| elk' dV = 43 
“7a: 


K 
(vedi nota alla pag. 396). 
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L'espressione (80,9) assume finalmente la forma 


pio "°p,0 d3p,d3py 
iii > | FELL (20)9 h4 * 


La media statistica di questa espressione si prende (nell’appros- 
simazione considerata) sulla distribuzione di equilibrio del gas 
perfetto. Data l'indipendenza statistica delle particelle del gas perfet- 
to nei diversi stati quantistici, si ha allora (Mp,ofp.0) = popo; 
i valori medi Roo sono dati dalla formula di distribuzione di Fermi 

= [el@mMAIT_L 4] (ps è il potenziale chimico degli elettroni). 
Infine, dato Vi l'espressione ottenuta è semplicemente proporzionale 
a e?, in virtù della (80,4), essa dà immediatamente la correzione 
richiesta al potenziale termodinamico del plasma 


n 
Oi ie Sep | \ Pa Pa d*psdtpg (80,10) 


$ (pipa)?  (25)8 
(E. Wigner, PF. Seitz, “i 
Nel caso limite di degenerazione intensa del gas di elettroni 
(T&K h?n?!°/m) la distribuzione rp si riduce a una funzione «a gra- 


dini» (rn = 1 per p<pr, np = 0 per p = pp). ll calcolo dell’inte- 
grale conduce allora ‘al risultato 1) 


e3p e?m?p3 
Lscamb = —V ISLA a elri (80,11) 


Questa stessa grandezza, se si esprime in essa il potenziale chimico 
in funzione della densità del numero di elettroni nè = N+/V (secondo 
la (57,3)), dà la correzione all’energia libera 


4/3 
Fscamp= — Ne = eni!” (80,12) 


n 1/3 


1) L'integrale 
d$ pyd® pg 
I= i Î gere $ ) = DI 
(Pi — Pa)? Pi Pa PF 
si riduce con la sostituzione pi — ps = q, (p. + ps)/2= s all’integrale /= 
| q-2P9d8s esteso alla regione | 8 + q/2 | & pp. L’integrale | d?s (per q dato) 
è il volume compreso tra due sfere di raggio pp e con i centri a distanza 9 
| ae=<5 ha Gpe—M), h=pr—-4. 
3 2 
Integrardo poi in d°g sulla regione 0 < 9 < 2pr, otteniamo / = 4n?pf. 
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Nel caso limite inverso di un gas di Boltzmann (pe <0, [he | > 
> 7) il calcolo secondo la formula (80,10) dà!) : 


2m272 
Queam = — Vr ee? (80,13) 
oppure, esprimendo p. in funzione di n, secondo la (46,12), 
| sre2fi2n8 
Fscamb = Ver (80,14) 


Per 7 — pe la correzione di scambio è Fscamb — Ve?n*, mentre 
la correzione di correlazione, trovata al $ 78, è Fcor — Ven??TY?. 
e, in virti dell’ipotesi che il gas sia quasi-perfetto, si ha 


Fscamb T Ù 


cioè la correzione elettronica di scambio è principale. Tuttavia 
all'aumentare della temperatura Fscamb decresce più rapidamente 
che non Fcor (per T > he: Fscamb ST, e Foor © T-*). Pertanto 
esiste una regione in cui le due correzioni sono dello stesso ordine 
di grandezza. Ma in questa regione la degenerazione del plasma 
è già inessenziale e, di conseguenza, per la correzione di correlazione 
si possono già utilizzare le formule classiche (78,11-14) ®. 

Nei ragionamenti precedenti si è supposto che la componente 
ionica del plasma fosse non solo non degenere, ma anche quasi- 
perfetta, cioè che l'energia di interazione tra gli ioni fosse piccola 
rispetto alla loro energia termica: n!/5e? « 73. | 
Ma se la densità del plasma è non troppo grande 


me eè M 
a SU°< Ta 


(M è la massa dello ione), la temperatura 7 — n'/e? è superiore 
alla temperatura di degenerazione degli ioni 


2/3; 
T = ene PA (80,16) 


(80,15) 


3) In questo caso 


My Pp, == ©XP { 


e l'integrazione in d*sd*g va estesa a tutto lo spazio q e allo spazio 8. 

2) Il problema del calcolo della correzione di correlazione per un grado di 
degenerazione arbitrario degli elettroni presenta, ciò nondimeno, un interesse 
metodologico. Questo problema sarà studiato in un altro volume del presente 
Corso (volume LX). î 

3 In questa e nelle altre stime che seguono poniamo per semplicità 2 = 1 
(plasma d’idrogeno). 


2 __ pi + Pi }=ep{ le __45%4+9 } 
T 2mT T im 
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(dove 7 « e4M/h?). In queste condizioni la componente ionica 
forma un sistema non degenere ma essenzialmente non perfetto. 
All’energia minima di interazione tra gli ioni e tra gli elettroni 
corrisponde allora una disposizione ordinata dei nuclei, cioè i nuclei 
formano un reticolo cristallino (A. A. Abrikossov, 1960). Questo fa 
si che l’energia dell'interazione coulombiana immediata tra le 
diverse particelle non è più mutuamente compensata in modo comple- 
to. In ogni cella del reticolo il campo degli ioni è compensato dagli 
elettroni che in essa si trovano. Ma l'energia di interazione tra le 
particelle nell’ambito di una cella (le cui dimensioni sono -— n-!/3) 
è diversa da zero. Secondo una stima grossolana, questa energia 
è circa e°n!/8, e per tutto il reticolo (con il numero di celle N — Vn) 
la sua energia di legame è 


|Eret| > Nenni Venit, (80,17) 
Quanto all'ordine di grandezza, essa coincide con l’energia di scambio 


della componente elettronica degenere del plasma. Per un reticolo 
stabile l'energia di legame è, ovviamente, negativa !). 


1) Per il calcolo quantitativo dell'energia di legame di un reticolo vedi 
Ae A. Abrikossov, ZETF 39, 1797 (1960). i 


Capitolo VIII 


EQUILIBRIO DELLE FASI 


$ 81. Condizioni di equilibrio delle fasi 


Lo stato (di equilibrio) di un corpo omogeneo è caratterizzato 
da due grandezze termodinamiche qualsiasi, per esempio dal volu- 
me V e dall'energia £. Tuttavia non c’è nessun motivo di affermare 
che per ogni coppia di valori assegnati V e £ all’equilibrio termico 
corrisponderà esattamente lo stato omogeneo del corpo. Può risultare 
che per un volume e un'energia assegnati il corpo non è omogeneo 
all'equilibrio termico e si separa in due parti omogenee a contatto 
che si trovano in stati diversi. 

Tali stati della materia, che possono esistere contemporanea- 
mente in mutuo equilibrio ed essere a contatto, si chiamano fasi 
della materia. 

Scriviamo le condizioni di mutuo equilibrio di due fasi. Prima 
di tutto, cosî come per qualunque corpo in equilibrio, le temperature 
T, © Ta delle due fasi devono essere le stesse 


Ti, = Ta 


Inoltre, deve essere verificata la condizione di uguaglisnza delle 
pressioni delle due fasi 


P,= Pa 


poiché sulla superficie di contatto le forze con cui le fasi agiscono 
l'una sull’altra devono essere uguali e opposte. 

Infine, deve essere verificata la condizione di uguaglianza dei 
potenziali chimici delle due fasi 


Mi = Ha 


che, per due fasi, si ricava allo stesso modo in cui al $ 25 si sono 
ottenuti i potenziali chimici per due domini a contatto del corpo. 
Se i potenziali sono espressi in funzione della pressione e della tem- 
peratura, indicando con 7 e P le temperature e le pressioni uguali 
delle due fasi, otteniamo l’equazione 


Di (P, T) = ug (P, T), (81,1) 
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da cui la pressione e la temperatura delle fasi in equilibrio si possono 
esprimere come funzioni l’una dell’altra. Quindi, due fasi non si 
possono trovare in mutuo equilibrio a pressioni e temperature qualsia- 
si; l'assegnazione di una di queste grandezze determina completa- 
mente l’altra. 

Portando la pressione e la temperatura sugli assi coordinati, 
i punti in cui è possibile l'equilibrio delle fasi giacciono su una certa 
curva (curva di equilibrio delle fasi). I punti che si trovano all’ester- 
no di questa curva rappresenteranno allora stati omogenei del corpo. 
Al variare dello stato del corpo lun- 7 
go una linea che interseca la. curna 
di equilibrio si ha una separazione 
delle fasi (nel punto d'intersezione 
della curva) e il corpo passa poi ad | 
un'altra fase. Osserviamo che varian- I 
do lentamente lo stato del corpo 
quest’ultimo può talvolta restare omo- 
geneo anche nel caso in cui, all’equi- 
librio completo, dovrebbe iniziare la 
separazione delle fasi (tali sono, per 
esempio, un vapore surraffreddato e Vv 
un liquido surriscaldato). Tali stati Fig. 12 
sono tuttavia metastabili. 

Rappresentando l'equilibrio delle fasi con un diagramma in cui 
la temperatura e il volume (riferito a una certa quantità di materia) 
si portano sugli assi coordinati, gli stati contenenti contempora- 
neamente due fasi occuperanno un intero dominio del piano e non 
soltanto una curva; questa differenza dal diagramma P, 7 è dovuta 
al fatto che, contrariamente alla pressione,til volume V non è lo 
stesso nelle due fasi, e si ottiene come risultato il diagramma rap- 
presentato nella fig. 12. I punti dei domini / e Z/ situati da ambo 
le parti del dominio tratteggiato corrispondono alla prima e alla 
seconda fase omogenea. Il dominio tratteggiato rappresenta gli 
stati in cui le due fasi sono in mutuo equilibrio: in un punto a qualun- 
que si trovano in equilibrio le fasi / e Z/ i cui volumi specifici sono 
determinati dalle ascisse dei punti / e 2 che si trovano su una oriz- 
zontale passante per il punto a. Dalla conservazione della quantità 
di materia è facile concludere che le quantità delle fasi 7 e IZ sono 
allora inversamente proporzionali alle lunghezze dei segmenti «/ 
e a2 (la cosiddetta regola della leva). 

Analogamente alle condizioni di equilibrio di due fasi, l’equili- 
brio di tre fasi di una stessa materia è determinato dalle uguaglianze 

P,= P,= Pa, T,=T,=T Hi = Ba = bs (81,2) 
Indicando ancora con P e 7 i valori generali della pressione e della 
temperatura delle tre fasi, otteniamo le condizioni 

u, (P, T)= u,(P, T)= us (2, 7). (81,3) 


luo) 


II 
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Sono due equazioni a due incognite P e 7; esse hanno per soluzioni 
determinate coppie di valori di P e 7. Gli stati in cui esistono con- 
temporaneamente tre fasi (i cosiddetti punti tripli) saranno rap- 
presentati nel diagramma P, 7 da punti che sono i punti di inter- 
sezione delle curve di equilibrio a due a due (fig. 13; i domini /, 
II, III sono domini di tre fasi omogenee). L'equilibrio di più di tre 
fasi di una stessa materia è, evidentemente, impossibile. 

Nel diagramma 7, V l’intorno di un punto triplo ha la forma 
rappresentata nella fig. 14, dove i domini tratteggiati sono domini 


P triplo: 


Ttriplo T 
Fig. 13 Fig. 14 


di equilibrio delle fasi a due a due; i volumi specifici delle tre fasi 
che sono in equilibrio nel punto triplo (a temperatura Ttr) sono 
determinati dalle ascisse dei punti Z, 2, 3. 

La transizione da una fase nell'altra è accompagnata da emana- 
zione o assorbimento di una certa quantità di calore (calore della 
transizione). In accordo con le condizioni di equilibrio, una tale 
transizione avviene a pressione e temperatura costanti. Ma in un 
processo che avviene a pressione costante la quantità di calore as- 
sorbita dal corpo è pari alla variazione della sua funzione termica. 
Pertanto il calore della transizione riferito a una molecola è 


queWazU, (81,4) 


dove w, e w, sono funzioni termiche delle due fasi, riferite a una 
molecola. La grandezza g è positiva se nella transizione dalla prima 
fase alla seconda il calore si assorbe, e negativa se il calore si emana. 

Poiché u (per i corpi composti di una stessa sostanza) è il poten- 
ziale termodinamico per una molecola, si può scrivere: up = e — 
— Ts + Pu(8, s, v sono, rispettivamente, l’energia, l'entropia e il 
volume molecolari). Pertanto la condizione bu, = ®, dà 


(8, — &)- T(ss-s)+Pv-t)= (WWW) - 
— T(ss-s)=0, 
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dove 7 e P sono la temperatura e la pressione delle due fasi, da cui 


q=T(s,— s). (81,5) 
Osserviamo che questa formula segue immediatamente dal fatto 
che qg = | 7 dse la temperatura è costante (questa formula è qui 


° 


applicabile, poiché la transizione è reversibile: le due fasi nella 
transizione restano in mutuo equilibrio). 

Supponiamo che le curve della fig. 15 rappresentino i potenziali 
chimici di due fasi come funzioni della temperatura (per una data 
pressione). Il ‘punto d’intersezione delle © Mm 
due curve determina la temperatura 7, 
per cui (a una data pressione) le due fasi 
si possono trovare in mutuo equilibrio. Per 
tutte le altre temperature può esistere o una 1 
o l’altra fase. È facile vedere che a tem- ì Lal, 


perature minori di 7, esiste, cioè è stabi- Hi 
le, la prima fase, e a temperature maggiori t_—— 
di 7, la seconda. Questo segue dal fatto 0 di 
che è stabile lo stato in cui p è minore Fig. 15 


(poiché il potenziale termodinamico tende a 

un minimo per P e 7 date). D'altra parte, nel punto d'intersezione 
delle due curve il valore della derivata du,/07 è maggiore di dpy/07, 
cioè l'entropia della prima fase sj = —du,/07 è minore dell’entropia 
della seconda, s, = —0uy/0T. Pertanto il calore della transizione, 
q= T(s, — s;), è positivo. Quindi, possiamo concludere che se 
all'aumentare della temperatura il corpo passa da una fase in un’altra 
vi è assorbimento di calore. Questo risultato si potrebbe ottenere 
anche dal principio di Le Chatelier. 


PROBLEMI 


4. Determinare la pressione in dipendenza dalla temperatura di un vapore 
saturo posto al di sopra di un solido (il vapore va considerato come un gas per- 
fetto; sia il gas che il solido posseggono i calori specifici costanti). | 

Soluzione. Il potenziale chimico del vapore è dato dalla formula (43,3), 
quello del solido dalla formula (65,6) (poiché la persia del vapore saturo è 
relativamente piccola, si può trascurare per il solido la grandezza PV e ritenere 
@ pari a F). Uguagliando le due espressioni, troviamo 


- -_ T 
P = costante-7p2 001 209)! a 


dove l’indice 1 si riferisce al solido e 2 al vapore. 

Nella stessa approssimazione, si può ritenere la funzione termica del solido 
uguale alla sua energia; il calore di transizione (calore di sublimazione) q = 
== Da — U 


q= (cpa—c1) T+ (e09— 201). 
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In particolare, il calore di transizione per 7 = 0 è do = €es — 801» COSICChE 
si può scrivere P = costante - Tp2°1)e-90/7, : 

2. Determinare la velocità di evaporazione, nel vuoto, di un corpo con- 
densato. 

Soluzione. La velocità di evaporazione nel vuoto è determinata dal numero 
di particelle abbandonanti, nell'unità di tempo, l’unità di superficie del corpo. 
Consideriamo un corpo che si trova in equilibrio con il suo vapore saturo. In 
UNO caso il numero di particelle abbandonanti la superficie del corpo è pari 
al numero di particelle incidenti durante lo stesso intervallo di tempo su questa 
superficie ed « attaccantisi » ad essa, cioè è 


Po 


V 2nmT 


dove P, = Pe (7) è la pressione del vapore saturo, ed R un certo coefficiente 
di riflessione medio delle particelle del gas che entrano in collisione con la 
superficie del corpo (vedi la (39,2)). Se P., non è troppo grande, il numero di 
particelle abbandonanti la superficie del corpo non dipende dalla presenza 
o meno del vapore nello spazio circostante, cosicché l’espressione trovata deter- 
mina la velocità richiesta di evaporazione nel vuoto. 


(1 R), 


$ 82. Formula di Clapeyron — Clausius 


Deriviamo- rispetto alla temperatura i due membri della con- 
dizione di equilibrio 


pi (P, T) = pa (P, T). 


È da ricordare, ovviamente, che la pressione P non è una variabile 
indipendente, ma una funzione della temperatura determinata da 
questa stessa equazione. Pertanto scriviamo 


A n CRT AMOR 4 E LA 
at + aP dr — dr * dP dr” 


e poiché (0u/0T)p = —s, (0U/0P)r = v (vedi la (24,12)), otteniamo 
db Fia (82,1) 


dT Vi—-V2 ? 
dove sj), Vv; € S,,,v, sono le entropie e i volumi molecolari delle due 
fasi. 

In questa formula conviene esprimere la differenza s, — s, in 
funzione del calore di transizione da una fase all’altra. Sostituendo 
q= T (s, — s,}, troviamo la formula di Clapeyron — Clausius 

dP __ q 

dr =T(v—-vi)' (82,2) 
Essa determina la variazione della pressione delle fasi in equilibrio 
al variare della temperatura o, in altre parole, la variazione della 
pressione con la temperatura lungo la curva di equilibrio delle fasi. 
La stessa formula scritta così 

° dT _T(v—v) 
dP_ q È 
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determina la variazione della temperatura di transizione tra le due 
fasi (per esempio, del punto di congelamento o del punto di ebol- 
lizione) al variare della pressione. Poiché il volume molecolare del 
gas è sempre maggiore del volume del liquido e poiché quando il 
liquido si trasforma in vapore il calore è assorbito, la temperatura 
di ebollizione, all'aumentare della pressione, aumenta sempre 
(4AT/dP > 0). Il punto di congelamento, invece, si innalza o si 
abbassa, all'aumentare della pressione, a seconda che aumenti 
o diminuisca il volume del corpo in fusione!). 

Tutte queste conseguenze della formula (82,2) sono in pieno 
accordo con il principio di Le Chatelier. Consideriamo, per esempio, 
un liquido in equilibrio con il suo vapore saturo. All’aumentare 
della pressione la temperatura di ebollizione deve aumentare e, di 
conseguenza, una parte del vapore si trasformerà in liquido, il che 
implicherà a sua volta una diminuzione della pressione, cioè il 
sistema sembra opporsi all’azione tendente a rompere l'equilibrio. 

Consideriamo il caso particolare della formula (82,2), in cui si 
tratta dell'equilibrio del solido o liquido con il suo vapore. La formu- 
la (82,2) determina la variazione della pressione del vapore saturo 
in funzione della temperatura. ; 

Il volume del gas è in generale notevolmente maggiore di quello 
di un corpo condensato contenente lo stesso numero di particelle. 
Pertanto possiamo trascurare nella (82,2) il volume v, rispetto al 
volume v, (assumiamo il gas come la seconda fase), cioè possiamo 
ritenere che dP/dT = q/Tv,. Considerando il vapore come un gas 
perfetto, esprimiamone il volume in funzione della pressione e della 
temperatura secondo la formula v, = 7/P; otteniamo allora dP/dT = 
= qP/T?, ossia 

= (82,3) 

È da notare che negli intervalli di temperatura nei quali il calore 
di transizione si può assumere costante, la pressione del vapore 
saturo varia con la temperatura secondo la legge esponenziale 
exp (9/7). 


PROBLEMI 


1. Determinare il calore specifico del vapore lungo la curva di equilibrio 
del liquido e del suo vapore saturo (cioè il calore specifico per un processo in 
cui il liquido si trova sempre in equilibrio con il suo vapore saturo). Conside- 
riamo il vapore come un gas perfetto. 

Soluzione. Il calore specifico richiesto & è 

ds 
a=T 7» 
|) Fa eccezione un isotopo liquido di elio He, per il quale il calore di fusio- 
ne in un certo intervallo-di temperature è negativo. 
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dove ds/dT è la derivata lungo la curva di equilibrio, cioè 
ds ds ds dP dv dP 
ar ni | oT )p +7 | 6P ), ar = P_I (3), dl * 
Sostituendo a dP/d7 l’espressione (82,3) e v = 7/P, troviamo 
q 
h=cp_—T 


Alle basse temperature & è negativo, cioè se si prende il calore in modo tale che 
il vapore sia sempre in equilibrio con il liquido, la sua temperatura può aumen- 


tare. 
2. Determinare la variazione di volume di un vapore, in funzione della 


temperatura, in un processo in cui il vapore si trova sempre in equilibrio con 
il liquido (cioè lungo la curva di equilibrio del liquido e del suo vapore). 
Soluzione. Occorre calcolare la derivata dv/27 lungo la curva di equilibrio 


dv _{ dv Ca ( dv | dP 
a=(r)t(#)rar- 
Sostituendovi la (82,3) e v= 7/P per il volume, troviamo 


4 (4). 


Alle basse temperature dv/d7 < 0, cioè nel processo in questione, il volume del 
vapore diminuisce all'aumentare della temperatura. 


$ 83. Punto critico 


La curva di equilibrio di fase (nel piano P, 7) può arrestarsi 
in un certo punto (fig. 16); un tale punto si chiama punto critico, 
la temperatura e la pressione corrispondenti sono dette temperatura 
critica e pressione critica. A temperature maggiori di 7, e a pressioni 


Fig. 16 Fig. 17 


maggiori di P., non esistono fasi diverse e il corpo è sempre omoge- 
neo. Si può dire che nel punto critico la differenza tra le due fasi 
scompare. Il concetto di punto critico è stato introdotto originaria- 
mente da D. /Z. Mendeleev (1860). 

In presenza di un punto critico il diagramma di equilibrio nelle 
coordinate 7, V ha la forma data nella fig. 17. All’avvicinarsi della 
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temperatura al suo valore critico, i volumi specifici delle fasi in 
mutuo equilibrio si avvicinano sino a coincidere nel punto critico 
(K nella fig. 17). Il diagramma, nelle coordinate P, V, ha una forma 
analoga. 

Se si ha un punto critico, tra due stati qualsiasi della materia 
può esservi una transizione continua in cui non avviene mai la 
separazione in due fasi: perché ciò accadesse occorrerebbe cambiare 
lo stato lungo una qualunque curva contornante il punto critico 
e non intersecante in nessun punto la curva di equilibrio. In questo 
senso la presenza di un punto critico rende convenzionale il concetto 
stesso di fasi diverse, ed è impossibile, in tutti i casi, indicare quali 
stati siano relativi a una fase e quali all’altra. A essere rigorosi, 
si può parlare di due fasi solo nel caso in cui esistono tutte e due 
«contemporaneamente e sono a contatto, cioè in punti appartenenti 
alla curva di equilibrio. 

È evidente che il punto critico può esistere solo per fasi che dif- 
feriscono quantitativamente. Tali sono, ad esempio, un liquido 
e un gas che differiscono solo per una maggiore o minore interazione 
tra le molecole. 

Viceversa, fasi come un liquido e un solido (cristallo) o le diverse 
modificazioni cristalline della materia sono qualitativamente distinte 
poiché la loro simmetria interna è diversa. È chiaro che di ogni 
proprietà (o elemento) di simmetria si può dire che o esiste o non 
esiste; essa può comparire o scomparire solo bruscamente, e non 
gradualmente. In ogni stato il corpo gode o di una o dell’altra sim- 
metria, e quindi si può sempre indicare una delle due fasi alla quale 
si riferisce. Pertanto il punto critico non può esistere per tali fasi, 
e la curva di equilibrio deve o andare all’infinito o arrestarsi interse- 
candosi con le curve di equilibrio delle altre fasi. 

Un punto di transizione di fase ordinario non presenta matemati- 
camente singolarità per le grandezze termodinamiche della materia. 
Infatti, ciascuna delle fasi può esistere (non fosse altro che in uno 
stato metastabile) anche dall’altro lato del purto di transizione; 
le disuguaglianze termodinamiche in questo punto sono ancora 
valide. I potenziali chimici delle due fasi nel punto di transizione 
sono gli stessi pu, (P, 7) = us (P, 7); per ciascuna delle funzioni 
ui (P, 7) e pu. (P, 7) questo punto non dà niente di particolare !). 


1) È da notare tuttavia una certa convenzionalità in uuoste affermazioni 
dovuta a una indeterminazione del concetto di u (P, 7) nella regione metasta- 
bile. Uno stato metastabile rappresenta un equilibrio incompleto che gode di 
un determinato tempo di rilassamento: nel caso in esame, rispetto al processo di 
formazione di germi di una nuova fase (vedi $ 162). Pertanto le funzioni termo- 
dinamiche in un tale stato si possono definire senza tener conto di questi pro- 
cessi e non si possono considerare come ‘un prolungamento analitico delle Iun- 
zioni dalla regione di stabilità corrispondente agli stati di equilibrio completo 
della materia. 
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Rappresentiamo nel piano P, V una certa isoterma del liquido 

e del gas, cioè la curva di ? in funzione di V durante la dilatazione 
isotermica di un corpo omogeneo (abc e def nella fig. 18). Secondo 
la disuguaglianza termodinamica (0P/0V)z < 0, P è una funzione 
decrescente di V. Una tale inclinazione delle isoterme si deve conser- 
vare anche oltre i punti d’intersezione con la curva di equilibrio del 
liquido e del gas (i punti è ed e); le porzioni bc ed ed delle isoterme 
corrispondono a un liquido 

P surriscaldato e ad un vapore 
surgelato metastabili in cui 
le disuguaglianze termodina- 
miche si verificano come pri- 
ma (per quanto riguarda la 
variazione isotermica di equi- 
liquide 1 librio dello stato tra i punti d 
ed e, ad essa corrisponde evi- 
dentemente il segmento oriz- 
zontale be sul quale avviene la 
separazione in due fasi). Te- 
nendo conto del fatto che i 
punti d ed e hanno la stessa 
ordinata P, è chiaro che le 
due parti dell’isoterma non 
possono trasformarsi l’una nell’altra in modo continuo e tra di 
esse deve esistere una discontinuità. Le isoterme si arrestano nei 


n 


punti (c e d) in cui è violata la disuguaglianza termodinamica, cioè 


Fig. 18 


oP 
()=0 8) 
Costruendo il luogo geometrico dei punti finali delle isoterme del 
liquido e del gas, otteniamo la curva AKZ sulla quale le disuguaglian- 
ze termodinamiche (per un corpo omogeneo) non si verificano; 
essa delimita una regione in cui il corpo non può esistere come omo- 
geneo a nessuna condizione. Le regioni comprese tra questa curva 
e la curva di equilibrio delle fasi corrispondono a un liquido sur- 
riscaldato e ad un vapore surgelato 1). È evidente che le due curve 
devono essere a contatto nel punto critico. Tra i punti appartenenti 
alla curva AK5, corrisponde agli stati esistenti realmente del corpo 


1) La porzione dell’isoterma corrispondente al liquido surriscaldato (dc 
nella fig. 18) si può trovare in parte sotto l’asse delle ascisse. In altre parole, 
un liquido surriscaldato può avere una pressione negativa; un tale liquido agisce 
sulla superficie che lo delimita con forza diretta all’interno del volume del 
liquido. Quindi, la pressione non è una grandezza necessariamente positiva, 
e in natura possono esistere anche (pur essendo solo metastabili) degli stati del 
corpo con valori negativi della pressione (di cui si è parlato già al $ 12). 
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omogeneo il solo punto critico X, l’unico punto in cui la curva è 
a contatto con la regione degli stati omogenei stabili. 

Conviene ricordare che la condizione (83,1) può essere ottenuta 
nel punto critico partendo dalle semplici considerazioni seguenti. 
Nell’intorno del punto critico, i volumi specifici del liquido e del 
vapore sono vicini l’uno all’altro. Indicando questi volumi con V 
e V + 87, scriviamo la condizione di uguaglianza delle pressioni 
delle due fasi nella forma 


P(V,T)=P(V+8$V, 7). (83,2) 


Sviluppando il secondo membro dell’uguaglianza in serie di potenze 
di SV e dividendo per una grandezza piccola ma finita $V, troviamo 


($)+-P (BR) a 


Si vede di qui che al tendere di $èV a zero, cioè nel punto critico, 
(0P/8V), si deve annullare in ogni caso. 

Contrariamente ai punti ordinari dell'equilibrio delle fasi, il 
punto critico è un punto singolare per le funzioni termodinamiche 
della materia (lo stesso si può dire per tutta la curva AKB che 
delimita la regione di esistenza degli stati omogenei del corpo). 
Il carattere di questa singolarità e il comportamento della materia 
nell’intorno di un punto critico saranno studiati al $ 153. 


$ 84. Legge degli stati corrispondenti 
L’equazione di interpolazione di Van der Waals 


NT Na 
P=T_N VI (84,1) 


è in accordo qualitativo con le proprietà di transizione tra il liquido 
e il vapore descritte sopra. 

Le isoterme determinate da questa equazione sono rappresentate 
nella fig. 19. Le curve passanti sopra il punto critico XK rappresenta- 
no le funzioni monotone decrescenti P (V) per 7 > Ter. L'isoterma 
passante per il punto critico ha in esso un flesso. A temperature 
T< Tcrogni isoterma ha un minimo e un massimo tra cui è compre- 
so l’intervallo contenente (0P/0V), > 0; questi intervalli (tratteg- 
giati nella fig. 19) non corrispondono a nessuno stato omogeneo della 
materia esistente realmente in natura. | 

Come è stato già esplicitato al paragrafo precedente, alla transi- 
zione di equilibrio liquido-gas corrisponde un segmento di retta 
orizzontale intersecante l’isoterma. Il livello su cui si deve tracciare 
questo segmento è determinato dalla condizione di equilibrio di 


19— 2641 
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fase p, = p, che scriviamo nella forma 
2 
| du=0, 
1 


dove l’integrale è esteso al cammino della transizione dallo stato 
di una fase allo stato dell'altra. Integrando lungo le isoterme, ab- 


biamo 
du = vdP, 
cosicché 


2 
| Vap=o0. (84,2) 
1 


Dal punto di vista geometrico, questa condizione significa l’ugua- 
glianza delle aree tratteggiate nella fig. 19 per una delle isoterme 
(regola di Maxwell). 

La temperatura, il volume e la pressione critici si possono espri- 
mere in funzione dei parametri a e b che figurano nell’equazione 
di Van der Waals. A tale scopo 
deriviamo l’espressione (84,1) e 
scriviamo le equazioni 

OP 0*P 

(#)=0 (377),=0 
che determinano il punto di 
flesso sull’isoterma. Insieme 
all’equazione (84,1) esse danno 

a 


Ter= si DST b ’ 
Ver=3Nb, Po==- x w: 
(84,3) 


Introduciamo ora la tempera- 
tura, la pressione e il volume ri- 
dotti secondo la definizione 


Vi p' P 


Fig. 19 V=—— y (84,4) 


L'equazione di Van der Waals espressa in funzione di lu grandez- 
ze assume la forma 
(P’ sa Fx) (BV —1)=87" (84,5) 
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In questa equazione figurano soltanto V”, P' e 7” e non entrano altre 
grandezze che caratterizzino la materia in questione. Pertanto la 
(84,5) è l'equazione di stato di tutti i corpi cui in generale è applica- 
bile l'equazione di Van der Waals. Gli stati in cui due corpi hanno 
gli stessi 7”, P' e V’ si chiamano stati corrispondenti (sono evidente- 
mente corrispondenti gli stati critici di tutti i corpi). Dalla (84,5) 
segue che se due corpi hanno due delle tre grandezze 7”, P', V” 
uguali, allora hanno uguale anche la terza di queste grandezze, vale 
a dire che essi si trovano in stati corrispondenti (legge degli stati 
corrispondenti). 

Le isoterme «ridotte» P' — P'(V’) definite dall’equazione 
(84,5) sono le stesse per tutte le sostanze. Quindi, sono le stesse 
anche le posizioni dei segmenti di retta che determinano i punti 
di transizione del liquido in gas. Pertanto si può concludere che alle 
stesse temperature ridotte tutte le sostanze devono avere: 1) la 
stessa pressione ridotta del vapore saturo, 2) lo stesso volume speci- 
fico ridotto del vapore saturo, 3) lo stesso volume specifico ridotto 
del liquido che si trova in equilibrio con il vapore saturo. 

La legge degli stati corrispondenti può essere applicata anche 
al calore di transizione dallo stato liquido in quello gassoso. In 
questo caso deve fungere da « calore di evaporazione ridotto » una 
quantità adimensionale, cioè g/Ter. Quindi, si può scrivere!) 


Ta! (77) (84,0) 


In conclusione osserviamo che la legge degli stati corrispondenti 
non è specifica per l'equazione di Van der Waals. I parametri che 
caratterizzano un corpo scompaiono passando alle grandezze ridotte 
da qualsiasi equazione di stato contenente in tutto due parametri. 
La legge degli stati corrispondenti, intesa come un’asserzione generale 
non legata propriamente a questa o a quell’altra forma dell'equazione 
di stato, è di per sé un po’ più esatta dell'equazione di Van der Waals. 
Ciò nonostante la sua applicazione è in generale assai limitata. 


1) A temperature nettamente minori della temperatura critica il rapporto 
ql Ter è pressappoco uguale a dieci (g è îl calore molecolare di evaporazione). 
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SOLUZIONI 


$ 85. Sistemi composti di particelle diverse 


Finora ci siamo limitati all'esame dei corpi composti di particelle 
identiche. Passiamo ora allo studio di sistemi composti di particelle 
diverse. Ne fanno parte miscele di vario genere contenenti pit 
sostanze; se una delle sostanze prevale sulle altre, una tale miscela . 
si chiama soluzione delle altre sostanze in quella dominante (solvente) 

Si suole chiamare numero di componenti indipendenti del sistema 
il numero di sostanze le cui quantità in equilibrio completo si posso- 
no prefissare arbitrariamente. Tutte le grandezze termodinamiche 
di un sistema all’equilibrio completo sono interamente determinate, 
per esempio, dai valori della temperatura, della pressione e dai 
numeri di particelle delle componenti indipendenti. Il numero di 
componenti indipendenti può non coincidere con il numero totale 
delle diverse sostanze del sistema se tra queste sostanze può avvenire 
una reazione chimica; se un tale sistema si trova in equilibrio in- 
completo, per determinarne le grandezze termodinamiche è. neces- 
sario, in generale, che siano assegnate le quantità di tutte le sostanze 
‘componenti. 

È facile generalizzare i risultati ottenuti al $ 24 ai corpi composti 
di diverse sostanze. Prima di tutto, tutte le grandezze termodina- 
miche devono essere funzioni omogenee del primo ordine rispetto 
a tutte le variabili additive, cioè ai numeri di diverse particelle 
e al volume. 

Inoltre, al posto di un solo potenziale chimico come derivata di 
qualche potenziale termodinamico rispetto al numero di particelle 
($ 24), compaiono i potenziali chimici u; di ciascuna delle componenti 
della miscela: derivate dei potenziali termodinamici rispetto al 
numero N; di particelle di queste componenti. Corrispondentemente 
occorre scrivere nelle formule (24,5), (24,7-9) in luogo del termine 


u dN la somma Dj pi dNi. 
Quindi, l’espressione del differenziale d® si scrive ora nella forma 


d®= —SdT +VdP+Yu;dN,, 
i 
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e il potenziale chimico diventa 
d® | 
Pi = [avr)aa (35,1) 


I potenziali chimici sono allora espressi come funzioni della pres- 
sione, temperatura e concentrazioni, cioè dei rapporti tra i numeri 
di particelle di diverse sostanze. Queste grandezze possono figurare 
in p; solo in forma di rapporti, e poiché © è una funzione omogeriea 
del primo ordine di N; i potenziali chimici devono essere funzioni 
omogenee d'ordine zero rispetto a queste variabili. 

Dal fatto che ©® è una funzione omogenea del primo ordine in N; 
segue che, secondo il teorema pe gg 


D= 3 Ni-37- =3 uN, (85,2) 


il che è una uptiinnini della dns ® = Nu. 
Il potenziale £ sarà allora 


Q=F-D uiNi 


e di qui ritroviamo la formula £2 = —PV. Questa ultima non è ap- 
plicabile solo ai corpi che si trovano in un campo esterno e che hanno 
una diversa pressione nelle loro diverse parti. 

Si generalizzano immediatamente anche i risultati del $ 25: 
le condizioni di equilibrio del sistema in un campo esterno richiedono 
che, accanto alla temperatura, siano costanti lungo il sistema anche 
f potenziali chimici di ciascuna componente: 


U; = costante. (85,3) 


Infine, la distribuzione di Gibbs per sistemi composti di particelle 
diverse assume la forma 


| Q+VuN:E, 
WnNiNa ... = ©Xp { SEZ MM Enna... } ’ (85,4) 


il che è una generalizzazione naturale della formula (35,2). 


$ 86. Regola delle fasi 


Consideriamo ora un sistema composto di più sostanze diverse 
e che rappresenta un insieme di più (r) fasi a contatto reciproco 
(ciascuna fase contiene, in generale, tutte le sostanze). 

Sia n il numero di componenti indipendenti del sistema. Allora 
ciascuna fase è caratterizzata dalla pressione, dalla temperatura e da 
n potenziali chimici. Sappiamo già, dal $ 84, che la condizione di 
equilibrio delle fasi composte di particelle identiche è che siano 
uguali le temperature, le pressioni e i potenziali chimici. E evidente 
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che nel caso generale di pit componenti la condizione di equilibrio 
delle fasi sarà l'uguaglianza delle loro temperature, pressioni e di 
ciascuno-dei potenziali chimici. Siano P e 7 la pressione e la tempe- 
ratura in tutte le fasi; per poter distinguere i potenziali chimici che 
si riferiscono alle diverse fasi e componenti, scriveremo in essi due 
indici di cui il superiore (in cifre romane) indicherà la fase e l’infe- 
riore (in cifre arabe) la componente. Allora la condizione di equilibrio 
delle fasi si può scrivere come segue: 


pi=pI=...=4îf, 
pi=b=...=h; (36,1) 


Ciascuno di questi potenziali è una funzione di n + 1 variabili 
indipendenti: di P, 7 e di n — 1 concentrazioni di diverse componen- 
ti in una data fase (in ogni fase vi sono n numeri indipendenti di 
particelle di vario genere tra cui possono essere n — 1 relazioni 
indipendenti). | 

Le condizioni (86,1) rappresentano un sistema di n (r — 1) 
equazioni. Il numero di incognite in queste equazioni è pari a 2 + 
+ r (n — 1). Perché queste equazioni abbiano soluzioni, è neces- 
sario che il loro numero sia in ogni caso non maggiore del numero 
di incognite, cioè r(r — 1) &<2+r(n— 1), da cui 


r<n+2. (86,2) 


In altre parole, in un sistema costituito di n componenti indipen- 
denti possono trovarsi contemporaneamente in equilibrio non più 
di n + 2 fasi. Questa è la cosiddetta regola delle fasi di Gibbs. Un 
caso particolare di questa regola l'abbiamo trovato al $ 81: nel caso 
di una componente il numero di fasi che possono esistere contempo- 
raneamente in contatto reciproco non può essere più di tre. 

Se il numero r di fasi coesistenti è minore di n + 2, nelle equa- 
zioni (86,1) le n + 2 — r variabili possono evidentemente assumere 
dei valori arbitrari. In altre parole, si possono variare arbitraria- 
mente n 4+ 2 —— r variabili qualsiasi senza rompere l'equilibrio; 
è ovvio che in questo caso le altre variabili variano in un modo del 
tutto determinato. Il numero di variabili che possono essere arbitra- 
riamente variate senza rompere l'equilibrio si chiama numero di 
gradi di libertà termodinamici del sistema. Indicandolo con f, si può 
scrivere la regola delle fasi nella forma 


f=n+2-r, (86,3) 


dove f non può, ovviamente, essere minore di zero. Se il numero di 
fasi è pari al suo massimo possibile n + 2, allora f = 0, cioè nelle 
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equazioni (86,1) tutte le variabili sono determinate e nessuna di esse 
può essere variata senza rompere l'equilibrio e senza far scomparire 
una delle fasi. 


$ 87. Soluzioni deboli 


Passiamo ora ($$ 87-91) allo studio delle proprietà termodinamiche 
delle soluzioni deboli, cioè soluzioni in cui il numero di molecole 
dei soluti è notevolmente inferiore al numero di molecole del sol- 
vente. Consideriamo prima il caso di una soluzione contenente un 
soluto; si potrà in seguito generalizzare immediatamente a una solu- 
zione di più sostanze. 

Sia N il numero di molecole del solvente nella soluzione, e sia n 
il numero di molecole della sostanza da dissolvere. Chiameremo 
concentrazione della soluzione il rapporto n/N = c; per ipotesi, c « 1. 

Cercheremo ora l’espressione del potenziale termodinamico della 
soluzione. Sia D, (7, P, N)il potenziale termodinamico del solvente 
puro (in cui niente è dissolto). Secondo la formula @ = Nu (valida 
per le sostanze pure), si può- scrivere questo potenziale nella forma 
Do = Nuo (P, 7), dove uo (P, 7) è il potenziale chimico del sol- 
vente puro. Indichiamo con a = a (P, 7, N) la piccola variazione 
del potenziale termodinamico che si ‘verificherebbe se avessimo 
introdotto nel solvente una molecola del soluto. Poiché la soluzione 
è supposta debole, le molecole delle sostanze dissolte si trovano 
a distanza relativamente grande l'una dall'altra e, di conseguenza, 
l'interazione tra di esse è debole. Trascurando questa interazione, 
si può affermare che la variazione del potenziale termodinamico 
causata dall’introduzione nel solvente di n molecole del soluto è pari 
a na. Tuttavia nell’espressione D, + na così ottenuta non si è 
ancora tenuto conto dell'identità di tutte le molecole del soluto. 
Questa è l’espressione che si sarebbe ottenuta secondo la formula 
(31,5) se nel calcolo dell’integrale statistico tutte le particelle del 
soluto fossero state considerate distinte. Come è noto (cfr. la (31,7), 
l'integrale statistico cosi ottenuto si deve in realtà dividere ancora 
per nl). Re; 

Questo conduce alla comparsa nell’energia libera e, quindi, nel 
potenziale ® del termine supplementare 7 ln n! Quindi, 


D = Nuo(P, T)+na(P,T,N+Tlnnl. 


Inoltre, poiché n è di per sé un numero molto grande, anche se 
piccolo rispetto a N, si può sostituire nell'ultimo termine In nl = 
= nln (n/e). Allora 


D= Nu tn (a+7 In =) = Nw+nT ln (Teor). 


1) Trascuriamo qui gli effetti quantistici, il che è sempre legittimo per 
una soluzione debole e anche per un gas sufficientemente rarefatto. 
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Teniamo ora presente che ® deve essere una funzione omogenea 
del primo ordine rispetto a n e N. È evidente che a tale scopo la 
funzione exp (2/7) che figura nel logaritmo deve avere la forma 
f(P, T)IN. Quindi, 


®= Nu +nT In (Gf, r)]. 


Introducendo la nuova funzione di P e 7, p(P, 7)= 7 Inf (P, 7), 
troviamo finalmente il potenziale termodinamico della soluzione 


(87,1) 


. L'ipotesi fatta all’inizio del presente paragrafo sull'aggiunta 
di un termine della forma na al potenziale del solvente puro non 
è infatti altro che lo sviluppo in serie di potenze di nr conservando 
solo i primi termini. Il termine d’ordine successivo in n è propor- 
zionale a n° e, tenendo conto dell’omogeneità rispetto alle variabili 
n ed N, deve avere la forma n° (P, 7)/2N, dove fì è una funzione 
solo di P e 7. Quindi, il potenziale termodinamico di una soluzione 
debole ha la forma, a meno dei termini del secondo ordine, 


®= Npo(P, D)+rnTln E +rp(P, D+ B (PT). (87,2) 


La generalizzazione di questa espressione al caso di una solu- 
zione di più sostanze è evidente 


D= Nbo+ Pasi In + 2 mup+ di 37 se Bin, (87,3) 
ih 


dove n; sono i numeri di molecole » diversi soluti. 
Dalla (87,1) si possono facilmente ricavare i potenziali chimici 
del solvente (u) e del soluto (pu') nella soluzione 


0 
p= 7 =b-TF=Wb—Tc, (87,4) 


p= = TInT+y=Tlnc+y. (87,5) 


$ 88. Pressione osmotica 


In questo e nei paragrafi seguenti studieremo alcune proprietà 
delle soluzioni, assumendo, come prima, debole la soluzione, e per- 
tanto utilizzeremo le formule del paragrafo precedente. 

Supponiamo che due soluzioni di una stessa sostanza in uno stesso 
solvente, ma aventi delle concentrazioni diverse c, e c,, siano sepa- 
rate da una parete attraverso la quale possono penetrare le molecole 
del solvente ma non del soluto (parete semipermeabile). In questo 
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caso, la pressione dalle due parti della parete non sarà la stessa 
(le considerazioni fatte al $ 12 sull’uguaglianza delle pressioni sono 
qui inapplicabili grazie alla presenza della parete semipermeabile). 
La differenza tra queste pressioni si chiama pressione osmotica. 

La condizione di equilibrio tra le due soluzioni (non considerando 
l'uguaglianza delle loro temperature) sarà l'uguaglianza dei poten- 
ziali chimici del solvente. I potenziali chimici del soluto non devono 
in questo caso essere gli stessi, poiché, data la parete semipermeabi- 
le, si ha un equilibrio solo nei confronti del solvente. 

Indicando con P, e P, le pressioni nelle due soluzioni ed utiliz- 
zando l’espressione (87,4), otteniamo la condizione di equilibrio 
nella forma 


Mo (Pi, T)—-cT= m(P., T) — cr. (88,1) 


La differenza tra le pressioni, P, — P; = AP (cioè la pressione 
osmotica), è relativamente piccola per le soluzioni deboli. Pertanto 
si può sviluppare w (P.,, 7) in serie di potenze di AP e lasciarvi 
solo i primi due termini 


ho (P., T)=po(P,, T’+AP-T2, 
Sostituendo questa espressione nella (88,1), troviamo 


AP_M = (c0—c)T. 


Ma la derivata du,/0P è il volume molecolare v del solvente puro. 
Quindi, 
AP=(c°—c)®. (88,2) 


In particolare, se da una parte della parete si trova il solvente 
puro (c, = 0, c, = c), la pressione osmotica è 


T T 
AP-T=, (88,3) 


dove n è il numero di molecole del soluto nel volume V del solvente 
(essendo debole la soluzione, V è pari, con buona approssimazione 
al volume totale del solvente). La formula (88,3) si chiama formia 
di Van't Hoff. È da sottolineare che essa è applicabile alle soluzioni 
deboli a prescindere del tipo di sostanza (sia del solvente che del 
soluto) e che assomiglia all’equazione di stato di un gas perfetto. 
Al posto della pressione del gas, qui figura la pressione osmotica; 
al posto del volume del gas, il volume del solvente, e al posto della 
quantità di particelle nei gas, la quantità di molecole del soluto. 
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$ 89. Contatto tra le fasi del solvente 


Consideriamo l’equilibrio di due fasi del solvente a contatto, 
in ciascuna delle fasi è diluita una certa quantità di una stessa 
sostanza. Le condizioni di equilibrio (oltre all'uguaglianza delle 
pressioni e delle temperature) sono le uguaglianze dei potenziali 
chimici del solvente e del soluto nelle due fasi. Utilizziamo qui la 
prima di queste condizioni e scriviamola nella forma 


pi (P, T)7-caT=pP(P, T)—cuT, (89,1) 


dove cr e cm sono le concentrazioni, e ul e pH i potenziali chimici 
delle due fasi del solvente puro. 

Occorre notare che il sistema che ora stiamo considerando è 
costituito da due componenti, ha due fasi e due gradi di libertà 
termodinamici. Pertanto tra le quattro grandezze P, 7, cr, ci se ne 
possono scegliere arbitrariamente solo due; se scegliamo, per esem- 
pio, P o T e una delle concentrazioni, l’altra concentrazione sarà 
allora determinata. 

Se le due fasi del solvente non contenessero il soluto, la condi- 
zione di equilibrio sarebbe 


HI (Po, To) = WI (Po, To) (39,2) 


(la temperatura e la pressione delle due fasi sono indicate in questo 
caso con 7, e Py). 

Quindi, mentre in presenza dell’equilibrio delle fasi del solvente 
puro la dipendenza tra la pressione e la temperatura è data dal- 
l'equazione (89,2), dopo aver diluito in queste fasi una certa sostan- 
za, la stessa dipendenza sarà determinata dall’equazione (89,1). 
Per le soluzioni deboli queste due curve sono vicine l’una all’altra. 

Sviluppiamo ora nell’uguaglianza (89,1) ul (P, 7) e uI (P, 7) 
in serie di potenze di P — P° = AP e di T— To = AT, dove 
P, e To sono la pressione e la temperatura in un certo punto sulla 
curva di equilibrio delle fasi del solvente puro vicino al punto 
dato P, 7 sulla curva di equilibrio delle fasi della soluzione. Lascian- 
do nello sviluppo soltanto i termini del primo ordine in AP e AT 
e tenendo conto della (89,2), ricaviamo dalla (89,1) 


mo ATL‘ due AP— cuT. 


Ma —0puo/9T e duy/9P non sono altro che l'entropia s e il volume v 
del solvente puro (riferiti a una molecola). Attribuendo loro anche 
un indice corrispondentemente alla fase, troviamo 


— (st- sm) AT+(vr—-vn) AP=(cr—cn)T. (89,3) 
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In accordo con la formula (81,5) abbiamo (sa — sì 7 = 9, 
dove gq è il calore di transizione del solvente dalla prima fase nella 
seconda. Pertanto la (89,3) si può riscrivere anche nella forma 


+ AT + (Va — Vi) AP= (ci —cn) F, (89,4) 


Studiamo due casi particolari di questa formula. Prendiamo 
prima il punto P,, 7 in modo tale che sia P, = P. Allora A7 sarà 
la distanza sull'asse delle ascisse tra le due curve aventi la stessa 
ordinata. In altre parole, A7 rappresenterà la variazione della tem- 
peratura di transizione tra le due fasi durante il dissolvimento, 
cioè la differenza tra la temperatura 7 di questa transizione (a pres- 
sione P), quando le due fasi sono i solventi, e'la temperatura To 
di transizione (essendo uguale la pressione) per il solvente puro. 
Poiché si ha allora AP = 0, dalla (89,4) ricaviamo 


AT= Laren (89,5) 
Se una delle fasi, per esempio la prima, è un solvente puro (cir = 0, 
ci = c), allora si ha 

AT = = | (89,6) 
Questa formula determina, in particolare, la variazione della tem- 
peratura di congelamento durante il dissolvimento se il soluto è 
insolubile nella fase solida; in questo caso le due fasi sono la solu- 
zione liquida e il solvente solido, e AT è la differenza tra la tempera- 
tura di sublimazione del solvente e la temperatura di congelamento 
del solvente puro. Durante il congelamento si ha un’emanazione 
di calore, cioè q è negativo. Quindi anche AT <0, cioè se il solvente 
puro è sublimato il dissolvimento abbassa la temperatura di congela- 
mento. 

‘ La relazione (89,6) determina anche la variazione della tempera- 
tura di ebollizione in caso di dissolvimento se il soluto non è volatile: 
in questo caso le due fasi sono la soluzione liquida e il vapore del 
solvente. A7° è ora la differenza tra la temperatura di ebollizione 
totale del solvente e la temperatura di ebollizione del solvente puro. 
Poiché nell’ebollizione il calore è assorbito, si ha g >0 e, di conse- 
guenza, anche A7 >0, cioè la temperatura di ebollizione aumenta 
se si ha dissolvimento. 

Tutte queste conseguenze della formula (89,6) sono in pieno ac- 
cordo con il principio di Le Chatelier. Supponiamo ad esempio che 
una soluzione liquida sia in equilibrio’con un solvente solido. Se si 
aumenta la concentrazione della soluzione, allora, in accordo con 
il principio di Le Chatelier, deve diminuire la temperatura di conge- 
lamento in misura tale che parte del solvente solido passi alla solu- 


300 CAPITOLO IX 


zione e la concentrazione diminuisca. Il sistema sembra opporsi alla 
rottura dell’equilibrio. Analogamente, se si aumenta la concentra- 
zione della soluzione liquida che si trova in equilibrio con il vapore 
del solvente, la temperatura di ebollizione deve crescere in misura 
tale che parte del vapore si condensi nella soluzione e che la con- 
centrazione diminuisca. o | 

Consideriamo ora un altro caso particolare della formula (89,4) 
scegliendo il punto P., 7 in modo tale che sia 7 = 7. Allora AP 
sarà la distanza tra le due curve aventi la stessa ascissa, cioè la 
differenza tra la pressione all’equilibrio tra due fasi delle soluzioni 
e due fasi del solvente puro (a una stessa temperatura). Si ha ora 
AT = 0, e dalla (89,4) si ottiene 


AP= Tler2em_o (89,7) 
VI-VII 
Applichiamo questa formula all'equilibrio tra le fasi liquida 
e gassosa. In questo caso si può trascurare il volume di una fase 
(liquida) rispetto al volume dell'altra, e la (89,7) diventa 
Ap=T(ien) (89,8) 
“i ” , ’ 
dove v è il volume molecolare della (prima) fase gassosa. Osservando 
che Pu = T e sostituendo con la stessa approssimazione P & Py 
(P. è la pressione del vapore saturo posto sopra il solvente puro), 
possiamo scrivere questa formula come segue: 


AP=Poy(cc-cu). (389,9) 


Se la fase gassosa è un vapore del solvente puro (cr = 0, ci = c), 
la (89,9) diventa 
AP 
Pi — — Cc, (89,10) 
dove c è la concentrazione della soluzione. Questa formula determina 
la differenza tra la pressione del vapore saturo del solvente sopra 
la soluzione (P) è sopra il solvente puro (P.). L’abbassamento relati- 
vo della pressione del vapore saturo durante il dissolvimento è pari 
alla concentrazione della soluzione (legge di Raoult)). | 


$ 90. Equilibrio rispetto al soluto 


Consideriamo ora un sistema composto di due soluzioni di una 
stessa sostanza a contatto in solventi diversi (per esempio, in due 
liquidi immischiabili). Indichiamo con c; e c, le loro concentrazioni. 


1) Ricordiamo che con c intendiamo la concentrazione molecolare (il rap- 
porto tra i numeri di molecole r/N). 
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La condizione di equilibrio di questo sistema è l’uguaglianza 
dei potenziali chimici del soluto nelle due soluzioni. Applicando 
la (87,5), si può scrivere questa condizione nella forma 


Tlne + (p, T)I=TInc + (p, 7). 


E ovvio che le funzioni w, e w, per i diversi solventi sono diverse. 
Di qui troviamo 


“exp (M70), (90,1) 


Il secondo membro di questa uguaglianza è una funzione solo di P 
e T. Quindi, il soluto è distribuito tra i due solventi in misura tale 
che il rapporto tra le concentrazioni sia sempre lo stesso (a pressione 
‘e temperatura date), indipendentemente dalla quantità di soluto 
e di solventi (legge della distribuzione). La stessa legge si riferisce, 
evidentemente, anche al dissolvimento di una sostanza in due fasi 
a contatto di uno stesso solvente. 

Inoltre, consideriamo l'equilibrio tra il gas (che supporremo 
perfetto) e la sua soluzione in un certo solvente condensato. La condi- 
zione di equilibrio, cioè l'uguaglianza dei potenziali chimici del gas 
puro e diluito, si scrive (con l’ausilio delle (42,6) e (87,5)) nella 


forma 
Tinc+y(P2, 77=TlnP+x(7), 


da cui 


c= Pexp (7°). (90,2) 


La funzione w (P, 7) caratterizza le proprietà della soluzione 
liquida (o solida); tuttavia a pressioni non grandi le proprietà del 
liquido dipendono molto poco dalla pressione. Pertanto neanche la 
funzione  (P, 7) della pressione ha importanza, e si può ritenere 
che il coefficiente di P nella (90,2) sia una costante indipendente 
dalla pressione 

c = P-costante. (90,3) 


Quindi, nel dissolvimento del gas, la concentrazione della soluzione 
(debole) è proporzionale alla pressione del gas (legge di Henry). 


PROBLEMI 


: «4, Determinare la variazione della concentrazione in funzione dell'altezza 
per una soluzione che si trova nel campo di gravità. 

Soluzione. Applichiamo la condizione di equilibrio (85,3) in un campo ester- 
no; scriviamola per il soluto: 7 Inc + p(P, 7) + mgz = costante, visto che 


1) Si suppone che le molecole del gas passino nella soluzione senza cam- 
biare di forma. Se durante il dissolvimento le molecole si disintegrano (Pons 
accade, per esempio, nel dissolvimento So H, in alcuni metalli), si 
ottiene un’altra dipendenza della concentrazione dalla pressione (vedi il proble- 
ma 3 del $ 102). 
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l'energia potenziale della molecola del soluto nel campo di gravità è mgz (z è 
l’altezza, m la massa della molecola). Deriviamo questa Uguagiianza rispetto 
ali’altezza, ricordando che la temperatura è costante (è una delle condizioni 
di equilibrio) 


c dz OP dz 


ra i 00 _ ,, do A) SE 
Poiché il volume della soluzione è 1) al N >p + np (sostituiamo per 


© l’espressione a ,4)), si può chiamare la quantità 44/2 volume v' corrispon- 
dente a una molecola del soluto. Pertanto 


T de , dP _ 
oa RE gi 


Per determinare la dipendenza di P da z, utilizziamo la condizione di equilibrio 
per il solvente 1) 


o 4 Mg=0, 


dove v = dpy/9P è il volume molecolare, e M la massa della molecola del sol- 
vente. Sostituendo dP/dz nella condizione precedente, troviamo 


Se si può considerare incompressibile la soluzione, cioè se v e v’ sono costan- 
x de È qua v° + 
ti, di qui ricaviamo la formula c=c,exp { — Di ( m- — M )} (coèla 
é 


concentrazione della soluzione per 2 = 0), cioè la formula barometrica ordinaria 
corretta in accordo con la legge di Archimede. 

2. Trovare la relazione tra le variazioni di solubilità di due sostanze che 
sono diluite contemporaneamente in uno stesso solvente ?). 

Soluzione. L'interazione tra due soluti è caratterizzata da un termine quadra- 
tico (proporzionale a n,ns) nel potenziale termodinamico (87.3). I potenziali 
chimici dei soluti sono | 


dD 


= © Inci +14 caB11+-csPss 


e analogamente per py (le concentrazioni sono cj = n/N, ca = ny/N). Le solu- 
bilità cei © cos di ciascuna sostanza in assenza dell'altra sono determinate dalle 
condizioni di equilibrio 
Por =7 ln cont d1 + c01b11: 1) 
h6a= 7 ln cos-+-+3+ cosfss» 


1) Il termine di concentrazione (—7dc/dz) in queste condizioni è piccolo 
e può essere omesso (nella condizione per il soluto esso conteneva c a denomina- 
tore e quindi non era piccolo). 
2) La solubilità è la concentrazione della soluzione satura. Si suppone che. 
uesta concentrazione sia ancora cosî piccola da porer applicare le formula 
elle soluzioni deboli. | 
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dove 4j1, oa sono i potenziali chimici dei soluti puri. Le solubilità comuni cj3 
e cosa sono date dalle condizioni 


boa =T In cor + pi teca + cosdio, 
Boa = 7 In coat 94 coaBas + cosdie- 


Sottraendo le (1) membro a membro dalle (2) e tenendo presente che la variazione 
delle solubilità è relativamente piccola (8co1 = coi — cor € corn Scos € cos), 
troviamo 


(2), 


5co1 8cos 
T = — c09b49, .T = — C01B49. 
Cot Cl02 
Da cui 
Òco = 608» 


cioè le variazioni delle solubilità delle due sostanze sono uguali. 

3. Trovare la relazione tra le variazioni della pressione dei vapori saturi 
di due soluti in presenza l’uno dell’altro. 

Soluzione. Le pressioni di ciascuna delle sostanze sature di vapore poste 
sopra le soluzioni sono determinate dalle condizioni di equilibrio 


TInPit+x%1(7)=7 Ines t+wit esi, 
TInP2+%2(7)=7]nc24 p2+- 02822 


(le espressioni a primo membro sono i potenziali chimici delle due sostanze 
nel vapore). Le pressioni Pj e Ps; sopra la soluzione comune sono date dalle 
condizioni 


TInPitbya=7 Inc14+ pat ciba +02Bio» 
TInPitxa=7 Inc24+ b2+ 02822 + ciba. 


Di qui per piccole variazioni èP, = Pi — Pi, $P, troviamo 


8P, 


SP 
T P, = 09842; T Py = cqbio, 


e poi la relazione richiesta 


$ 91. Emanazione di calore e variazione del volume nel dissolvimento 


Il processo di dissolvimento è accompagnato da emanazione o as- 
sorbimento di calore; occupiamoci ora del calcolo di questo effetto 
termico. Determiniamo preventivamente il lavoro massimo che può 
essere compiuto dal processo di dissolvimento. 

Supponiamo che il processo di dissolvimento avvenga a pres- 
sione e temperatura costanti. In questo caso il lavoro massimo 
è determinato dalla variazione del potenziale termodinamico. Cal- 
coliamolo per un processo in cui in una soluzione di concentrazione c 
si scioglie ancora un numero, èr, nen molto grande di molecole del 
soluto. La variazione del potenziale termodinamico totale di tutto 
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il sistema 8 è pari alla somma delle variazioni del potenziale della 
soluzione e della sostanza pura da dissolvere.Poiché alla soluzione 
si aggiungono n molecole del soluto, la variazione del suo poten- 
ziale termodinamico è 


0D 
8®,0, = CDS 8n= p'8n, 


, 


dove u' è il potenziale chimico del soluto. La variazione del poten- 
ziale ®, della sostanza pura da dissolvere è 


6D, = — Dro 6n= — ur, 


poiché il numero di molecole diminuisce di 6n (u, è il potenziale 
chimico della sostanza pura da dissolvere). Quindi, la variazione 
totale del potenziale termodinamico nel processo in esame è 


6D = dr (1'— po). (91,1) 
Sostituendovi p’ dalla (87,5), otteniamo 
60= — Tonin DOD, (94,2) 


dove la quantità 


Ho-d 


co(P,T)=e T (91,3) 


è la solubilità, cioè la concentrazione della soluzione satura (solu- 
zione che si trova in equilibrio con la sostanza pura da dissolvere). 
Questo dipende dal fatto che in equilibrio D deve avere un minimo, 
cioè deve essere è$P = 0. La formula (94,3) può essere ricavata im- 
mediatamente dalla condizione di equilibrio della soluzione con la 
sostanza pura da dissolvere, cioè dall’uguaglianza del potenziale 
chimico della sostanza pura da dissolvere con quello del soluto in 
soluzione (è da notare però che c, può essere identificata con la con- 
centrazione della soluzione satura solo nel caso in cui cy sia piccola, 
poiché tutte le formule degli ultimi paragrafi sono applicabili solo 
a concentrazioni deboli). 

L'espressione ottenuta determina il lavoro cercato: la grandezza 
| 6D | è il lavoro massimo che può essere compiuto durante il dis- 
solvimento di 8r molecole; la stessa grandezza è il lavoro minimo 
che deve essere compiuto per separare nella soluzione di concentra- 
zione c 6n molecole del soluto. | 

Ora non è più difficile calcolare il calore assorbito 60p durante 
il dissolvimento a pressione costante (se 60p < 0, questo significa 
che si ha un’emanazione di calore). La quantità di calore assorbito 
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durante il processo, che avviene a pressione costante, è pari alla 
variazione della funzione termica ($ 14). Poiché d’altra parte 


w=-r(2), 


si ha!) 
0 6D 
s00= 150), 019 


Sostituendo in questa formula l'equazione (941,2), troviamo la quanti- 
tà di calore richiesta 


80p= Tn ne (94,5) 


Quindi, l’effetto termico del bai è legato alla dipendenza 
della solubilità dalla temperatura. Si vede che 60 è semplicemente 
proporzionale a èr; questa formula è quindi applicabile anche al dis- 
solvimento di una quantità finita qualsiasi di materia (finché, 
ovviamente, la soluzione è debole). La quantità di calore assorbita 
nel dissolvimento di n molecole è 


1 
Qp=nm oe, (91,6) 


Determiniamo ancora la variazione del volume durante il dis- 
solvimento, cioè la differenza tra il volume della soluzione e la 
somma dei volumi della sostanza pura da dissolvere e del solvente 
in cui si dissolve. Calcoliamo questa variazione 6V per il dissolvi- 
mento di èr molecole. Il volume è la derivata del potenziale termo- 
dinamico rispetto alla pressione. Pertanto la variazione del volume 


è pari alla derivata rispetto alla pressione della variazione del poten- 
ziale termodinamico 


d 
SV =-7 90. (91,7) 
Sostituendovi 6éD dalla (91,2), troviamo 
0V= — T6n P In co. (91,8) 
Osserviamo, per concludere, che la formula (941,6) è in accordo 


con il principio di Le Chatelier. Supponiamo, per esempio, che Qp 
sia negativo, cioè che nel dissolvimento il calore sia emanato. Consi- 


1) La formula analoga per la quantità di calore in un processo che avviene 
a volume costante è 


3 0 6F 
sern=r (4), psv 


20—2641 
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deriamo una soluzione satura; se la raffreddiamo, allora, secondo 
il principio di Le Chatelier, la solubilità deve aumentare in misura 
tale che il dissolvimento continui. In questo caso si ha un’emana- 
zione di calore, cioè il sistema sembra opporsi al raffreddamento 
che rompe l'equilibrio. Lo stesso segue anche dalla (91,6), poiché 
0c0/0T è allora negativo. Ragionamenti analoghi mostrano che 
anche la formula (91,8) è in accordo con il principio di Le Chatelier. 


PROBLEMI 


1. Calcolare il lavoro massimo che può essere compiuto nella formazione 


di una soluzione satura. 
Soluzione. Prima del dissolvimento il potenziale termodinamico del solvente 


Suo era No, e quello della sostanza pura da dissolvere era rpj. Il potenziale 
i tutto il sistema era ®; = Nbo + rus. Dopo il dissolvimento il potenziale 


termodinamico è D, = Nupge + n7 in + mp. Il lavoro massimo è 


Rmox= Di ®a= — nTlu7+" (i —y)= Tn È 


Jaussta grandezza si può ottenere anche integrando l'espressione (91,2)). Se si 
orma una soluzione satura, cioè se c = ccedn= Nc= No, si ha 


Rmax= nT = NeoT. 
2. Calcolare il lavoro minimo che si deve compiere perché in una soluzione 


di concentrazione cj si riesca ad isolare una parte del solvente e la concentra- 


zione si porti quindi al valore ca. | 
Soluzione. Prima che fosse isolata parte del solvente il potenziale termodi- 


namico della soluzione era 


®= Nut Nca7T In 4 Ncsp 


(il numero di molecole del soluto era Nc;; N è il numero originario di molecole 
del solvente). Affinché la concentrazione della soluzione sia portata a cs, occorre 
isolarvi N (1 — c;/c,) molecole del solvente. La somma dei potenziali termo- 
dinamici della soluzione restante e del solvente isolato dà 


®,= Nuo+NeTln 24 Ncyp. 


Il lavoro minimo è 


Rmin=®3-D= NT ln, 
1 


$ 92. Soluzioni di elettroliti forti 


Il metodo di sviluppo delle grandezze termodinamiche in serie 
di potenze della concentrazione, utilizzato nei paragrafi precedenti, 
è assolutamente inapplicabile nel caso importante delle soluzioni 
di elettroliti forti, cioè di sostanze che, durante il dissolvimento, si 
‘dissociano quasi interamente in ioni. Il lento decrescere delle forze 
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coulombiane di interazione tra gli ioni all'aumentare della distanza 
conduce alla comparsa di termini proporzionali a potenze della 
concentrazione inferiori alla seconda (di potenza 3/2). 

E facile vedere che il problema della determinazione delle gran- 
dezze termodinamiche di una soluzione debole di un elettrolita forte 
si riduce. al problema studiato al $ 78 di un gas totalmente ioniz- 
zato (P. Debye, E. Hiickel, 1923). Ci si può convincere di ciò par- 
tendo dalla formula statistica fondamentale dell’energia libera 
(34,5). Eseguiremo l’integrazione nell’integrale :statistico in due 
tempi; integriamo prima sulle coordinate e sugli impulsi delle mole- 
cole del solvente. Allora l'integrale statistico assume la forma 


| e-Fp, IT df, 


dove l'integrazione è estesa ora soltanto allo spazio delle fasi delle 
particelle dell’elettrolita, e  (p, 9) è l’energia libera del solvente 
con degli ioni «incorporati» le cui coordinate e impulsi fungono da 
parametri. Come è noto dall’elettrodinamica, l’energia libera di 
un sistema di cariche in un mezzo (il cui volume e temperatura siano 
dati) si ottiene dall'energia delle cariche nel vuoto dividendo i pro- 
dotti di ogni coppia di cariche per la costante dielettrica e del mez- 
zo *). Pertanto il secondo passo nel calcolo dell'energia libera della 
soluzione coincide con i calcoli eseguiti al $ 78. 

Quindi, il contributo richiesto dell’elettrolita forte all'energia 
libera della soluzione è dato, in accordo con la (78,12), dall’espres- 


sione 
2e3 m \1/2 a \ 3/2 
sù 38 3/2 | TV ) (DI no2à ) D] 
a 


dove la sommatoria è estesa a tutti i tipi di ioni nella soluzione; 
in accordo con le notazioni usate in questo capitolo, si indica [con na 
il numero totale di ioni del tipo a (in tutto il volume della solu- 
zione). La stessa espressione determina il contributo al potenziale 
termodinamico considerato a temperatura e pressione costanti. 
Introducendo il volume molecolare del solvente v (P, 7) mediante 
Va Nv, scriviamo il potenziale termodinamico della soluzione 
nella forma 


D=Nl +S (naTln + nota) — 
a 


963 tm \1/2 v ( DI nas? O 
— GE (5) ni esa vas I (92,1) 

1) Questa affermazione PE Suppone che le distanze tra gli ioni siano grandi 
rispetto alle dimensioni molecolari. Ma dal $ 78 sappiamo che, nell’approssi- 
mazione considerata, il contributo essenziale alle grandezze termodinamiche 
proviene esattamente da queste distanze. 


20” 
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Di qui si possono ricavare, con le regole usuali, tutte le proprietà 
termodinamiche della soluzione dell’elettrolita. 

Cosî, per calcolare la pressione osmotica, scriviamo il poten- 
ziale chimico del solvente 


x 


i 2 \ 3/2 
peste Dirette (7) (ER). 


a 


(92.2) 


Così come al $ 88, di qui troviamo la pressione osmotica (consi- 
«derando il caso limite di solvente puro) 


sp=t mor (7) (A). 2a) 


La funzione termica della soluzione è 


PF) eNoRI Ta 3 P+ 
pie (4) (Dras a) re? 7 (ne). (92,4) 


Di qui si può trovare il calore di dissolvimento Q emanato se la solu- 
zione (con P e 7 costanti) è diluita in una quantità molto grande 
di solvente (cosicché la concentrazione tende a zero). Questa quan- 
tità di calore è data dalla variazione della funzione termica durante 
il processo. I termini lineari rispetto al numero di particelle scom- 
paiono, evidentemente, dalla differenza corrispondente, e dalla 
(92,4) otteniamo 


268,,1/2 Drota (A la 
3 T \s3/2p3/2,if2 


‘L'unica condizione di applicabilità delle formule ottenute è che 
la concentrazione sia sufficientemente piccola. Effettivamente, il 
fatto che l’elettrolita sia forte significa che l'energia di attrazione 
tra gli ioni di vari tipi è sempre minore di 7. Ne segue che l’energia 
di interazione sarà in ogni caso piccola rispetto a 7 per distanze gran- 
di rispetto a quelle molecolari. Ma la condizione per cui la soluzione 
deve essere debole (n « N) significa proprio che la distanza media 
tra gli ioni è grande rispetto alle dimensioni molecolari. Quindi da 
questa condizione segue automaticamente che deve essere soddi- 
sfatta la condizione di debolezza dell’interazione espressa dalla di- 
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suguaglianza 
n er 3 

vV < | 2°e2 ) 

(cfr. la (78,2)); su questa condizione sono basate le approssimazioni 
fatte al $ 78. 


PROBLEMA 


Determinare la variazione della solubilità di un elettrolita forte (che si 
suppone piccola) quando alla soluzione viene somministrata una certa quantità 
di un altro elettrolita (tutti gli ioni di quest’ultimo sono distinti da quelli 


dell’elettrolita originario). | 
Soluzione. La solubilità (cioè la concentrazione della soluzione satura) di 


un elettrolita forte è data dall’equazione 


Usol (P, 7)= S Valla = 


0 


= Nvaln 4 3 vota 7 (Fr) (Dre) (3 mat) 
1) 


Qui wso1 è il potenziale chimico dell’elettrolita puro solido, e v, il numero 
di ioni del tipo a in una molecola dell’elettrolita. Aggiungendo alla soluzione 
degli ioni estranei, i potenziali chimici degli ioni propri variano in seguito alla 
variazione della somma Dinozi nella quale si devono includere tutti gli ioni 


presenti nella soluzione. Determinando la solubilità co mediante n,/N = Co 
troviamo la sua variazione facendo variare l’espressione (1) per P e 7 date 


1/2 2\1/2 
0/63 (DI nv25) 8 (> ny22) l 


$co= 35372, 172312 y3/2 Y va 


La somma sotto il segno di variazione include solo gli ioni dei tipi aggiunti. 
Osserviamo che nelle condizioni in esame la solubilità aumenta. 


$ 93. Miscela di gas perfetti 


L'additività delle grandezze termodinamiche (quali l’energia, 
l'entropia, ecc.) sussiste solo in quanto si può trascurare l’intera- 
zione tra le singole parti del corpo. Pertanto per una miscela di più 
sostanze (per esempio, per una miscela di più liquidi) le grandezze 
termodinamiche non saranno uguali alle somme delle grandezze 
termodinamiche delle diverse componenti della miscela, 

Fa eccezione la miscela di gas perfetti poiché si può, per defi- 
nizione, trascurare l'interazione tra le loro molecole. Per esempio, 
l'entropia di una tale .miscela è pari alla somma delle entropie di 
ciascuno dei gas componenti come se gli altri gas non esistessero e 
come se ciascuno dei gas avesse un volume pari al volume di tutta 
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la miscela e, quindi, una pressione pari alla pressione parziale del 
gas considerato nella miscela. La pressione parziale P; dell’i-esimo 
gas si esprime mediante la pressione P di tutta la miscela nel se- 
guente modo: 


NT N 

Pi=-=<P (93,1) 
dove N è il numero totale di molecole nella miscela, e N; il numero 
di molecole dell’i-esimo gas. Pertanto, in accordo con la (42,7), 
l'entropia di una miscela di due gas è pari a 

eV 
Na 


S=N ln + Na ln Nfi(M)-Nofi(T) (93,2) 


ossia, secondo la (42,8) 
Sa — N, InP,.-N.lnP.-Nyi (I) 
? N 
— Na: (7)= —(N+Na)ln PN lnT— 
N , ni 
— Na in Î2 Ng (T)-NXi (1). (93.3) 
L'energia libera della miscela, secondo la (42,4), è 
F=—NTln T-—N2TIn + Nf(T)+Nof. (7). (93,4) 
Analogamente, applicando la (42,6), troviamo per il potenziale ® 
D- NT In P, +N,T InP.+Nw (T)4 
+ Noxa (7)=Ni(TinP+x) + N2(7InP+%X)+t 
+ NT In 4+NTIn 22, (93,5) 


Da questa espressione si vede che i potenziali chimici dei due gas 
della miscela sono 


pi=TnP;+y=TInP+y+Tn, 
N (93,6) 
h,=T]ln P,+yx,=TlnP+yx.+Tln7, 


cioè ciascuno di essi ha la stessa forma che avrebbe il potenziale di 
un gas puro a pressione P, o P,. 

È da notare che l’energia libera della miscela di gas (93,4) ha la 
forma 


F=F,(N, I T)+ F. (N, V, T), 


ove F., F, sono le energie libere del primo e del secondo gas in fun- 
zione del numero di particelle, del volume e della temperatura; 
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per il potenziale termodinamico, invece, un’uguaglianza analoga 
non è valida: il potenziale © della miscela ha la forma 


®=®,(N,, P, T)+®% (Na, P, T)+NT In + NT n-F. 


— Supponiamo di avere due gas distinti con numeri di particelle Ni 
e N, che si trovino in recipienti di volumi Vi, e V, alle stesse tem- 
perature e pressioni. I due recipienti si riuniscono e i gas fanno una 
miscela il cui volume è V, + V,, e la pressione e la temperatura 
restano, evidentemente, le stesse. In questo caso l'entropia, però, 
cambia; infatti, prima di essere miscelati i due gas avevano l’en- 
tropia pari alla somma delle loro entropie 


So= Nin GL + Nolo FE pe Nfi (T)—Naf; (1). 


Dopo la formazione della miscela, secondo la (93,2), l'entropia è 
S=Nyln g-(Vi+ Va) + Nan wr (Vit Va) NfiNoft 


La variazione dell’entropia è 
AS=S-S=N,ln SIL N, In i 


o, poiché alle stesse pressioni e temperature i volumi sono propor- 
zionali al numero di particelle, 


N N 
AS=Nyin 7 +N, In 37. (93,7) 


Questa grandezza è positiva, cioè l'entropia nella miscela aumenta, 
come doveva essere in vista dell’irreversibilità evidente del processo. 
La grandezza AS si chiama entropia di miscela. 

Se i due gas fossero identici l'entropia dopo la riunione dei reci- . 
pienti sarebbe 


Vj+V ; 
S-(N+N) In gita N+Na)f, 


e poiché WENN nn (in virtù dell'uguaglianza delle pres- 


sioni e delle temperature), la variazione dell’entropia sarebbe uguale 
a Zero. 

Quindi, la variazione dell’entropia nella miscela è dovuta pro- 
prio al fatto che le molecole dei gas da miscelare sono diverse. Questo 
fatto corrisponde alla necessità di compiere un certo lavoro per sepa- 
rare di nuovo le molecole di un gas dalle molecole dell'altro. 
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$ 94. Miscela di isotopi 


Le miscele di diversi isotopi sono delle « soluzioni » particolari 
(in uno stato qualunque di aggregazione). Per fissare le idee e per 
semplicità, parleremo nel seguito della miscela di due isotopi di 
un determinato elemento, anche se gli stessi risultati si ottengono 
per la miscela di un numero di isotopi qualsiasi e per sostanze com- 
poste (combinazioni chimiche) le cui diverse molecole contengono 
i diversi isotopi. | 

In meccanica classica, la differenza tra le particelle di isotopi 
si riduce alla differenza tra le loro masse; ma le leggi di interazione 
tra gli atomi degli isotopi sono le stesse. Questo fatto consente di 
esprimere molto semplicemente le grandezze termodinamiche di 
una miscela mediante le grandezze termodinamiche degli isotopi 
puri. Quando si calcola l’integrale statistico di una miscela la dif- 
ferenza si riduce essenzialmente alla necessità di dividere l’ele- 
mento del volume delle fasi non per N!, come nel caso di una so- 
stanza pura, ma per il prodotto MN,!/V,! dei fattoriali dei numeri 
di particelle delle due componenti della miscela. Questo conduce 
alla comparsa nell’energia libera di termini supplementari 


N N 
NT In + N:TnHgo 


(dove N = N; + N.) che corrispondono all’entropia della miscela 
di cui si è parlato al $ 93 per una miscela di gas. 

Gli stessi termini compariranno anche nel potenziale termodina- 
mico della miscela, che si può scrivere nella forma 


®=N:T ln + NT lo + Mili + Nooo = (94,1) 


Qui uo, Pos Sono i potenziali chimici di ciascuno degli isotopi puri; 
essi si distinguono solo per un termine proporzionale alla tempera- 
tura 


i 3 # 
bo —bos=—3T Inm, (94,2) 


dove m,, m, sono le masse degli atomi dei due isotopi (questa dif- 
ferenza compare integrando sugli impulsi degli atomi nell’integrale 
statistico; nel caso dei gas la (94,2) è semplicemente la differenza 
delle costanti chimiche moltiplicata per 7). 

La differenza (94,2) è la stessa per tutte le fasi della sostanza in 
esame. Pertanto l'equazione dell’equilibrio delle fasi (la condizione 
di uguaglianza dei potenziali chimici delle fasi) risulta la stessa per 
i diversi isotopi. In particolare, si può affermare che in approssi- 
mazione classica le pressioni dei vapori saturi dei diversi isotopi 
puri sono le stesse. 


SOLUZIONI 3413 


Le cose stanno cosi semplicemente solo finché la sostanza può 
essere descritta mediante la statistica classica. Nella teoria quanti- 
stica, invece, la differenza tra gli isotopi diventa molto più pro- 
fonda a causa della differenza che esiste tra i livelli oscillazionale 
e rotazionale delle molecole, della differenza tra gli spin nucleari, 
ecc. 
E notevole tuttavia il fatto che, anche tenendo conto dei primi 
termini correttivi nelle grandezze termodinamiche (termini del- 
l'ordine di 4?; vedi $ 33), il potenziale termodinamico della miscela 
può essere scritto nella forma (94,1). Infatti, questi termini hanno 
la forma di una somma in cui ciascun addendo contiene la massa 
di un solo atomo (vedi la formula (33,15) dell'energia libera). Per- 
tanto questi addendi si possono raggruppare in modo tale da inclu- 
derli nei potenziali chimici uo, € Uo2; come risultato resta in vigore 
la formula (94,1) e non, ovviamente, la (94,2). 

Richiamiamo l’attenzione sul fatto che il potenziale termodi- 
namico (94,1) si scrive formalmente allo stesso modo che per una 
miscela di due gas qualsiasi ($ 93). Le miscele che godono di questa 
proprietà si chiamano miscele perfette. Quindi, le miscele di isotopi 
sono perfette con un'approssimazione sino ai termini dell'ordine 
di 4°. In questo senso le miscele di isotopi sono un caso eccezionale 
in quanto le miscele condensate di sostanze diverse (non di isotopi) 
non possono essere perfette che in un’approssimazione molto gros- 
solana. 

Nei limiti di applicabilità della formula (94,1) si possono trarre 
determinate conclusioni circa la pressione dei vapori di isotopi sopra 
la loro miscela condensata. I potenziali chimici delle due compo- 
nenti di questa miscela sono 


pi=Tlnct bo, po =7 ln co 4- Pos 


(dove c, = Ny/N, cs = Ny/N sono le concentrazioni degli isotopi). 
Eguagliandoli ai potenziali chimici nella fase gassosa (aventi la 
forma 7 In P,+ x (7) e 7 In P,+ x. (7)), troviamo le pressioni 
parziali del vapore 

P,= Poici, Po= Pose, (94,3) 


dove P., e Po, sono le pressioni del vapore di ciascun isotopo puro 
(a temperatura data). Quindi, le pressioni parziali del vapore dei 
due isotopi sono proporzionali alle loro concentrazioni nella miscela 
condensata. 

Per quanto riguarda le pressioni del vapore saturo degli isotopi 
puri, in approssimazione classica, come è stato già detto, esse sono 
Poi = Pos. Ma se si tiene conto degli effetti quantistici, tra esse 
compare una differenza che non può essere calcolata in forma generale 
per tutte le sostanze. Un tale calcolo può essere eseguito solo per 
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gli elementi monoatomici (gas nobili) fino all’ordine 4? (K. Herzfeld, 
E. Teller, 1938). 

La correzione al potenziale termodinamico della fase liquida è 
data dalla formula (33,15)'); il potenziale chimico riferito a un solo 
atomo è 


h2 SES 
b= bet 37af PS, 


dove F? è il quadrato medio della forza agente nel liquido su un 
atomo da parte degli altri atomi. Quanto al potenziale chimico del 
gas, questo resta uguale alla sua espressione classica, poiché si può 
trascurare l'interazione tra le particelle (atomi) del gas. Eguagliando 
i potenziali chimici del liquido e del gas, troviamo la correzione al 
valore classico della pressione del vapore, e la differenza che ci 
interessa tra le pressioni del vapore dei due isotopi risulterà pari a 


h2F° ( 1 1 
Po Pu= Po-ggo (Tar) (94,4) 
dove P, è il valore classico comune di P;, e Pg. Si vede che il segno 
di questa differenza è dato dalla differenza tra i valori degli inversi 
delle masse degli atomi degli isotopi e che la pressione dei vapori 
dell’isotopo leggero è maggiore di quella dell’isotopo pesante. 


$ 95. Pressione del vapore sopra ‘una soluzione concentrata 


Studiamo l’equilibrio di una soluzione con il vapore, posto sopra 
la soluzione, che risulta composto in generale delle due sostanze. 
In questo caso la soluzione può essere sia debole che forte, cioè le 
quantità delle sostanze che la compongono possono essere arbitrarie. 
Ricordiamo che i risultati ottenuti al $ 89 si riferivano solo alle 
soluzioni deboli. 

Poiché la soluzione e il vapore sono in equilibrio, i potenziali 
chimici u, e pg delle due componenti della soluzione e del vapore 
sono gli stessi. Indicando con N? e Ns le quantità di particelle delle 
due sostanze nella soluzione, si può scrivere l’espressione (24,14) 
per la soluzione nella forma 


dQ= — N° dp, — N° du, — S°dT — PdT*. (95,4) 


Ss e VS sono qui l’entropia e il volume della soluzione; la tempera- 
tura 7 e la pressione P sono le stesse per la soluzione e per il vapore. 

Supponiamo che il vapore sopra la soluzione sia così rarefatto 
da poter essere considerato come un gas perfetto; la sua pressione è 


1) Di nuovo teniamo presente che le piccole correzioni ai diversi potenziali 
termodinamici, essendo espresse in funzione delle variabili corrispondenti, sono 
le stesse ($ 15). 
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piccola. Ciò premesso, trascuriamo nella (95,1) i termini propor- 
zionali a P, cioè P dV e dL. Considereremo prima tutte le derivate 
a temperatura costante. Allora dalla (95,1) otteniamo. 


N° du, + N° dpy=0, (95,2) 
D'altra parte, per la fase gassosa abbiamo 


pi=TInP,+%1 (7), 
us=T In P.-+-x2(7). 


P, e P, sono qui le pressioni parziali delle due componenti del vapore. 
Differenziando queste espressioni (con 7 = costante), troviamo 


duf=TdlinP,, duf=TdloP,. 
Sostituendo nella (95,2), otteniamo 
Nîdln P,+-NîdlnP,=0. (95,3) 


‘Introduciamo la concentrazione È della soluzione come rapporto 
tra il numero di particelle della prima componente e il numero totale 
di particelle 

0. 
NÎ4+NS ° 
e analogamente, la concentrazione x del vapore. Le pressioni par- 
ziali P, e P, sono pari ai prodotti della pressione totale P del vapore 
per le concentrazioni delle componenti corrispondenti, cioè P, = 
= xP, P,= (1 — x) P. Sostituendo tutte queste espressioni nella 
(95,3) e dividendo l'equazione ottenuta per il numero totale di par- 
ticelle N = Ns + N? nella soluzione, otteniamo 


Edin Pr+(1—-È%dlnP(1—-zx)=0, 


da cui 
x—È | 
dinP=—- 2g 
ossia 
E=s-s(1-2) DE, (95,4) 


Questa equazione lega le concentrazioni della soluzione e del 
vapore alla pressione del vapore espressa in funzione della sua con- 
centrazione. 

Si può ricavare ancora una relazione generale considerando la 
dipendenza delle grandezze dalla temperatura. Scriviamo la con- 


316 CAPITOLO IX 


dizione di uguaglianza dei potenziali chimici nel vapore e nella 
soluzione per una delle componenti, ad esempio, per la prima 


d®s 
aNÎ 


pr= 


Dividendo i due membri dell'uguaglianza per 7 e ricordando che 
la derivata rispetto al numero di particelle si calcola a temperatura 
costante, scriviamo 


pito aN$ T 
Calcoliamo ora la derivata totale dei due membri dell'uguaglianza 
rispetto alla temperatura. In questo caso si può assumere con buona 
approssimazione che il potenziale termodinamico della fase con- 


densata (soluzione) non dipenda dalla pressione. Osservando anche 
che la derivata parziale rispetto alla temperatura è 


dì D 1 0D | W 
otteniamo la seguente relazione: 
è ln P dWs 
2 CENE; 
T_ = ui ONE” (95,5) 


Qui wf è la funzione termica molecolare del gas della prima sostanza; 
per quanto riguarda la derivata 0Ws/0Nf, essa determina la varia- 
zione della funzione termica della soluzione quando si aggiunge a 
quest'ultima una molecola della sostanza in esame. La grandezza 
a secondo membro dell'uguaglianza (95,5) rappresenta, quindi, il 
calore assorbito nella transizione soluzione-vapore di una parti- 
cella della prima sostanza. 

Per la prima sostanza pura la relazione (95,9) si trasforma nel- 
l'equazione di Clapeyron — Clausius ordinaria 

TI = ivi, 

dove P,, è la pressione del vapore della prima sostanza pura, wlia 
la sua funzione termica molecolare nello stato liquido. Sottraendo 
questa uguaglianza membro a membro dall’equazione (95,5), otte- 
niamo finalmente la seguente relazione: | 


e) P 
Tp p= — 4, (95,6) 


dove gi = 0WS/9N° — wlia è il calore di diluizione molecolare: la 
quantità di calore assorbito quando una particella passa dalla prima 
sostanza liquida alla soluzione. È ovvio che si può ricavare la stessa 
relazione anche per la seconda sostanza. 
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$ 96. Disuguaglianze termodinamiche nelle soluzioni 


È stato mostrato al $ 21 che il corpo può esistere solo nelle con- 
dizioni in cui si verificano determinate condizioni: le cosiddette di- 
suguaglianze termodinamiche. Ma queste condizioni sono state rica- 
vate per corpi composti di particelle identiche. Eseguiamo ora uno 
studio analogo per le soluzioni e limitiamoci al caso di una miscela 
di due sostanze. 

Abbiamo utilizzato al $ 21 come condizione di equilibrio non il 
massimo dell'entropia di un corpo isolato d’insieme, ma una con- 
dizione equivalente che richiede la positività del lavoro minimo 
indispensabile perché una piccola parte del corpo passi dallo stato 
di equilibrio in qualsiasi altro stato vicino. 

Procediamo ora allo stesso modo. Separiamo nella soluzione 
una certa piccola parte; siano N e n i numeri di particelle del sol- 
vente e del soluto nella soluzione. Nello stato di equilibrio la tem- 
peratura, la pressione e la concentrazione di questa parte sono uguali 
ai valori delle relative grandezze della parte restante della soluzione 
(che funge da mezzo esterno). Determiniamo il lavoro minimo che 
si deve compiere perché la parte separata, contenente un determi- 
nato numero N di particelle del solvente, acquisisca la temperatura, 
la pressione e il numero di particelle del soluto che si distinguono 
per piccole (ma finite) variazioni 67, 6P e èr dai loro valori in equi- 
librio. 

Il lavoro compiuto sarà minimo se il processo è reversibile. Il 
lavoro compiuto da una sorgente esterna sarà allora pari alla varia- 
zione dell’energia del sistema, cioè a 


6Rin —- 6E + 6Eo 


(le grandezze senza indice si riferiscono alla piccola parte e quelle 
con l’indice zero al resto del sistema). Sostituiamo a 6£, la sua e- 
spressione mediante la variazione delle variabili indipendenti 


$Rmin = dE + ToòSo — PoòVo + odo, 


dove n, è il potenziale chimico del soluto nel mezzo; il numero di 
particelle del solvente non cambia durante il processo in questione 
e, di conseguenza, non occorre scrivere un termine analogo per il 
solvente!). Dalla reversibilità del processo segue che 65, = —65, 
e dalla conservazione del volume e della quantità totale di soluto 


1) ll differenziale dell'energia per il mezzo (a N costante) è 
dEo= To dSo— Po dVo +uo dno. 


Poiché le grandezze 7, Po, pj Si possono considerare costanti l’integrazione di 

questa uguaglianza darà una relazione analoga tra le variazioni finali delle 

grandezze Eo, So, Vo, No- 
Non confondere pu; con il potenziale chimico del soluto puro! 
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per tutta la soluzione abbiamo 6V = —8V,, 6n = —Bno. Sonde 
tuendo queste espressioni troviamo il lavoro cercate 
6Rmin= DE — T65S + PoòV — poòn. (96,1) 


Possiamo quindi richiedere, come condizione di equilibrio per ogni 
piccola parte della soluzione, che sia soddisfatta la disuguaglianza 


6E—T,8S4P.6V—u6n>0. (96,2) 


Più avanti, come al $ 21, ometteremo l’indice zero nelle espressioni 
che fungono da coefficienti quando le grandezze si scostano dai loro 
valori di equilibrio; intenderemo sempre i valori di queste espres- 
sioni in stato di equilibrio. 

Sviluppiamo éè£ in serie di potenze di 6$V, 6.5 e $r (considerando £ 
in funzione di V, S ed n). Avremo a meno dei termini del secondo 
ordine 


8E=S7 855+-2 a i 2 Sn + 


+3 st 852-+-T2 8v24 TE 624 

+2 PE sE Lal 
Ma 

Tp, =, dep. 


Pertanto sostituendo nella (96,2), i termini del primo ordine si eli- 
dono e si ottiene 


26Rmn = S37- 08°4+--LA 8724 LE 62422 


To 85 87 + 


ds > 


02E 
+25 85 6n+2-77- 8Von>0. (96,3) 


È noto dalla teoria delle forme quadratiche che affinché una 
forma a tre variabili (qui 65, 67, 6n) sia definita positiva i suoi 
coefficienti devono soddisfare a tre condizioni che per la forma (96,3) 
sono 

DE 9E O 0E 
0V® dVvos avan 0E E 
9E E E ov? dl ds 0°E 


os dv 05° bdSén >0 02E E >0, Ex >0. (96,4) 
0°E 0E E 0s dv ds? 


_dndVv dnos dn? 
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Sostituendovi i valori delle derivate di E rispetto a V, S, nsi pos- 
sono scrivere queste condizioni nella forma 


ap sP_ op 
OV 0S dn eP @P 

OT 0T 0T CVARGSÀ oT 

ov ds dn |< lar ar |< 35>0 
du’ du’ du’ |av as 

OV ds On 


Questi determinanti rappresentano gli jacobiani 
0(P, T, u') 0 (P, T) oT \ w 
0(V, $S, n) <9, | 0(V, S) ), 0. (35), >® (96,9) 


La seconda e la terza di queste condizioni danno le disuguaglianze 
già note (0P/0V)r,, <0 e C, >Q0. Per quanto riguarda la prima 
la si può trasformare nel seguente modo: 


d(P, T, u') (De) 
E a II i) 
IV, Sn dv, Sn (GER) a 

d(P,T, n) 0(P, T) /n 


Poiché, in accordo con la seconda delle condizioni (96,5), il deno- 
minatore è qui negativo, deve essere 

du' 

dr) >® (96,6) 


Sostituendo a n la concentrazione c = r/N, troviamo (poiché N 
è costante) 


>0. (96,7) 


Quindi, oltre alle disuguaglianze (0P/0V),z. <0, C, >0D, nelle 
soluzioni deve anche essere verificata la disuguaglianza (96,7). 
Osserviamo che per le soluzioni deboli si ha du'/dc = T/e, cosic- 
ché la (96,7) è sempre verificata. 
Un’analisi particolare richiede il caso in cui si ha 
ti) LÀ 
[ela (96,8) 


- 


Questa uguaglianza corrisponde all'annullamento del primo dei 
determinanti (96,4). In questo caso la forma quadratica (96,3) può 
annullarsi (per valori di è.S, 6V, òr non nulli), e per esplicitare le 
condizioni per cui la disuguaglianza (96,2) sia verificata sarebbe 
necessario studiare i termini di ordine superiore del suo sviluppo. 
Tuttavia vedremo al paragrafo seguente che un tale stato rap- 
presenta un punto di equilibrio critico di due fasi liquide (due solu- 
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zioni di concentrazioni diverse) analogo al punto critico del liquido 
e del vapore. Come questo ultimo, il punto critico delle soluzioni è 
in realtà un punto singolare delle funzioni termodinamiche della 
materia, un punto in cui lo sviluppo diventa impossibile. Limi- 
tiamoci solo ad osservare che uno sviluppo regolare condurrebbe 
(come verrà fatto più avanti, al $ 152, per il punto critico del liquido 
e del vapore) alle condizioni 


(FE) = (Fe), ,>0 (96,9) 


che dovrebbero essere verificate contemporaneamente all’ugua- 
glianza (96,8). 


$ 97. Curve di equilibrio 


Lo stato di un corpo composto di particelle identiche viene deter- 
minato dai valori di due grandezze qualsiasi, per esempio, di P e 7. 

Per determinare invece lo stato di un sistema di due componenti 
(miscela binaria) è necessario che siano assegnate tre grandezze, per 
esempio, P, 7 e la concentrazione. In questo paragrafo e in quelli 
che seguono determineremo la concentrazione della miscela come 
rapporto tra la quantità di una sostanza della miscela e la quantità 
totale delle due sostanze; la indicheremo con x (è evidente che x 
può assumere valori tra 0 e 1). Lo stato di un sistema binario si può 
rappresentare con un punto in un sistema di coordinate tridimen- 
sionale sui cui assi si portano i valori di queste tre grandezze (così 
come abbiamo rappresentato lo stato di un sistema di particelle 
identiche con un punto nel piano P, 7). 

Secondo la regola delle fasi un sistema di due componenti può 
essere composto al più di quattro fasi in contatto. Il numero di 
gradi di libertà di un tale sistema è allora pari a due per due fasi, 
a uno per tre fasi e a zero per quattro fasi. Pertanto gli stati in cui 
due fasi si trovano in mutuo equilibrio vengono rappresentati con 
punti che formano una superficie in un sistema di coordinate tri- 
dimensionale; gli stati con tre fasi (punti tripli) vengono rappre- 
sentati con punti su una linea (chiamata linea dei punti tripli o linea a 
tre fasi), e gli stati con quattro fasi vengono rappresentati con punti 
isolati. 

Ricordiamo ($ 841), che, nel caso dei sistemi con una componente, 
gli stati in cui due fasi si trovano in equilibrio sono rappresentati 
da una curva sul diagramma P, 7; ciascun punto di questa curva 
determina la pressione e la temperatura delle due fasi (che sono 
le stesse nelle due fasi secondo le condizioni di equilibrio). Quanto 
ai punti giacenti da una e dall’altra parte della curva, essi rappre- 
sentano gli stati omogenei del corpo. Se invece sugli assi coordinati 
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si portano la temperatura e il volume, l’equilibrio delle fasi è rap- 
presentato da una curva i cui punti interni sono degli stati in cui 
si ha una separazione in due fasi rappresentate dai punti di inter- 
sezione della retta 7 = costante con la curva di equilibrio. 

Una situazione analoga si verifica nel caso delle miscele. Portando 
sugli assi coordinati i valori di P, 7 e del potenziale chimico di una 
delle componenti (cioè delle grandezze aventi gli stessi valori nelle 
fasi in contatto), l'equilibrio delle due fasi sarà dato da una super- 
ficie, ciascun punto della quale determina P, 7, pu per le due fasi 
che si trovano in equilibrio. Nel caso di tre fasi i punti che rappre- 
sentano il loro equilibrio (punti tripli) apparterranno alle curve d 
intersezione delle superfici di equilibrio, due a due. 

Tuttavia è scomodo usare le variabili P, 7, u, e nel seguito uti- 
lizzeremo come variabili indipendenti le grandezze P, 7, x. L’equi- 
librio tra due fasi con queste variabili è dato da una superficie i 
cui punti di intersezione con la retta P = costante, 7 = costante 
rappresentano gli stati delle due fasi in contatto per P e 7 assegnati 
(cioè ne determinano le concentrazioni che possono ovviamente 
essere diverse nelle due fasi). I punti che si trovano su questa retta 
tra due punti di intersezione sono degli stati in cui il corpo omoge- 
neo è instabile e in cui si ha quindi la separazione in due fasi (rap- 
presentate dai punti di intersezione). 

Più avanti rappresenteremo diagrammi bidimensionali riportando 
sugli assi coordinati P e x oppure 7 e «; si possono tracciare in tali 
coordinate le linee di intersezione della superficie di equilibrio con 
i piani di temperatura o di pressione costanti. Chiameremo queste 
linee curve di equilibrio. 

Consideriamo i punti della curva di equilibrio in cui le concen- 
trazioni delle due fasi sono uguali. Sono possibili allora due casi: 
4) in un tale punto tutte le altre proprietà 


delle due fasi sono anche uguali, cioè le due sr 

fasi diventano identiche; 2) in un tale 

punto continuano ad esistere due fasi dif- K 
ferenti. Nel primo caso il punto si dice 

critico e nel secondo caso lo chiameremo pun- 


to di concentrazioni uguali. 

Nell’intorno del punto critico la curva 
di equilibrio ha la forma rappresentata nel- 
la fig. 20 o una forma analoga in cui il | 
punto critico X è un punto di minimo Fig. 20 
(sull'asse delle ascisse si porta x e sul- 
l’asse delle ordinate P o 7: la curva è allora l’intersezione della 
superficie di equilibrio con i piani rispettivamente di temperatura 
costante o di pressione costante). I punti che si trovano all’interno 
di questa curva (nel dominio tratteggiato) rappresentano un dominio 
di stati in cui avviene la separazione in due fasi; le concentrazioni 
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in queste fasi sono determinate dai punti di intersezione della curva 
con l’orizzontale corrispondente. Le due fasi si fondono nel punto K. 
Tra i due punti qualsiasi si può effettuare una transizione continua 
per ogni cammino passante fuori del dominio tratteggiato e aggi- 
rante il punto critico. 

Come si vede dalla fig. 20, nell’intorno del punto critico esistono 
‘stati in cui due fasi con concentrazioni arbitrariamente vicine x 
ed x--+ òz si trovano in mutuo equilibrio. Per fasi simili la condi- 
zione di equilibrio ha la forma 


u(P, 7, x) = u (2, T,x+4 dr) 


ove | è il potenziale chimico di una delle sostanze della miscela. 
Di qui si vede (cfr. $ 83) che nel punto critico deve essere verificata 
la condizione 


(2) =0. (97,4) 


dr P,T 


. Questa condizione è identica alla (96,8); pertanto le due defi- 
nizioni del punto critico (qui e al $ 96) sono equivalenti. Osserviamo 
che nella (97,1) si intende con y il potenziale chimico di qualsiasi 
sostanza che fa parte della miscela. Tuttavia le due condizioni che 
si ottengono prendendo nella (97,1) l’uno o l’altro potenziale chimico 
sono di fatto equivalenti e si può facilmente convincersene osservando 
che ciascuno dei potenziali chimici è la 
derivata di © rispetto al numero di' parti- 
celle corrispondente e che D è una funzione 
omogenea di primo grado dei due numeri 
di particelle. 

I punti critici formano evidentemente 
una certa linea sulla superficie di equili- 
brio. 

Nell’intorno del punto di concentrazioni 
uguali le curve di equilibrio devono avere 
la forma rappresentata nella fig. 21 (o una 

Fig. 241 forma analoga ove il punto di concentrazio- 

ni uguali X è un punto di minimo). Le due 

curve sono tangenti nel punto di massimo (o di minimo). Il do- 

minio compreso tra le due curve è la regione di separazione in 

fasi. Le concentrazioni nel punto KX di due fasi in mutuo equilibrio 

diventano uguali, ma le fasi continuano ad esistere come diverse. 

Infatti si può passare da uno dei punti coincidenti in X all’altro 

attraversando la regione di separazione in due fasi. Cosi come i 

punti critici, i punti di concentrazioni uguali appartengono a una 
certa curva sulla superficie di equilibrio. 
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Studiamo ora le proprietà delle curve di equilibrio per piccole 
concentrazioni (cioò quando una delle sostanze della miscela è 
in quantità notevolmente minore dell’altra; x è vicino a zero o a uno). 

È stato mostrato al $ 89 che per piccole concentrazioni (solu- 
zioni deboli) la differenza tra le temperature di equilibrio delle fasi 
delle soluzioni e della sostanza pura (per una stessa pressione) è 
proporzionale alla differenza tra le concentrazioni delle due fasi. 
Lo stesso per quanto si riferisce alla differenza tra le pressioni per 
una stessa temperatura. Inoltre, è stato mostrato al $ 90 (sempre per 
piccole concentrazioni) che il rapporto tra le concentrazioni delle 
dve fasi dipende solo da P e 7, e pertanto si può ritenere costante 
questo rapporto nell’intorno di a = 0. 

Da tutto quanto detto segue che per piccole concentrazioni le 
curve di equilibrio hanno la forma rappresentata nella fig. 22, cioè 


PT 


X 


Fig. 22 Fig. 23 


sono composte di due rette intersecantisi sull’asse delle ordinate 
(o una forma analoga quando le rette sono dirette verso l'alto). 
La regione compresa tra le due rette è la regione di separazione in 
fasi. Le regioni sopra e sotto le due rette sono le regioni dell’una e 
dell’altra fase. 

È stato detto all’inizio di questo paragrafo che il sistema di due 
componenti può essere composto di tre fasi in contatto. Nell’intorno 
del punto triplo le curve di equilibrio hanno la forma rappresentata 
nella fig. 23. In equilibrio tutte e tre le fasi hanno le stesse pressione 
e temperatura. Pertanto i punti A, B, C che ne determinano le con- 
centrazioni si trovano su una stessa retta parallela all’asse delle 
ascisse. Il punto 4, che determina la concentrazione della prima 
fase nel punto triplo, è il punto di intersezione delle curve di equi- 
librio 72 e 713 della prima fase con la seconda e della prima con la 
terza. Analogamente i punti B e C sono le intersezioni delle curve di 
equilibrio 72 e 23 della prima fase con la seconda e della seconda con 
la terza (il punto £) e delle curve di equilibrio 23 e 73 della seconda 
fase con la terza e della prima con la terza (il punto C). I punti 4, 
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B, C sono ovviamente i punti di intersezione del piano P = costante 
oppure 7 = costante con le tre linee sulla superficie di equilibrio; 
tra queste linee chiameremo linea dei punti tripli o linea a tre fasi 
quella che corrisponde al punto B. Le regioni /, ZI, III rappresenta- 
no gli stati delle diverse fasi: la prima, la seconda e la terza. La re- 
gione compresa tra le due curve 13 sotto la retta ABC è la regione 
di separazione nella prima e nella terza fase, e la regione compresa 
tra le due curve 72 e tra le due curve 23 (sopra ABC) è rispettiva- 
mente la regione di separazione nella prima e nella seconda fase, 
nella seconda e nella terza. La regione Z7 deve evidentemente essere 
disposta interamente sopra ABC (o interamente sotto ABC). Nei 
punti A, BeC le curve 72, 13 e 23 si intersecano in generale sotto 


Fig. 24 Fig. 25 


certi angoli e non si passa dall’una all’altra in modo continuo. Le dire- 
zioni delle curve 72, 13, 23 non devono ovviamente essere necessa- 
riamente quelle rappresentate nella fig. 23. È importante solo che 
le curve 12 e 23 e le curve /3 giacciano dall’una e dall'altra parte 
della retta ABC. 

Se proiettiamo una delle curve singolari della superficie di equi- 
librio studiate sul piano P, 7, una tale proiezione divide questo 
piano in due parti. Nel caso della curva critica su una di queste parti 
verranno proiettati i punti corrispondenti a due diverse fasi e i punti 
corrispondenti alla separazione in queste due fasi. Quanto all’altra 
parte del piano P, 7, su di essa verranno proiettati i punti che rap- 
presentano gli stati omogenei e in nessuno di questi punti avviene 
la separazione in due fasi. La curva tratteggiata nella fig. 24 rappre- 
senta la proiezione della curva critica sul piano P, 7. Le lettere a 
e b esprimono due fasi. Il simbolo a-d significa che su questa parte 
del piano si proiettano gli stati di due fasi e gli stati in cui queste 
due fasi sono in mutuo equilibrio. Il simbolo ad indica una fase 
in cui le fasi a e d si fondono sopra i punti critici. 

Analogamente la proiezione della curva a tre fasi divide anche 
il piano P, 7 in due parti. La fig. 25 rappresenta i punti che si pro- 
iettano su queste parti. Il simbolo a-b-c significa che vi si proiettano 
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i punti che rappresentano gli stati delle fasi 4, db, c e gli stati in 
cui avviene la separazione in fasi a e Do dec. 

La fig. 26 rappresenta la stessa proiezione per la curva dei punti 
di uguali concentrazioni, e la fig. 27 per la curva di equilibrio delle 
fasi della sostanza pura (cioè dei punti z = 0 oppure x = 1); questa 
ultima si trova evidentemente sul piano P, 7. La lettera db nella fig. 27 
significa che su questa parte del piano vengono proiettati i punti 
corrispondenti agli stati solo della fase b. Conveniamo di indicare 


Fig. 26 Fig. 27 


con la lettera d nei simboli a-b, a-b-c la fase di concentrazione mag- 
giore di quella di a e con la lettera c la fase di concentrazione mag- 
giore di quella di bd). 

È da notare che i quattro tipi di punti singolari delle curve di 
equilibrio (punto triplo, punto di concentrazioni uguali, punto 
critico e quello di sostanza pura) rappresentano quattro tipi possibili 
di massimo (o di minimo) di queste curve. 

Se una delle fasi ha sempre (cioè indipendentemente da P e 7) 
una stessa composizione, le curve di equilibrio nell’intorno dei 
punti studiati diventano più semplici. Tali fasi sono un composto 
chimico delle due componenti o le fasi della sostanza pura, cioè 
fasi aventi sempre la concentrazione x = 0 (o x = 1). 0 

Consideriamo l’andamento delle curve in presenza di fasi di 
composizione costante nell’intorno dei punti in cui si interrompono 
le curve corrispondenti a queste fasi. È evidente che tali punti devono 
essere dei punti di massimo o di minimo delle curve di equilibrio 
e quindi si riferiscono ai tipi di punti studiati in questo paragrafo. 

Se la fase di composizione costante è la fase della sostanza pura 
di concentrazione x = 0, la curva corrispondente coincide con l’asse 
PoTe può interrompersi in un punto del tipo rappresentato nella 
fig. 28. Questa figura rappresenta il tipo della curva di equilibrio 
nell’intorno di un tale punto; una delle rette nella fig. 22 coincide 
con l’asse delle ordinate. 


1) Sottolineiamo a scanso di equivoci che la notazione a-b-c nel caso delle 
cu ve di uguali concentrazioni (a differenza del caso della curva a tre fasi) ha 
in un certo senso carattere convenzionale: le lettere a e c indicano qui degli 
stati che di fatto non sono due fasi diverse, poiché essendo in contatto esse 
non coesistono mai contemporaneamente. 
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Se una delle fasi rappresenta una combinazione chimica di deter- 
minata composizione, nell'intorno del punto di uguali concentrazioni 
la curva di equilibrio assume la forma rappresentata nella fig. 29, 
cioè la regione interna della fig. 24 si trasforma in una verticale. 
La zona tratteggiata da una e dall’altra parte è la regione di separa- 
zione in fasi, una delle quali è una combinazione chimica la cui 
composizione è determinata da questa retta. Nel punto di massimo 
la curva non ha rottura (così come nella fig. 21). 

RT 
RT 


x 
Fig. 28 Fig. 29 Fig. 30 


Analogamente nell’intorno del punto triplo le curve di equili- 
brio assumono la forma rappresentata nella fig. 30. La fase, è una 
combinazione chimica, è rappresentata dalla verticale nella quale 
si trasforma nel caso considerato il dominio // nella fig. 23. 


$ 98. Esempi di diagrammi di stato 


In questo paragrafo daremo i tipi principali di curve di equili- 
brio; a differenza del paragrafo precedente, ne studieremo la forma 
non soltanto nell'intorno dei punti singolari ma anche nel loro in- 
sieme. Queste curve (che si chiamano anche diagrammi di stato) 
possono avere la forma più svariata che, nella maggioranza dei casì, 
si riconduce però a uno dei tipi dati sotto o ne è una combinazione. 
Le parti tratteggiate in tutti questi diagrammi sono sempre domini 
di separazione in fasi e quelle non tratteggiate domini di stati omo- 
genei. I punti di intersezione delle rette orizzontali con le curve che 
delimitano i domini di separazione in fasi determinano la composi- 
zione delle fasi in cui il dominio è stato separato (con P e 7 dati). 
Le quantità relative delle due fasi sono definite allora dalla stessa 
« legge della leva » di cui si è parlato al $ 81. 

Per fissare le idee, parleremo dei diagrammi 7, x; gli stessi tipi 
di diagrammi sono possibili anche in coordinate P, x. La concentra- 
zione x è posta sull’asse delle ascisse e varia da 0 a 1. 

1. Abbiamo due fasi; ciascuna di esse può avere una concentra- 
zione qualsiasi (cioè le due componenti delle due fasi sono mescolate 
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in proporzioni arbitrarie). Nel caso più semplice in cui le curve non 
hanno né massimi né minimi (tranne i punti di sostanza pura), il 
diagramma di stato ha la forma rappresentata nella fig. 31 (il cosid- 
detto sigaro). 

Supponiamo che una delle fasi sia il liquido (zona sottostante il 
sigaro) e l’altra il vapore (zona soprastante il sigaro); in questo caso, 
la curva superiore del sigaro si chiama curva di condensazione e 
quella inferiore curva dei punti di ebollizione!). 

Riscaldando una miscela liquida di determinata composizione, 
ad una temperatura determinata dall’intersezione della retta ver- 
titale AD (corrispondente alla con- 
centrazione data) con la curva 
inferiore del sigaro (punto 2) il 
liquido comincerà a bollire. Allora 
si forma il vapore la cui composi- 
zione è determinata dal punto C, 
vale a dire che esso ha concentra- 
zione minore di quella del liquido. 
La concentrazione del liquido re- 
stante aumenterà, evidentemente, 
e quindi si eleverà il suo punto di 
ebollizione. Con un riscaldamento 
ulteriore il punto rappresentante lo 
stato della fase liquida si spo- 
sterà verso l’alto lungo la curva 
inferiore e il punto rappresentante 
il vapore si sposterà verso l’alto lungo la curva superiore. L'ebol- 
lizione terminerà a temperature diverse a seconda del modo in cui 
prosegue il processo. Se l'ebollizione avviene in un recipiente chiuso, 
in modo che tutto il vapore formato resti sempre a contatto con il 
liquido, è evidente che il liquido evaporerà completamente a una 
temperatura per cui la concentrazione del vapore è pari alla con- 
centrazione iniziale del liquido (punto D). In questo caso, quindi, 
l’inizio e la fine dell’ebollizione avvengono a temperature deter- 
minate dall’intersezione della retta verticale AD con le curve infe- 
riore e superiore del sigaro. Se invece il vapore si allontana sempre 
(ebollizione in un recipiente aperto), allora, ad ogni istante, si trova 
in equilibrio con il liquido solo il vapore appena formatosi. È evi- 
dente allora che l’ebollizione terminerà nel punto G di ebollizione 
della sostanza pura in cui la composizione del liquido e del vapore è 
la stessa. In modo analogo avviene anche la condensazione del 
vapore. 


Fig. 31 


1) Le leggi di ebollizione e di condensazione delle miscele liquide sono 
state stabilite da D. P. Konovalov (1884). 
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Una situazione assolutamente analoga si presenta nel caso in 
cui le due fasi sono il liquido (zona sopra il sigaro) e il solido (zona 
sotto il sigaro). 

2. Le due componenti sono mescolate nelle due fasi in propor- 
zioni arbitrarie (come nel caso precedente), ma esiste un punto di 
uguali concentrazioni. Il diagramma di stato ha allora la forma rap- 
presentata nella fig. 32 (o forma analoga con un minimo). Nel punto 
di uguali concentrazioni le due curve hanno un massimo o un minimo 
e sono tangenti l'una all’altra. 

Il passaggio da una fase all’altra accade in modo analogo a quello 
descritto nel caso precedente con la sola differenza che il processo 
può terminare (se una delle fasi si allontana sempre, per esempio, 


Fig. 32 Fig. 33 Fig. 34 


quando un liquido bolle in un-recipiente aperto) non solo nel punto 
di sostanza pura, ma anche in quello di uguali concentrazioni. Per 
una composizione corrispondente a questo punto, la transizione av- 
viene completamente a una stessa temperatura!). 

3. Abbiamo due fasi, liquido e gas, in cui le due componenti sono 
mescolate arbitrariamente e si ha un punto critico. Il diagramma di 
stato è rappresentato nella fig. 33 (K è il punto critico). La zona a 
destra della curva corrisponde agli stati liquidi, e la zona a sinistra 
agli stati gassosi. È però da ricordare che in presenza di un punto 
critico si può distinguere, a rigore, le fasi liquida e gassosa soltanto 
nel caso in cui tutte e due si trovano in mutuo equilibrio. 

Il diagramma del tipo in esame conduce al curioso fenomeno se- 
guente. Se un liquido, la cui composizione è rappresentata dalla 
retta AC (passante a destra del punto XK), è riscaldato in un reci- 
piente chiuso, dopo l’inizio dell’ebollizione (nel punto 8) con un 
riscaldamento ulteriore la quantità di vapore aumenterà gradual- 


1) La miscela corrispondente al punto di uguali concentrazioni si dice anche 
miscela azeotropica. 
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mente, ma, a partire da un determinato istante, comincerà di nuovo 
a diminuire finché il vapore non sparirà completamente nel punto C 
(cosiddetta condensazione retrograda). 

4.IÌ due liquidi non si mescolano in tutte le proporzioni. Il dia- 
gramma di stato è rappresentato nella fig. 34. A temperature supe- 
riori alla temperatura del punto critico X le componenti si mescolano 
in proporzioni arbitrarie. Sotto questa temperatura le componenti 
non si mescolano nelle proporzioni rappresentate dai punti interni 
della zona tratteggiata. In questa zona avviene una separazione in 
due miscele liquide le cui concentrazioni sono determinate dai punti 
di intersezione della retta orizzontale corrispondente con la curva 
di equilibrio. Sono possibili diagrammi analoghi in cui il punto XK 


Fig. 35 Fig. 36 


è il punto del minimo, ed anche diagrammi in cui ci sono due punti 
critici: superiore ed inferiore, cosicché la zona di separazione in 
due fasi (due soluzioni) è limitata da- un curva chiusa. 

o. Nello stato liquido (o gassoso) le due componenti si mescolano 
in proporzioni arbitrarie, nello stato solido (o liquido) in ‘propor- 
zioni non arbitrarie (miscibilità limitata). In questo caso esiste un 
punto triplo. A seconda che la temperatura del punto triplo si trovi 
sotto le temperature di equilibrio delle fasi delle componenti pure 
(i punti A e C) o fra di esse (è evidente che non può trovarsi anche 
sopra queste temperature se supponiamo che nella fase superiore 
le componenti si mescolano arbitrariamente) i diagrammi di stato 
hanno le forme rappresentate nelle figure 35 e 36. Supponiamo, per 
esempio, che la fase di miscibilità illimitata sia un liquido e quella 
di miscibilità limitata un solido. La zona sopra la curva ABC (fig. 35) 
o ADC (fig. 36) è la zona di stati liquidi; le zone che si trovano dal- 
l'una e dall'altra parte di ADF e CEG (fig. 35) o di ABF e CEG 
(fig. 36) sono le zone di fasi solide omogenee (soluzioni solide). 
Nel punto triplo (la cui temperatura è determinata dalla retta DBE) 
si trovano in equilibrio il liquido e le due soluzioni solide di con- 
centrazioni diverse. Il punto B della fig. 35 è detto punto eutettico. 
Una miscela liquida corrispondente a questo punto gela completa- 
mente a questa concentrazione (mentre per, altre concentrazioni 
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sublima la miscela solida, la cui concentrazione è diversa da quella 
del liquido). Le zone ADB e CBE (fig. 35) e le zone ADB e CDE 
(fig. 36) corrispondono alla separazione in fase liquida e in una delle 
fasi solide; le zone DEGF (fig. 35) e BEGF (fig. 36) corrispondono 
alla separazione in due fasi solide. 

Se nel caso del diagramma del tipo della fig. 35 le componenti 
nello stato solido non si mescolano affatto, il diagramma di stato 
diventa quello rappresentato nella fig. 37. Nelle zone tratteggiate 
sopra la retta ABC si trovano in equilibrio la fase liquida mescolata 
con la fase solida di una delle sostanze pure, e sotto ABC le fasi 


Fig. 37. Fig. 38 


solide delle due sostanze pure. Al diminuire della temperatura della 
miscela liquida l’una o l’altra delle sostanze pure passa in subli- 
mazione a seconda che la concentrazione del liquido si trovi a sinistra 
o a destra del punto eutettico. Con una diminuzione ulteriore della 
temperatura la composizione del liquido varia lungo la curva DB 
o EB, e il liquido gela completamente nel punto eutettico B. 

6. Nello stato liquido, le due componenti si mescolano in pro- 
porzioni arbitrarie. Nello stato solido, invece, le componenti non 
si mescolano affatto, ma formano una combinazione chimica di 
determinata composizione. Il diagramma di stato è rappresentato 
nella fig. 38. La retta DE determina la composizione del composto 
chimico. Esistono due punti tripli, B e G, in cui si trovano in equi- 
librio la fase liquida, il composto chimico solido e la fase solida 
di una delle componenti pure. Fra i punti B e G si trova il punto D 
di uguali concentrazioni (cfr. la fig. 29). É facile vedere dove e in 
quali fasi avviene la separazione: nella zona DBE nella fase liquida 
e nel composto chimico solido, sotto la retta CBE nel composto chi- 
mico e in una delle sostanze solide pure, ecc. Il congelamento del 
liquido si arresta in uno dei punti eutettici, G e B, a seconda che la 
concentrazione del liquido si trovi a destra o a sinistra della retta DE. 

7. Nello stato liquide le due componenti si mescolano in pro- 
porzioni arbitrarie, e nello stato solido non si mescolano affatto, 
ma formano un composto chimico che si decompone però a una certa 
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temperatura, prima che inizi la fusione. La retta che determina la 
composizione di questo composto non può arrestarsi, cosî come nel 
caso precedente, nel punto di uguali concentrazioni, poiché non 
arriva al punto di fusione. Pertanto essa può arrestarsi in un punto 
triplo del tipo rappresentato nella fig. 30 del $ 97 (il punto A nella 
fig. 39). Nella fig. 39 che rappresenta la forma possibile del diagram- 


Fig. 39 Fig. 40 


ma di stato per questo caso, è facile vedere in quali fasi avviene la 
separazione nei diversi punti della zona tratteggiata. 

8. Nello stato solido le componenti non si mescolano affatto, e in 
quello liquido si mescolano non in tutte le proporzioni. In questo 
caso, esistono due punti tripli in cui si trovano in equilibrio il liquido 
con le due sostanze solide pure (il punto 8 della fig. 40) e una delle 
sostanze pure con le due fasi mescolate liquide di diverse concentra- 
zioni (il punto D). Le zone non tratteggiate sopra ABC e sopra DE 
rappresentano gli stati liquidi con diverse concentrazioni; la zona 
tratteggiata sopra CD è la zona di separazione in due fasi liquide; 
la zona DEF corrisponde alla separazione in liquido e in una delle 
sostanze solide pure, ecc, 


$ 99. Intersezione delle curve singolari della superficie 
di equilibrio 


Le curve di quattro tipi studiate al $ 97 (critiche, a tre fasi, di 
uguali concentrazioni e di sostanza pura) si trovano tutte su una 
stessa superficie (superficie di equilibrio). Pertanto, in generale, 
esse si intersecano le une con le altre. Diamo alcune proprietà dei 
punti di intersezione di queste curve. 

Si può mostrare che due curve critiche non possono intersecarsi. 
Non è possibile neanche l’intersezione di due curve di uguali con- 
centrazioni. Non ci soffermiamo qui sulla dimostrazione di queste 
affermazioni. 

Elenchiamo ora (sempre senza dimostrazione) le proprietà degli 
altri punti di intersezione. Tutte queste proprietà derivano quasi 
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immediatamente dalle proprietà generali delle curve di equilibrio 
studiate al $ 97. Rappresenteremo nelle figure le proiezioni delle 
curve intersecantisi sul piano P, 7 (vedi $ 97). È ovvio che la loro 
forma è arbitraria. La linea punteggiata corrisponde sempre alla 
curva critica, la linea continua alla curva di equilibrio delle fasi 
della sostanza pura, la linea tratteggiata alla curva di uguali con- 
centrazioni e, infine, la linea a trattini e puntini alla curva a tre 
fasi. Le notazioni letterali hanno lo stesso significato che nelle 
figure 24-27 del $ 97. 

La curva critica e la curva di sostanza pura (fig. 41,0) si arrestano 
nel loro punto di intersezione. Lo stesso avviene con la curva critica 
e la curva a tre fasi intersecantisi (fig. 41,5). Quando si intersecano 
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la curva di sostanza pura e la curva di uguali concentrazioni, si 
arresta soltanto questa ultima (fig. 41,c). In questo caso, le due curve 
sono tangenti nel punto di intersezione. Lo stesso si verifica nel 
punto di intersezione della curva di uguali concentrazioni con la 
curva critica (fig. 41,d) e con la curva a tre fasi (fig. 44,e). In questi 
due casi la curva di uguali concentrazioni si arresta nel punto di 
intersezione in cui le due curve sono tangenti. 

Il punto di intersezione della curva a tre fasi (fig. 41,f) è il 
punto quadruplo, cioè il punto di equilibrio mutuo delle quattro 
fasi. Al punto di intersezione convergono quattro curve a tre 
fasi corrispondenti all'equilibrio fra ciascuna delle quattro fasi a tre 
a tre. 

. Infine, il punto di intersezione della curva di sostanza pura con 
la curva a tre fasi (fig. 41,g) deve essere, evidentemente, il punto 
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di intersezione della curva a tre fasi contemporaneamente con tutte. 
e tre le curve di equilibrio delle fasi di sostanza pura (corrispondenti 
all'equilibrio fra ogni due delle tre fasi di sostanza pura). 


$ 100. Gas e liquido 


Consideriamo ora in dettaglio l'equilibrio delle fasi liquide e 
gassose composte di due componenti. 

A temperature sufficientemente alte (quando 7 è grande rispetto 
all’energia di interazione media fra le molecole) tutte le sostanze 
si mescolano in proporzioni arbitrarie. Poiché, d'altra parte, a queste 
temperature la sostanza è gassosa, si può dire che tutte le sostanze 
nella fase gassosa si mescolano in proporzioni arbitrarie (in pre- 
senza però delle curve critiche, quando la differenza fra il liquido e 
il gas diventa convenzionale in un certo senso, diventa convenzionale 
anche questa formulazione). 

Nello stato liquido, invece, alcune sostanze si mescolano in pro- 
porzioni arbitrarie, e le altre non in tutte le proporzioni (liquidi con 
miscibilità limitata). | 

Nel primo caso in cui le componenti si mescolano in proporzioni 
arbitrarie in entrambe le fasi, i diagrammi di stato non hanno punti 
tripli, poiché il sistema non può avere più di due fasi (tutti gli stati 
liquidi sono una sola fase, lo stesso si riferisce agli stati gassosi). 
Consideriamo la proiezione delle curve singolari della superficie di 
equilibrio sul piano P, 7. Abbiamo due curve di equilibrio delle 
fasi di sostanza pura (cioè per le concentrazioni nelle due fasi x =. 
= 00 x = 1). Una di queste curve si trova essa stessa nel piano P, 
T, mentre l’altra in un piano parallelo, cosicché la sua proiezione è 
identica a se stessa. Ciascuna di queste curve si arresta in un certo. 
punto che è il punto critico per le fasi della sostanza pura corri- 
spondente. In questi punti inizia e si arresta la curva critica (nel 
punto di intersezione della curva critica con la curva di sostanza 
pura si arrestano tutte e due; vedi $ 99). Quindi, la proiezione di tutte 
queste curve sul piano P, 7 ha la forma rappresentata nella fig. 42 
{le notazioni sono le stesse che nei $$ 97, 99). Le lettere d e g hanno 
lo stesso significato che le lettere a, d, c nelle figure dei $$ 97, 99; 
d è il gas, e g il liquido; sulle zone d e g si proiettano gli stati gassosi 
e liquidi, sulla zona d-g sia gli uni che gli altri, nonché gli stati in 
cui avviene la separazione in liquido e in gas; sopra la curva critica 
la distinzione fra liquido e gas non esiste. 

Se inoltre esiste ancora la curva di uguali concentrazioni la 
proiezione sul piano P, 7 ha la forma rappresentata nella fig. 43. 
La proiezione delle curve di uguali concentrazioni si trova sopra la 
linea che congiunge l’origine 0 con B (come nella fig. 43) o sotto OC, 
ma non fra di esse. Solo i punti A, B, C sono punti di intersezione 
delle diverse curve. Il punto D non corrisponde all’intersezione ef- 
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fettiva della curva di sostanza pura con la curva critica ed esiste 
soltanto sulla proiezione. Le lettere g, e g, nella figura corrispondono 
alle fasi liquide di diverse concentrazioni. Sopra la curva di uguali 
concentrazioni esiste la sola fase liquida!). 

Tutte queste proprietà delle proiezioni delle curve singolari sul 
piano P, 7 diventano evidenti considerando i diagrammi di stato 
corrispondenti alle sezioni della superficie di equilibrio con i piani 
delle diverse temperature (o delle pressioni). Cosî, le sezioni cor- 
rispondenti alle pressioni sino alla pressione nel punto 2 e a quelle 
fra i punti A e B nella fig. 42 danno i diagrammi di stato rappresen- 
tati, rispettivamente, nelle figure 31 e 33. Nella fig. 44 sono rap- 
presentate le sezioni per una serie di temperature successive della 


fo, 


Fig. 42 Fig. 43 


fig. 43 (Ta, Ta Tc sono le temperature corrispondenti ai punti A, 
B, C): la zona di separazione in due fasi si « rompe » nel punto di 
uguali concentrazioni e come risultato si formano due punti critici; 
dapprima una e poi l’altra delle zone tratteggiate scompaiono a poco 
a poco contraendosi in un punto sull’asse delle ordinate. Nella 
fig. 45 sono rappresentate per questo stesso caso le sezioni per una 
serie di pressioni successive. 

Se nello stato liquido le due componenti si mescolano in modo 
limitato, esiste allora la curva a tre fasi. Questa curva si arresta in 
un determinato punto intersecandosi con la curva critica che esce 
da questo punto. Nelle figure 46 e 47 sono rappresentati due tipi 
assai diversi di diagrammi (delle proiezioni di P e di 7) che si pos- 
sono verificare in questo caso. Essi differiscono per il fatto che nella 


1) Siccome non ci interessiamo alle fasi solide, su tutti i diagrammi P, 
T tracciamo convenzionalmente le curve uscenti dall'origine delle coordinate 
come se la solidificazione non si producesse. 


. SOLUZIONI 335 


336 CAPITOLO IX 


fig. 46 la proiezione della curva a tre fasi passa sopra le due curve 
di sostanze pure, e nella fig. 47 passa fra di esse (la curva a tre fasi 
non può passare sotto le due curve di sostanze pure, poiché nello 
stato gassoso le due componenti si mescolano in proporzioni arbi- 
trarie). Nei due casi esistono due curve critiche, una delle quali 
va verso le pressioni elevate. | 
Nelle figure 48 e 49 è rappresentata una serie di sezioni succes- 
sive cor i piani P, x e 7, x per il caso rappresentato nella fig. 46. 
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Fig. 49 


Per concludere, sottolineiamo che gli esempi di diagrammi P, 
T studiati in questo paragrafo sono soltanto i più tipici per l’equi- 
librio delle fasi liquide e gassose, ma non esauriscono affatto tutti 
gli altri casi possibili. 


Capitolo X 


REAZIONI CHIMICHE 


$ 101. Condizione di equilibrio chimico 


Una reazione chimica che avviene in una miscela di sostanze 
reagenti conduce alla fine all’istituirsi di uno stato di equilibrio 
in cui la quantità di ciascuna sostanza reagente non cambia più. 
Questo caso di equilibrio termodinamico è detto equilibrio chimico. 
Ogni reazione chimica procede, in generale, nei due versi; prima 
che sia stabilito l'equilibrio, uno dei versi domina sull'altro, e nel- 
l'equilibrio le due reazioni opposte procedono a velocità tali che 
il numero di particelle di ciascuna sostanza reagente resta invariato. 
La termodinamica applicata alle reazioni chimiche ha come oggetto 
di studio soltanto l'equilibrio chimico, ma non il processo stesso 
della reazione che conduce a questo equilibrio. 

E importante che lo stato di equilibrio chimico non dipende dal 
modo (dalle condizioni) in cui la reazione è avvenuta!); esso dipende 
soltanto dalle condizioni in cui si trova allo stato di equilibrio la 
miscela delle sostanze reagenti. Pertanto, nel dedurre le condizioni 
dell’equilibrio chimico, si possono avanzare delle ipotesi qualsiasi 
sul modo in cui è avvenuta la reazione. 

Prima di tutto conveniamo in che modo scriveremo la reazione. 
Come è noto, le reazioni chimiche si scrivono in forma di uguaglian- 
ze simboliche nel seguente modo (raggruppando tutti i termini în 
un solo membro): 


XviA:=0, (401,1) 


dove A; sono i simboli chimici delle sostanze reagenti, e i coeffi- 
cienti v; degli interi positivi o negativi. Per esempio, per la reazione 
2H, + 0, = 2H,0 oppure 2H, + 0, — 2H,0 = 0 i coefficienti 
sono VHg=2, Vo,= 1, VH20 = — 

Supponiamo che la reazione sia avvenuta a temperatura e pressione 
costanti. In tali processi il potenziale termodinamico del siste- 
ma tende a un minimo. Nell’equilibrio, il potenziale D deve quindi 


1) In particolare, esso non dipende dal fatto che la reazione sia avvenuta 
in presenza di catalizzatore o senza. 
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avere il valore più piccolo possibile (per assegnati P e 7). Indi- 
chiamo con N,, Na, ... inumeri di particelle delle diverse sostanze 
reagenti. La condizione necessaria perché ® abbia un minimo si può 
allora scrivere in forma di uguaglianza a zero della derivata totale 
di © (per assegnati Pe 7) rispetto a uno dei numeri N;, per esempio 
rispetto a N, 


dD 00 dN, dD dNg _ 
ON, +3N; dNi * dN3 ani te 


Le variazioni dei numeri N; durante la reazione sono mutuamente 
legate dall’equazione della reazione: è chiaro che se N, varia di v,, 
ciascuno degli altri numeri N; varierà di v;. In altre parole, si può 
serivere dN; = vidNi/v,, ossia dN;/@N, = vilvi. Si può quindi 
riscrivere l'uguaglianza precedente nella forma 


Sellia 
- ON; Vi aa 
U 


Infine, sostituendo e gi U:, otteniamo 


ON; 
2: vip; =0. (101,2) 


Questa è la condizione richiesta di equilibrio chimico. Per scri- 
verla, occorre sostituire nell'equazione della reazione chimica i 
simboli A; con i potenziali chimici corrispondenti p;. Nei casi in 
cui nella miscela sono possibili più reazioni diverse, la condizione 
di equilibrio sarà un sistema di più equazioni della forma (101,2). 
Ciascuna delle equazioni si scrive nel modo indicato in base alle 
equazioni di ciascuna delle reazioni possibili. 

È da notare che la condizione (101,2) conserva la sua forma anche 
nei casi in cui le sostanze reagenti sono distribuite in forma di soluti 
nelle due diverse fasi a contatto. Questo è dovuto al fatto che, nel- 
l'equilibrio, i potenziali chimici di ciascuna sostanza nelle due fasi 
sono uguali in virtù della condizione di equilibrio delle fasi. 


$ 102. Legge di azione di massa 


Applichiamo la condizione generale di equilibrio chimico otte- 
nuta al paragrafo precedente alle reazioni in una miscela gassosa, 
supponendo che il gas si possa considerare come perfetto. 

Il potenziale chimico di ciascuno dei gas che entrano nella mi- 
scela è (vedi $ 93) 

pi = TinPi tx (7), (102,1) 
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dove P, è la pressione parziale dell’i-esimo gas della miscela; P; = 
= c;P. P è qui la pressione totale della miscela, e c; = N;/N la 
concentrazione del gas dato che determiniamo come il rapporto fra 
il numero N; di molecole del gas dato e il numero totale N = DIN; 
di molecole della miscela. 

Ora è facile scrivere la condizione di equilibrio chimico per le 
reazioni in una miscela gassosa. Sostituendo la (102,1) nella (104,2), 
otteniamo | 


Svipi=T divi In Por + di vili =0, 
i ì 


dove P.; sono le pressiori parziali dei gas nell’equilibrio chimico. 
Introducendo la notazione 


_ Zvixi 
Kp(T)=e da (102,2) 
di qui otteniamo 
[1 Pi=Kp(7). (102,3) 


Si può sostituire Py; con Pco;, dove coi è la concentrazione dei gas 
nell’equilibrio chimico; otteniamo allora 


[Jcot — Pi K,(T)=K(P, T). (102,4) 


La grandezza che figura nel secondo membro dell'uguaglianza (102,3) 
o (102,4) è una funzione soltanto della temperatura e della pressione 
e non dipende dalla quantità iniziale dei gas reagenti; questa gran- 
dezza si chiama costante dell’equilibrio chimico, e la legge espressa 
dalle formule (102,3) e (102,4) è la /egge d'azione di massa. | 
La relazione fra la costante di equilibrio della reazione gassosa 


e la pressione è completamente determinata dal fattore PZ": a 
secondo membro dell'uguaglianza (102,4) (se, invece, le quantità 
di sostanze reagenti sono espresse dalle loro pressioni parziali, la 
costante di equilibrio non dipende dalla pressione). Per stabilirne 
la dipendenza dalla temperatura, occorrono altre ipotesi sulle pro- 
prietà dei gas. 

Per esempio, se i gas hanno dei calori specifici costanti, allora 
dal confronto dell'espressione (102,1) con la formula (43.3) per il 
potenziale termodinamico di un tale gas risulta che le funzioni 
Xi: (7) assumono la forma 


X,(T)=e0—tpiTlnT— TU, (102,5) 


207 
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dove cp; è il calore specifico, e &; la costante chimica del gas. Sosti- 
tuendo questa espressione nella (102,2), otteniamo la seguente for- 
mula della costante di equilibrio: 


Kp(T)= eEviTEpivie Dvito:lT, (102,6) 


Essa dipende dalla temperatura essenzialmente secondo una legge 
esponenziale. 

La legge d'azione di massa è valida anche per le reazioni fra i 
soluti se si può considerare debole la soluzione. Infatti, il poten- 
ziale chimico di ciascun soluto ha la forma 


p=Tlnc + (P, 7). (102,7) 


La concentrazione c; è determinata qui come il rapporto fra il numero 
di particelle del soluto dato e il numero di particelle del solvente 
(ci = n;/N). Sostituendo la (102,7) nella condizione di equilibrio 
(101,2), otteniamo allo stesso modo 


[ov =K (2, 7), (102,8) 
dove la costante di equilibrio 
K(P, T)= exp (- UV ) (102,9) 


A differenza delle reazioni gassose, la relazione fra la costante di 
equilibrio e la pressione resta qui indeterminata. 

Se, oltre ai gas o ai soluti, nella reazione entrano altre sostanze 
che sì trovano nella fase condensata pura (cioè non mescolata con 
altre sostanze), per esempio solidi puri, allora la condizione di equi- 
librio riconduce alla legge d'azione di massa. Ma in questo caso, 
dato che il potenziale chimico delle fasi pure dipende soltanto dalla 
pressione e dalla temperatura, a primo membro dell’equazione 
esprimente questa legge non figureranno le quantità delle fasi pure, 
cioè occorre scrivere il prodotto delle concentrazioni dei gas (o dei 
soluti) in modo tale come se i solidi non esistessero. La presenza 
di questi ultimi incide solo sulla dipendenza della costante di equi- 
librio dalla pressione e dalla temperatura. 

Se alla reazione partecipano soltanto i gas e i solidi, allora, poiché 
la pressione dei gas è relativamente piccola, si può considerare il 
potenziale chimico dei solidi non dipendente dalla pressione, e la 
dipendenza della costante di equilibrio dalla pressione resta la stessa 
che nella (102,4). E ovvio che la somma 2; dell’esponente deve 
rappresentare la somma dei coefficienti nell'equazione della reazione 
soltanto, per le sostanze gassose. 

Infine, la legge d'azione di massa è valida anche per reazioni 
nelle soluzioni deboli in cui partecipa, accanto ai soluti, anche il 
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solvente. Infatti, sostituendo nella condizione di equilibrio chimico, 
nel potenziale chimico del solvente si possono omettere termini 
piccoli contenenti la concentrazione, dopo di che il potenziale si 
riduce a una grandezza dipendente soltanto dalla temperatura e 
dalla pressione. Pertanto otterremo di nuovo l'equazione della legge 
d’azione di massa e nel suo primo membro figureranno di nuovo sol- 
tanto le concentrazioni dei soluti reagenti, ma non del solvente. 


PROBLEMI 


4. Trovare il grado di dissociazione di un gas biatomico a temperature 
alte; la molecola del gas è composta di atomi identici e nello stato fondamen- 
tale non ha né spin né momento orbitale. 

Soluzione. Si tratta di una reazione della forma A, = 2A. Indicheremo 
(in questo e negli altri problemi) con gli indici 1 e 2 le grandezze che si riferi- 
scono, rispettivamente, alle componenti atomica (A) e molecolare (A,) della 
miscela. introduciamo il grado di dissociazione come il rapporto a = N/2No 
fra il numero di molecole dissociate N,/2 e il numero totale di molecole N, = 
= Ns + N;/2 (che sarebbe in un gas non dissociativo). In base alla legge d’azio- 
ne di massa (102,3) abbiamo 


Po _Na(N+ No) 1-a? _— 
Pi —— PN° © 4a?P nio); (1) 


da cui 
a=[1-+-4PKp(T))}}. 


La costante di equilibrio Xp si ottiene sostituendo nella (102,6) i valori dei 
calori specifici: cp = 5/2, cp» = 9/2, e costanti chimiche 


tte [e (27)"]. te (47 (2)"] 


(vedi le (45,4), (46,4) e (49,8)), dove m è la massa dell’atomo A, g; il peso sta- 
tistico dello stato fondamentale dell'atomo A (a temperature sufficientemente 
alte si ha gj = (25 + 1) (25 + 1), dove $S, L sono lo spine il momento. 
orbitale dell'atomo 1)). Come risultato troviamo 


3/2 
EL Lu) (2) 
gzom3!27 1/2 


dove & = 2€01 — 80 è l'energia della dissociazione della molecola. 


2. Determinare il calore specifico dello stesso gas biatomico dissociativo. 
Soluzione. Calcoliamo l'entropia del gas come la somma 


semi (egit SEFR) 4 (04 SFR )- 


Kp(T)= 


= Ni (et) + (+) 


(l'entropia di ciascuna componente è espressa mediante il suo potenziale chi- 
mico in base alle (43,6) e (43,3), dopo di che è stata utilizzata l’equazione del- 


1) Vedi la nota alla pag. 346. 
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l'equilibrio ps = 24). Esprimendo N, e N, mediante Ny e a, scrivendo il 
potenziale chimico nella forma 


2a, 
ua =t09+7InP—cpTnT—{7T, dl ri 
e sostituendo i valori di cp; € cps, otteniamo 


1 
T 


S=No |- la &0+5 In T+3-? In TT + costante | : (3) 


dove è stata introdotta di nuovo l’energia della dissociazione &, e la costante 
non dipende dalla LS Der tura e non incide sul calore specifico richiesto Cp = 
= T(9S/2T)p. Partendo dalla (1), calcoliamo la derivata 


(3) ___({_0?)a d ln Kp _ (fa?) a ($ 7) 
P 


2 dT 2T E DI 


(Kp è preso dalla (2)). Derivando ora l'entropia (3), otteniamo finalmente 


co=° [9+a+a(1--08) (+3) ]. 


3. Determinare la relazione che esiste fra la concentrazione dell’idrogeno 
disco vente nel metallo in forma di atomi H e la pressione del gas H, sopra 
il metallo. 

Soluzione. Considerando il processo come la reazione chimica H, = 2H, 
scriviamo la condizione di equilibrio nella forma py, = 2Uy; scriviamo ug, 


come il potenziale chimico del gas perfetto: px, = Tn P + x(7), e py come 
il potenziale chimico del soluto nella soluzione: pi; = 7 Inc + +. Tenendo 
conto che p dipende poco dalla pressione (cfr. $ 90), troviamo che 


c = costante-]/ P. 


$ 103. Calore di reazione 


Una reazione chimica è accompagnata da assorbimento o da ema- 
nazione di calore. Nel primo caso, la reazione è detta endotermica, 
nel secondo caso, esotermica. È chiaro che se una reazione è esotermica, 
la reazione inversa è endotermica, e viceversa. 

L'effetto termico della reazione dipende dalle condizioni in cui 
essa avviene. Pertanto occorre distinguere, per esempio, gli effetti 
termici della reazione che avviene a volume costante o a pressione 
costante (questa differenza è di solito relativamente piccola). 

Come nel calcolo del calore di dissoluzione ($ 91), calcoleremo 
prima il lavoro massimo che può essere ottenuto a seguito della 
reazione chimica. 

Chiameremo «reazione elementare » la reazione fra un insieme 
di molecole determinato dall’equazione della reazione e calcoliamo 
la variazione del potenziale termodinamico della miscela delle so- 
stanze reagenti quando si produce un numero piccolo èn di reazioni 
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elementari; supponiamo allora che la reazione avvenga a temperatura 
e pressione costanti. do 


6D = Tn N, SNi= 2 ON. 


La variazione del numero di molecole SETRICRA sostanza per $n 
reazioni elementari è pari, evidentemente, a èN; = —v:6r. Quindi, 


$0D= — n Di vii. (103,1) 
i 


Come c’era da aspettarsi, nell’equilibrio, 6D/òn si annulla. 

La grandezza (103,1) rappresenta l’espressione generale del lavoro 
minimo che deve essere compiuto perché si producano èr reazioni 
elementari. Al tempo stesso, questo è anche il lavoro massimo che 
può essere ottenuto per mezzo dello stesso numero di reazioni avve- 
nute nel verso opposto. 

Supponiamo prima che la reazione si produca fra i gas. Utiliz» 
zando l’espressione (102,1) per u;, troviamo 


60 = — Bn (Td vn Pi +Ivti) 
i { 


ossia, introducendo la costante di equilibrio, 


60=T6n[— }viln 2, +1nX, (7)]= | 
= Tsn[-Y vw lnc+InK.(P, 7)]. (403,2) 


Per le reazioni nelle soluzioni troviamo in modo analogo, me- 
diante le (102,7) e (102,9), 


60=76n[-Y vi lac +lnK(2, 7)]. (103,3) 
i : 


Il segno della grandezza 8® indica il verso in cui si svolge la 
reazione: poiché @ tende a un minimo, allora per 6D < 0 la rea- 
zione avviene nel verso diretto (cioè « da sinistra a destra » nell'equa- 
zione della reazione chimica); se 6D > 0, ciò significa che nella mi- 
scela data la reazione si produce in realtà nel verso opposto. È da 
notare però che si può determinare il verso della reazione imme- 
diatamente dalla legge d’azione di massa: scriviamo per la miscela 


data il prodotto [] Pi! e confrontiamo con il valore della costante di 
equilibrio della reazione in esame; se, per esempio, risulta che 
{] pri > Kp, questo significa che la reazione avverrà nel verso 
diretto affinché diminuiscano le pressioni parziali delle sostanze 


iniziali (che figurano nell'equazione della reazione con v; positivi) 
e aumentino le pressioni dei prodotti della reazione (per cui v; < 0). 
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Si può determinare anche la quantità di calore assorbito (o ema- 
nato a seconda del segno) sempre per òn reazioni elementari. In 
accordo con la (91,4) questo calore 60, per le reazioni a temperatura 
e pressione costanti è pari a | 


dp = PI na 


Otteniamo per le reazioni fra i gas, sostituendo la (103,2), 


9ln K,(T 
60,= — T? a DT (103,4) 
Analogamente per le soluzioni abbiamo 
80,=— Ton PED (103,5) 


Osserviamo che $0, è semplicemente proporzionale a én e non di- 
pende dai valori delle concentrazioni in un dato istante; pertanto 
queste formule sono applicabili anche per ogni 6r non piccolo. 

Se Qp > 0, cioè se la reazione è endotermica, allora d In K/0T < 
< 0, vale a dire che la costante di equilibrio decresce al crescere 
della temperatura. Viceversa, per la reazione esotermica (Qp < 0) 
la costante di equilibrio cresce al crescere della temperatura. D'altra 
parte, la crescita della costante di equilibrio significa che l’equi- 
librio chimico si sposta nel verso opposto della formazione delle so- 
stanze iniziali (la reazione avviene « da destra a sinistra ») affinché 
aumenti il prodotto [Toti Viceversa, la diminuzione della costante 
di equilibrio significa che l'equilibrio si sposta nel verso della for- 
mazione dei prodotti della reazione. In altre parole, si può formulare 
la seguente regola: il riscaldamento sposta l’equilibrio nel verso del 
processo che avviene in modo endotermico, e il raffreddamento nel 
verso del processo esotermico. Questa regola è in pieno’ accordo con 
il principio di Le'Chatelier. 

Per le reazioni fra i gas presenta interesse anche l’effetto ter- 
mico della reazione che si produce a volume costante (e temperatura 
costante). Questa grandezza $0, è legata semplicemente al calore èQp. 
Infatti, la quantità di calore assorbito in un processo a volume 
costante è pari alla variazione dell'energia del sistema, mentre 60, 
è pari alla variazione della funzione termica. Poiché E = W — PV, 
è chiaro che 


50, = 60, — 8 (PV) 
o, sostituendo PV = TEN; e 6N; = —v;òn, abbiamo 
60, = 80, +7 èn di Vi. (103,6) 
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Infine, determiniamo la variazione del volume di una miscela 
di sostanze reagenti in seguito a una reazione che avviene a pressione 
(e temperatura) costante. Per i gas questo problema è banale: 


v=0N--LinY wr. (103,7) 
i 


In particolare, le reazioni che non cambiano il numero totale di par- 
ticelle (2v; = 0) procedono senza variazione del volume. 
Per le reazioni che si producono nelle soluzioni deboli utiliz- 


ziamo la formula 8V =-5 8® e, sostituendo la (103,3), otteniamo 
sv=Ton PESI. (103,8) 


Quindi, la variazione del volume nella reazione è legata alla 
dipendenza della costante di equilibrio dalla pressione. Analoga- 
mente a quanto detto sopra circa la dipendenza dalla temperatura, 
è facile concludere che l'aumento della pressione favorisce le rea- 
zioni che si accompagnano con una diminuzione del volume (cioè 
sposta nel verso corrispondente lo stato di equilibrio), e la dimi- 
nuzione della pressione favorisce le reazioni che conducono a un 
aumento del volume, il che è sempre in accordo con il principio di 
Le Chatelier. | n 


$ 104. Equilibrio di ionizzazione 


A temperature sufficientemente alte le collisioni fra le particelle 
del gas possono condurre alla loro ionizzazione. La presenza di 
questa ionizzazione termica implica l’istituirsi dell’equilibrio in 
cui determinate parti del numero totale di particelle del gas si tro- 
vano in diversi livelli di ionizzazione. Consideriamo la ionizzazione 
termica di un gas monoatomico; questo caso presenta un interesse 
maggiore in quanto all’inizio della ionizzazione termica le com- 
binazioni chimiche di solito sono già completamente dissociate. 

Dal punto di vista termodinamico, l'equilibrio ionizzato è un 
caso particolare dell'equilibrio chimico, corrispondente alle « rea- 
zioni di ionizzazione » che si producono contemporaneamente e che 
si possono scrivere nella forma 


Ao=A,+ 0, À, = Ag +e,. e 97 (104,1) 
dove il simbolo Ay indica l’atomo neutro, A;, A., ... sonò gli 


atomi una, due volte ionizzati, e- l’elettrone. Applicata a queste 
reazioni la legge d’azione di massa conduce al sistema di equazioni 


4 - PKS(T) (n=1,2,...), (104,2) 


Cne 
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dove cy è la concentrazione di atomi neutri, c,, c,, ... la concentra- 
zione degli ioni di diverse molteplicità, c la concentrazione degli 
elettroni (ciascuna di queste concentrazioni è determinata come il 
rapporto fra il numero di particelle di determinato tipo e il numero 
totale di particelle, compresi gli elettroni). A queste equazioni va 
aggiunta l'equazione esprimente la neutralità elettrica del gas in 
totale: 


c=c + 2c, +39 +... (104,3) 


Il sistema di equazioni (104,2-3) determina le concentrazioni dei 
diversi ioni nell’equilibrio ionizzato. 

Si possono facilmente calcolare le costanti di equilibrio Ky”. 
Tutti i gas partecipanti alle reazioni (gas di atomi neutri, di ioni, 
di elettroni) sono monoatomici e hanno i calori specifici costanti 
cp = 5/2, e le loro costanti chimiche sono 


t=ln [e (VI : 


dove m è la massa della particella del dato gas, g il peso statistico 
del suo stato fondamentale; per gli elettroni g = 2, e per gli atomi 
e gli ioni g = (2L + 1) (25 + 1) (ZL, S sono il momento orbitale 
e lo spin dell’atomo o dello ione)!). Sostituendo questi valori nella 
formula (102,6), otteniamo la seguente espressione delle costanti 
di equilibrio richieste: 


) En- 2r \3/2  R3 In 
Ke (= ft (2) n PF (104,4) 


(M. Saha, 1921), dove m è la massa dell’elettrone, e /n = &on — Eo,n- 
l'energia dell’n-esima ionizzazione (l’n-esimo potenziale ionizzato) 
dell’atomo. | 
Il grado di ionizzazione multipla del gas diventa dell'ordine 
dell’unità quando a misura dell'aumento della temperatura la co- 
stante di equilibrio, XK = PK$” diminuisce e raggiunge l’ordine 
di grandezza uno. È molto importante che, malgrado il carattere 
esponenziale della relazione fra la costante di equilibrio e la tem- 
peratura, questo avviene non per 7 -— /,, ma a temperature molto 
più basse. Questo è dovuto al fatto che il coefficiente del fattore 
esponenziale (/,/7) è piccolo; infatti, la grandezza 
P h2® \3/2 N h? \3/2 
Ca (7) ap (47) 
i) Per le ragioni sotto citate, si può supporre che anche in un gas sostan- 
se ionizzato tutti gli atomi e gli ioni si trovino nello stato fondamen- 
tale. 


Se lo stato fondamentale degli atomi (o degli ioni) ha una struttura fine, 
supponiamo allora che 7 sia grande rispetto agli intervalli di questa struttura. 
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è in generale molto piccola: per 7 — / essa è dell'ordine di grandezza 
del rapporto fra il volume atomico e il volume V/N che si riferisce 
nel gas a un atomo. | 

Quindi, il gas sarà sostanzialmente ionizzato già a temperature 
piccole rispetto all'energia di ionizzazione. Allo stesso tempo il 
numero di atomi eccitati nel gas sarà assai piccolo, poiché l’energia 
di eccitazione dell’atomo è, in generale, dello stesso ordine di gràn- 
dezza dell'energia di ionizzazione. Quando 7 è confrontata con l’ener- 
gia di ionizzazione, il gas è già praticamente ionizzato completa- 
mente. A temperature dell'ordine di grandezza dell'energia di di- 
stacco dell'ultimo elettrone dell'atomo il gas si può ritenere composto 
solo di elettroni e di nuclei nudi. 

L’energia /, ci distacco del primo elettrone è di solito sensibil- 
mente minore delle energie successive /,; pertanto esiste un inter- 
vallo di temperature tale in cui si può supporre che, accanto ad 
atomi neutri, ci siano nel gas degli ioni carichi una volta. Introdu- 
cendo il grado di ionizzazione del gas a come il rapporto fra il numero 
di atomi ionizzati e il numero totale di atomi, avremo 


| A _ 1-a 
STATA» STTEG* 
e l'equazione (104,2) darà (1 — a?)/a? = PK®, da cui 


Pn A 
Vi1+PK® 
il che determina completamente la dipendenza del grado di ioniz- 


zazione dalla pressione e dalla temperatura (nell'intervallo consi- 
derato di temperature). 


(104,5) 


$ 105. Equilibrio rispetto alla formazione di coppie 


A temperature estremamente alte, comparabili con l’energia di 
quiete dell'elettrone mc? 1), le collisioni fra le particelle nella sostan- 
za si possono accompagnare alla formazione di coppie elettroniche 
(di elettroni e positroni); come risultato, il numero stesso di par- 
ticelle diventa una grandezza non assegnata, ma determinata dalle 
condizioni di equilibrio termico. 

La formazione di coppie (e la loro annichilazione) può essere 
considerata dal punto di vista termodinamico come una « reazione 
chimica »: e* + e- = y, dove i simboli e* ed e- sono il positrone e 
l’elettrone, e il simbolo y indica uno o più fotoni. Il potenziale chi- 
mico del gas di fotoni è pari a zero ($ 63). Pertanto la condizione di 


1) L'energia mcì = 0,51-108 eV, cosicché la temperatura mc?/k = 6-10 
gradi. 
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equilibrio relativamente alla formazione di coppie avrà la forma 
u- + p*=0, (105,1) 


‘dove p- e p* sono i potenziali chimici dei gas di elettroni e di posi- 
troni. Sottolineiamo che con py si intende qui l’espressione relati- 
vistica del potenziale chimico che include l’energia di quiete delle 
particelle (cfr. $ 27) partecipante in modo sostanziale al processo 
di formazione di coppie. | 

Già alle temperature 7 - mc? il numero di coppie elettroniche 
formate (per unità di volume) è molto grande rispetto alla densità 
atomica elettronica (vedi la nota alla pag. 348). Pertanto si può 
ritenere con una precisione sufficiente che il numero degli elettroni 
è pari a quello dei positroni. Allora u- = pu*, e la condizione (105,4) 
dà p- = p* = 0, vale a dire che nell’equilibrio i potenziali chimici 
degli elettroni e dei positroni devono essere uguali a zero. 

Gli elettroni e i positroni sono regolati dalla statistica di Fermi; 
pertanto il loro numero si ottiene integrando la distribuzione (56,3) 
con yu = 0: 


RIE ANGRI. < (_p®dp 
N'=N-=G zara i (105,2) 


dove e è dato dall'espressione relativistica e = cV p? + m?c?. 
Per 7 « me* questo numero è esponenzialmente piccolo 
[owexp (—mc?/T)]. In caso contrario, 7 > me?, si può porre e = cp, 

e la formula (105,2) dà 
A V T\3 c 2° dx 
N*=N => (+) FT . 

L’integrale che figura in questa espressione si esprime mediante la 
funzione & (vedi la nota alla pag. 194) e si ottiene!) 

da -_ 360) (7 \8y_ T \3 

N*=N =) V= 0,183 (F) V. (105,3) 

Troviamo allo stesso modo l’energia dei gas di positroni e 

di elettroni 


du VI DE 30 23de (£153 3008 
otel = (4) ex+41 — 120 (hc)3 V. (105,4) 


Questa grandezza costituisce i 7/8 dell'energia dell’irraggiamento 
nero nello stesso volume. 
1) Per T- mc il volume riferito a una coppia formata è — (#i/mc)3, cioè 


il cubo della lunghezza Compton. Questo volume è molto piccolo rispetto alle 
dimensioni atomiche (per esempio, rispetto al cubo del raggio di Bohr (h°/me?)3). 
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PROBLEMA 


Determinare la densità di equilibrio degli elettroni e dei positroni per 
TK me. 

Soluzione. Utilizzando l’espressione (46,1a) del potenziale chimico (alla 
quale va aggiunto mc?), otteniamo 


ni -=4 ( mT Var (-f) 
dif er i 7 }s 


dove n- -/V, n+= N*/V sono le densità degli elettroni e dei positroni. 
Se ny è li densità miao degli elettroni (in assenza di formazione di coppie), 
allora n- = n+ + n e otteniamo 


marne [ + (FP) (PI 
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Nell’esporre i fondamenti della statistica classica consideriamo sin 
dall’inizio la distribuzione statistica per piccole partì dei sistemi 
(sottosistemi) e non per sistemi isolati in blocco. Un tale metodo corri- 
sponde esattamente ai problemi ed agli scopi fondamentali della sta- 
tistica fisica e permette di evitare completamente l’ipotesi ergodica 
e altre che, in realtà, sono qui inessenziali. 

Il gas perfetto è trattato dal punto di vista dei metodi generali come 
un caso particolare. Pertanto non esponiamo il metodo di Boltzmann 
in quanto tale. Di per sé, questo metodo non può essere giustificato 
separatamente: in particolare, è difficile giustificare l'introduzione delle 
probabilità a priori. Quanto all’espressione di Boltzmann per l’entropia 
di un gas perfetto, essa è ricavata dalle formule generali del metodo 
di Gibbs. 

1937-1939 | 
L. Landau, E. Lif$its 


Capitolo XI 


PROPRIETA DELLA MATERIA 
A DENSITÀ MOLTO ALTE 


$ 106. Equazione di stato della materia ad alte densità 


Lo studio delle proprietà della sostanza a densità estremamente 
alte presenta un interesse considerevole. Seguiamo qualitativa- 
mente la variazione di queste proprietà a misura dell'aumento pro- 
gressivo della densità. 

Quando il volume riferito a un atomo diventa minore delle di- 
mensioni atomiche usuali, gli atomi perdono la loro individualità, 
cosicché la sostanza si trasforma in un plasma elettronico-nucleare 
fortemente compresso. Se la temperatura della sostanza non è trop- 
po alta, la componente elettronica di questo plasma rappresenta un 
gas di Fermi degenere. Alla fine del $ 57 è stata data una proprietà 
originale di un tale gas: esso diventa tanto più perfetto quanto più 
alta è la densità. Pertanto, quando la sostanza è sufficientemente 
compressa, il ruolo di interazione fra gli elettroni e i nuclei (e la loro 
interazione reciproca) diventa inessenziale, cosicché si possono uti- 
lizzare le formule di un gas perfetto di Fermi. In accordo con la 
condizione (57,9) questo si produce quando è soddisfatta la disu- 
guaglianza — 


mee? \3 

nd (FE) 2, 
dove n, è la densità del numero di elettroni, m, la massa dell’elet- 
trone, Z un certo numero atomico medio della sostanza. Di qui 
ricaviamo la seguente disuguaglianza per la densità totale della 
massa della sostanza: 

23 È 

e > (3 ) m'Z2 = 20Z? g/cia8, (406,1) 

dove m' è la massa riferita a un elettrone, cosicché si ha p = nem’). 
Quanto al « gas nucleare », grazie alla grande massa del nucleo esso 


1) In tutte le stime numeriche di questo paragrafo si suppone che il peso 
atomico medio della sostanza sia il doppio del suo numero atomico medio, co- 
sicché m' è pari al doppio della massa del nucleone. 

Indichiamo che la temperatura di degenerazione degli elettroni, corrispon- 
dente alla densità della sostanza p- 20Z? g/cmì, è dell’ordine di 10974 gradi. 
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può essere lontano dalla degenerazione, ma il suo contributo, per 
esempio, alla pressione della sostanza è comunque inessenziale ri- 
spetto alla pressione del gas di elettroni. 

Quindi, le grandezze termodinamiche della sostanza nelle con- 
dizioni in esame sono definite dalle formule ricavate nel $ 57 e ap- 
plicate alla componente elettronica. In particolare, per la pressione 
abbiamo!) 


2/3 ga; 
po) DE (ee (106,2) 


5 me\m 


La condizione (106,1) per la densità dà per la pressione la disugua- 
glianza numerica P > 5-105Z!%3 bar. 

In queste formule il gas di elettroni è supposto non relativistico. 
Questo richiede che l'impulso limite di Fermi, pp, sia piccolo ri- 
spetto a mc (vedi $ 61), il che conduce alle disuguaglianze numeriche 


p<K2-109 g/cm3, P«&<40!7 bar. 


Quando la densità e la pressione diventano comparabili ai valori 
indicati, il gas di elettroni diventa relativistico, e se sono soddi- 
sfatte le disuguaglianze inverse, ultrarelativistico. Nell'ultimo caso, 
l'equazione di stato della sostanza sarà data dalla formula (61,4) 
in base alla quale?) 


21/3 4/3 
PE he (4) | (106,3) 

Un aumento ulteriore della densità conduce a degli stati in cui 
risultano vantaggiose dal punto di vista termodinamico le reazioni 
nucleari che consistono nella « cattura » degli elettroni da parte dei 
nuclei (con emissione contemporanea di neutrino). In seguito a questa 
reazione la carica del nucleo diminuisce (restando inalterato il 
suo peso), il che, in generale, implica una diminuzione dell’energia 
di legame del nucleo, cioè una diminuzione del suo difetto di massa. 
Lo svantaggio energetico di un tale processo per densità sufficiente- 
mente grandi della sostanza è compensato largamente da una dimi- 
nuzione dell’energia del gas di elettroni degenere a causa della di- 
minuzione del numero di elettroni. 


1) Numericamente questa formula dà 
P==1,0+1013 (p/4”)?/3 din/em2=1,0-10? (p/4°)9/3 bar, (106,2a) 


dove A' = m'/my è il peso atomico della sostanza riferito a un elettrone (m, è la 
massa del nucleone); p è misurata in g/cm?. 

Delle correzioni alla formula (106, 2) dovute all'interazione coulombiana 
tra le particelle si è parlato al $ 80. 

2) Con le stesse notazioni della (106,2a) 


P==1,2+109(p/A4')*/3 bar. (106,3a) 


352 CAPITOLO X1 I 

È facile scrivere le condizioni termodinamiche che determinano 
‘l’« equilibrio chimico » della suddetta reazione nucleare; scrivia- 
mola nella forma dell'uguaglianza simbolica 


Az+ e = Az-4 +, 


dove A7 è il nucleo di peso A e di carica Z; e- l’elettrone, v il neu- 
trino. Il neutrino non è trattenuto dalla sostanza e abbandona il 
corpo; un tale processo deve condurre al raffreddamento continuo 
del corpo. Pertanto, in queste condizioni, ha senso il considerare 
l'equilibrio termico soltanto ammettendo la temperatura della 
sostanza uguale a zero. Il potenziale chimico del neutrino non deve 
allora entrare nell'equazione di equilibrio. Il potenziale chimico 
dei nuclei è determinato essenzialmente dalla loro energia interna 
che indicheremo con —£,,z (si è soliti chiamare energia di legame 
la grandezza positiva &4,z). Infine, indichiamo con pe (re) il poten- 
ziale chimico del gas di elettroni in funzione della densità rn, del 
numero di particelle di questo gas. La condizione di equilibrio chi- 


mico si scrive allora nella forma —£4,z + Ue (Ne) = —£4,2-1 
ossia, introducendo la notazione €&4, z — &4,2-1 = 
He (Ne) = A. 


Utilizzando la formula (61,2) per il potenziale chimico di un gas 
ultrarelativistico degenere, ne ricaviamo 
A3 
Me = Fra (ch (106,4) 
Quindi, la condizione di equilibrio conduce a un' determinato 

valore costante della densità elettronica. Ciò vuol dire che a un 
aumentare progressivo della densità della sostanza la reazione nu- 
cleare considerata inizierà quando la densità elettronica raggiungerà 
il valore (106,4). Con una compressione ulteriore un numero sempre 
maggiore di nuclei catturerà un elettrone, cosicché il numero gene- 
rale di elettroni diminuirà, ma la loro densità resterà invariata. 
Assieme alla densità elettronica sarà costante anche la pressione 
della sostanza che, come prima, è determinata soprattutto dalla pres- 
sione del gas di elettroni; è precisamente, la sostituzione della (106,4) 
nella (106,3) dà 

| AA | 

P= 5a (Go (106,5) 
Questo si produrrà finché tutti i nuclei non cattureranno un elet- 
trone ciascuno. Ì 

A densità e pressioni ancora maggiori continuerà la cattura ulte- 

riore degli elettroni da parte dei nuclei, che. sarà accompagnata dalla 
diminuzione ulteriore delle cariche dei nuclei. Alla fine, i nuclei 
contenenti troppi neutroni diventeranno instabili e  decadranno. 
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Per la densità p — 3-10! g/cm? (e la pressione P_- 10* bar) i neu- 
troni cominciano a prevalere in numero sugli elettroni, e per p — 
10% g/cm? cominciano già a dominare anche per la pressione da 
essi creata (F. Hund, 1936). Qui inizia il dominio di densità in cui 
la sostanza può di fatto essere considerata come gas di Fermi dege- 
nere di neutroni con una piccola mescolanza di elettroni e di nuclei 
diversi, la cui concentrazione è determinata dalle condizioni di equi- 
librio delle reazioni nucleari corrispondenti. L'equazione di stato 
della sostanza in questo dominio è 


2/3 
p= Sa rr p5/8=5,5-10°95/8 bar, (106,6) 
My 


dove m, è la massa del neutrone. 

Infine, per le densità p “>6-10!5 g/cm? il gas degenere di neutroni 
diventa ultrarelativistico, e l'equazione di stato sarà definita dalla 
formula 


1/3 
PE hic (+) 5 1,2.109p4/3 bar, (106,7) 


Tuttavia è da tener presente che per densità dell'ordine della 
densità della sostanza dei nuclei, le forze nucleari specifiche diven- 
tano importanti (interazione forte fra i nucleoni). In questo dominio 
dei valori della densità la formula (106,7) può avere solo un signi- 
ficato qualitativo. Lo stato attuale delle nostre conoscenze relative 
alle interazioni forti non ci permette di trarre delle conclusioni più 
o meno esatte sullo stato della sostanza per densità che superano 
notevolmente la densità nucleare. Osserviamo soltanto che in questo 
dominio ci si deve aspettare la comparsa accanto ai neutroni anche 
di altre particelle. Poiché le particelle di ciascuna specie riempiono 
una loro serie di stati, la trasformazione dei neutroni in altre par- 
ticelle può risultare vantaggiosa dal punto di vista termodinamico, 
data la diminuzione dell'energia limite della distribuzione di Fermi 
dei neutroni. 


$ 107. Equilibrio di grandi masse 


Consideriamo un corpo di massa molto grande le cui parti sono 
trattenute assieme dalle forze di attrazione gravitazionale. Cono- 
sciamo corpi reali di grande massa in forma di stelle che irraggiano 
incessantemente l’energia ma non si trovano affatto in stato di 
equilibrio termico. Tuttavia, lo studio di un corpo di grande massa 
in equilibrio presenta un interesse di principio. Trascureremo l’in- 
fluenza della temperatura sull’equazione di stato, considereremo 
cioè il corpo a zero assoluto (corpo « freddo »). Poiché nelle condi- 
zioni reali la temperatura della superficie esterna è notevolmente 


23— 264] 


zione differenziale. 
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inferiore a quella interna, lo studio di un corpo con una temperatura 


costante diversa da zero è comunque privo di significato fisico. 
Supporremo poi che il corpo non sia rotante; allora, nell’equi- 
librio, esso avrà una forma sferica e la distribuzione delle densità 
sarà a simmetria centrale. ! 
La distribuzione di equilibrio delle densità del corpo (e delle 
altre grandezze termodinamiche) sarà determinata dalle seguenti 
equazioni. Il potenziale gravitazionale di Newton @ verifica l’equa- 


Aq = 4nGp, 


dove p è la densità della sostanza, G la costante gravitazionale di 
Newton; abbiamo nel caso a simmetria centrale. 


i d dp \ _ 
Inoltre, nell’equilibrio termico deve essere soddisfatta la condizione 
(25,2); nel campo gravitazionale l'energia potenziale della parti- 
cella di massa m' è m'g, cosicché abbiamo 


u + m'@ = costante, | (107,2) 


dove m' è la massa di una particella del corpo, l’indice zero del 
potenziale chimico della sostanza in assenza di campo è omesso, 
per brevità. Esprimendo @ in funzione di u dalla (107,2) e sostituendo 
nell'equazione (107,1), possiamo scrivere questa ultima nella forma 


SFP (PE)= -dam'6p. (107,3) 


‘r3 dr dr 


Quando la massa del corpo gravitante aumenta, è naturale che 
aumenta anche la sua densità media (questo fatto sarà confermato 
dai calcoli che saranno compiuti più avanti). Pertanto, quando la 
massa totale MM è sufficientemente grande, si può, in accordo con 
quanto esposto al paragrafo precedente, considerare la sostanza del 
corpo come gas di Fermi degenere di elettroni, prima non relativi- 
stico e poi, per masse ancora più grandi, relativistico. 

Il potenziale chimico di un gas degenere di elettroni non rela- 
tivistico è legato alla densità gp del corpo dall’uguaglianza 


at _ E. 


(la formula (57,3) nella quale è sostituita p = m'N/V; m' è la massa 
riferita a un elettrone, m. la massa elettronica). Esprimendo di qui p 
in funzione di yu e sostituendo nella (107,3), otteniamo la seguente 
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equazione!): 
27/2 m3l2m 26 


d | 
2 0h di 
I (7 SL) Mp8, A= o 


(107,5) 
Le soluzioni di questa ‘equazione che godono di un significato fisico 
non devono avere singolarità all'origine delle coordinate: u + 
— costante per r + 0. Questa condizione implica automaticamente 
la seguente condizione per la derivata prina: 

| 2-0 per r=0, (107,6) 
come questo risulta immediatamente dall’equazione (107,5). inte- 
grando in dr 


0 


Si può ottenere tutta una serie di risultati importanti appli- 
cando all equazione (107,5) semplici considerazioni dimensionali. 
Le soluzioni dell’equazione (107,5) contengono soltanto due para- 
metri costanti: la costante 4 e, per esempio, il raggio R del corpo 
la cui assegnazione determina univocamente la scelta della solu- 
zione. Si possono formare di queste due grandezze soltanto una gran- 
dezza di dimensione di lunghezza, cioè il raggio stesso A, e una gran- 
dezza di dimensione di energia 1/24 (la costante 4 ha la dimensione 
em-*-erg-4/2). È quindi chiaro che la funzione u (r) deve avere la 
forma 


pm) = S (7). (107,7) 


1) E facile vedere che per un gas elettricamente neutro, composto di elet- 
troni e di nuclei atomici, la condizione di equilibrio può essere scritta nella for- 
ma (107,2) con p come potenziale chimico degli elettroni e con m' come massa 
riferita a un elettrone. Infatti, la deduzione di questa condizione di equilibrio 
($ 25) è legata allo studio del trasporto di una quantità infinitesima della 
sostanza da un posto a un altro. Ma in un gas composto di particelle cariche 
positive e negative, un tale trasporto si deve rappresentare come spostamento 
di una quantità di sostanza neutra (cioè di elettroni e di nuclei presi assieme). 
La separazione délle cariche positive e negative è molto svantaggiosa dal punto 
di vista energetico in quanto conduce alla comparsa di campi elettrici molto 
intensi. Pertanto avremo la condizione di equilibrio nella forma 


Unuc 4 Zbel + (Mauc + Zirte1) Ps 0 


(Z elettroni si riferiscono a un nucleo). Data la grande massa dei nuclei (rispetto 
alla massa degli elettroni), il loro potenziale chimico è molto piccolo rispetto 
a Pel - Trascurando pnuc e dividendo l’equazione per Z, otteniamo 


ber +m'p=0. 
Cosi come al $ 106, nelle stime numeriche in questo paragrafo supporremo 
m' pari al doppio della massa del nucleone (m’ = 2m,). 


23% 
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dove f è una funzione solo del rapporto adimensionale r/R. Poiché 
la densità p è proporzionale a p°/, la distribuzione della densità 
deve avere la forma 
. costante F 
p(r)= R6 F (+) . 

Quindi, al variare delle dimensioni della sfera la: distribuzione 
della densità in essa cambia in modo simile, e la densità in punti 
simili cambia in modo inversamente proporzionale a R°. In parti- 
colare, la densità media della sfera sarà semplicemente inversa- 
mente proporzionale a Rf. | 


R 


eo: 4 
Po Fr 


Quanto alla massa totale M del corpo, essa è quindi inversamente 
proporzionale al cubo del raggio 


1 
Moog. 


Queste due relazioni si possono anche scrivere nella forma 
RoM!, poM?. | (107,8) 


Quindi, le dimensioni di una sfera in equilibrio sono inversamente 
proporzionali alla radice cubica della sua massa totale, e la densità 
media è proporzionale al quadrato della massa. Questo ultimo fatto 
conferma l'ipotesi fatta sopra che la densità di un corpo gravitante 
cresca al crescere della sua massa. | 

Il fatto che una sfera gravitante composta di un!gas di Fermi 
degenere non relativistico possa trovarsi in equilibrio, qualunque 
sia il valore della massa totale M, potrebbe essere dedotto preli- 
minarmente dalle considerazioni qualitative seguenti. L'energia 
cinetica totale delle particelle di un tale gas è proporzionale a N (N/ 
/V)*!3 (vedi la (57,6)) o, che è lo stesso, a M°//R?, e l’energia gra- 
vitazionale del gas è negativa e proporzionale a M°/R. La somma di 
due espressioni di questo tipo può aver un minimo (come funzione 
di R) per ogni M; nel punto di minimo si ha R © M3. 

Sostituendo la (107,7) nella (107,5) e introducendo la variabile 
adimensionale È = r/A, troviamo che la funzione f (È) verifica l’equa- 


zione 


1 df 3/2 | 
#E(4)=-/ | (407,9) 
con le condizioni limite v (0) = 0, f(1) = 0. Questa equazione 
non può essere risolta in forma analitica e deve essere integrata nume- 
ricamente. Indichiamo che 


f (0) = 178,2 e f (1) = —132,4. | 
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Questi valori numerici permettono di determinare facilmente il 
valore della costante MR. Moltiplicando l’equazione (107,1) per 
r°dr e integrando da 0 a AR, otteniamo 


dg | R? du f' (1) 
2 Ct ia elia 
GM n R dr r=R dr r=R m')3R3 L 


da cui : 
MR?=91,9 Fr =2,2-101 (2) © km, (107,10) 


G3m3m'5 m 


dove © = 2-10 g è la massa del Sole. Infine, per il rapporto fra 


la densità al centro p (0) e la densità media p = 3M/4rR* è facile 
trovare 


N 3/2 
DO) SO) 0; (107,11) 


Nella fig. 50. (la curva 27) è rappresentato il grafico del rapporto 
e (r)/p (0) come funzione di r/R*). \ 


INSNERNEZENE 
ONTO 


ca 
_ 
hi: 
i 
ha 
Lal 
Di 
L= 


GI 02 03 Q4 05 06 07 08 0 
Fig. 50 


| 1) Abbiamo visto al paragrafo precedente che si può considerare la sostanza 
come un gas degenere di elettroni non relativistico a densità fp > 20Z? g/cm8. 
Richiedendo che questa disuguaglianza sia soddisfatta per la densità media 
della sfera in esame, si ottiene per la sua massa la condizione 
M > 5-1033Z ©. 


A:quest masse corrispondono dei raggi minori di 5-.104Z-1/3 km. 
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Passiamo ora allo studio dell’equilibrio di una sfera composta 
di un gas degenere di elettroni ultrarelativistico. L'energia cinetica 
totale di un tale gas è proporzionale a N (N/V)!3 (vedi la (61,3)) 
ovvero a M*//R; l’energia gravitazionale è invece proporzionale 
a —M°/R. Quindi, queste due grandezze dipendono da A allo stesso 
modo e la loro somma avrà anche la forma costante: R-1. Ne segue 
che il corpo non può in generale trovarsi in equilibrio: se la costante 
> 0 esso tende a dilatarsi (finché il gas non diventa non relativistico); 
se invece la costante <0, allora R +0 corrisponderà alla diminuzione 
dell'energia totale, cioè il corpo si comprimerà indefinitamente. 
Soltanto nel caso particolare in cui costante = 0, il corpo può tro- 
varsi in equilibrio, e questo equilibrio sarà indifferente alle dimen- 
sioni arbitrarie di AR. 

Queste considerazioni qualitative sono completamente confer- 
mate da un'analisi quantitativa esatta. Il potenziale chimico del 
gas relativistico in esame è legato alla densità (vedi la (61,2)) me- 
diante 


p=(3r0)!* fc (LL), (107,12) 
Al posto dell'equazione (107,5) otteniamo ora 
td (gd _ 46m"? 
+ r)= mM Age.) (107,19) 


Tenendo conto che 7 ha la dimensione erg7?-cm7?, troviamo che 
il potenziale chimico come funzione di r deve avere la forma 


4 r 
n=! (7): | (107,14) 
e la distribuzione della densità | 
costante r 
p(r)= —RY° F (+) i 


Quindi, la densità media sarà ora inversamente proporzionale a R°, 


e la massa totale M > R°p risulta indipendente dalle dimensioni 
della costante 


po > 


+ , M=costante=M,. | (107,15) 
M, è l’unico valore della massa per il quale è possibile l'equilibrio; 
per M > M; il corpo tenderà a comprimersi indefinitamente, e 
per M<My; tenderà a dilatarsi. 

Per il calcolo esatto della « massa critica » M, occorre integrare 
numericamente l'equazione 


Tae) =- #(0)=0, f(1)=0, (107,16) 
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cui soddisfa la funzione f (E) della (107,14). Ora otteniamo 
f (0) = 6,897, f (1) = —2,018. 
Per la massa totale troviamo 


_. p2_0 _ 4) 
cio dr r=R m'VA' 


da cui 


8,1 ( Rie \8/2_ "mn \2 
M=t7 (+) =58 (1) o. (107,17) 
Ponendo m' = 2m,, otteniamo M, = 1,450. Infine, il rapporto 
fra la densità al centro e la densità media risulta uguale a 

e (0) f3 (0) —- 542, 


p Sf (1) 

Nella fig. 50 (la curva 2) è rappresentato il grafico di g (r)/o (0) 
nel caso ultrarelativistico come funzione di r/R*). 

I risultati ottenuti inerenti alla relazione fra la massa e il raggio 
di un corpo sferico « freddo » in equilibrio si possono rappresentare 
in tutto il dominio della variazione di R in forma di un'unica curva 
che determina la relazione M = M (R). Per R grandi (e, rispettiva- 
mente, per densità del corpo piccole) si può considerare il gas di 
elettroni come gas non relativistico, e la funzione M (AR) decresce 
secondo la legge M co R?*. Invece per A sufficientemente piccoli, 
la densità è cosî grande che si verifica il caso ultrarelativistico, e 
la funzione M (RR) assume un valore (pari a M,) quasi costante (per 
essere rigorosi, M (R)> M. per R-+0). Nella fig. 51 è rappre- 
sentata la curva M = M (R) calcolata con m’ = 2m,?). È da richia- 
mare l’attenzione al fatto che il valore limite 1,450 si ottiene soltan- 
to molto progressivamente; questo è dovuto al fatto che la densità 
decresce rapidamente a misura che ci si allontana dal centro del 
corpo; pertanto il gas può essere già ultrarelativistico nei pressi 
del centro e, al tempo stesso, non relativistico in una parte notevole 
del volume del corpo. È da notare anche che la parte iniziale della 
curva (per A troppo piccoli) non ha significato fisico reale. Infatti, 
per i raggi sufficientemente piccoli la densità diventa cosî grande 
che nella sostanza cominciano a prodursi reazioni nucleari. In questo 
caso, la pressione aumenterà più lentamente al crescere della densità 


1) Il problema formale dell’equilibrio di una sfera gassosa gravitante in 
cui la potenza di P dipende da quella di p è stato studiato da R. Emden (1907). 
La conclusione fisica sull’esistenza della massa limite e sul suo valore (107,17) 
è stata tratta da S. Chardrasekhar (19341) e L. D. Landau (1932). 
. 2) La parte intermedia della curva si costruisce integrando numericamente 
l'equazione (107,3) con l'equazione relativistica esatta di stato del gas degenere 
(vedi il problema 3 del $ 61). 
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che 04°, ma per una tale equazione di stato nessun equilibrio, in 
generale, è possibile!). 

Infine, questa curva perde di senso anche per valori troppo grandi 
di R (e per piccoli M); come è stato detto (vedi la nota alla pag. 357), 
in questo dominio è penale l'equazione di stato della sostanza 
che abbiamo utilizzato. È da indicare a questo proposito che esiste 
un limite superiore delle dimensioni che, in generale, può avere 


Fig. si I 


un corpo « freddo ». Infatti, alle grandi dimensioni del corpo cor- 
rispondono sulla curva della fig. 51 le piccole masse e la piccola 
densità della sostanza. Ma per. densità sufficientemente piccole la 
sostanza si troverà in uno stato « atomico » ordinario, e per tem- 
perature basse che ci interessano essa sarà solida. Le dimensioni del 
corpo composto di una tale sostanza diminuiranno, evidentemente, 
a un diminvire ulteriore della sua massa, e non cresceranno come 
nella fig. 51. La curva reale R = AR (M) deve quindi ammettere per 
un determinato valore di M un massimo. | 


1) Se il potenziale chimico è proporzionale a una certa potenza della den- 
sità p © p" (e, rispettivamente, P © p" +), l’energia interna del corpo è pro- 
porzionale a Vp®+, o altrimenti, a Mn+1/R3n. invece l'energia gravitazionale 
è proporzionale, come prima, a —M?/R. È facile vedere che per n < 41/3 la 
somma di queste due espressioni come funzione di R ha un estremo, ma 
questo estremo è un suo massimo e non un minimo. 
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E facile stabilire l'ordine di grandezza del valore massimo del 
raggio osservando che esso deve corrispondere alla densità, per cui 
l’interazione fra gli elettroni e i nuclei diventa importante, cioè per 


po | sic )m'Z? 


(vedi la (106,1)). Utilizzando questa relazione e l'uguaglianza (107,10). 
otteniamo 


a: 2106 —T_ km. (107,18) 


Rox tir 
max G!2emom'Z!!3 m'z1/3 


$ 108. Energia di un grave 


L’energia potenziale gravitazionale É,, di un corpo è data, come 
è noto, dall’integrale 


Ew=3 | 0q dV (108,1) 
esteso a tutto il volume del corpo. Tuttavia, sarà più comodo partire 
da un’altra rappresentazione di questa grandezza, che si può otte- 
nere nel seguente modo. Immaginiamo che il corpo « sia composto » 
a poco a poco di una sostanza « apportata » dall’infinito. Sia M (7) 
la massa della sostanza contenuta all’interno di una sfera di raggio r. 
Supponiamo che la massa M (r) con un determinato r sia già appor-. 
tata dall’infinito; il lavoro necessario per trasportare una massa. 
supplementare dM (r) è pari allora all'energia potenziale di questa 
massa (distribuita a guisa di uno strato sferico di raggio r e di spes- 
sore dr) in un campo di massa M (r), cioè 

GM (r)dM (r)_, 

TO; 


pertanto l’energia gravitazionale totale della sfera di raggio È è 
( 
EC ) Oo. (108,2) 
Derivando la condizione di equilibrio (107,2), otteniamo 
dP , O 
dbm = 0 
(si deve derivare a temperatura costante; (du/0P)r = v è il volume 
riferito a una particella). La derivata —dg/dr è la forza di gravita- 
zione agente sull’unità di massa a una distanza r dal centro; essa è 


pari a —GM (r)/r?. Introducendo anche la densità p = m'/v, otte- 
niamo | 


IM, (108,3) 
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Partendo da qui, esprimiamo GM (r)/r in funzione di dP/dr, 


scriviamo dM (r) = p (r)-4nr® dr e rappresentiamo l’espressione 
(108,2) nella forma 


Integrando ora per parti (e tenendo conto che sul contorno del corpo 
si ha P(R)=0echer*P+0 perr+ 0), otteniamo 


R 
Ex=—12n Prîdr= —3 | PdV. (108,4) 


Quindi, l'energia gravitazionale di un corpo in equilibrio può essere 
espressa nella forma dell’integrale della sua pressione, esteso al 
volume. 

Applichiamo questa formula ai corpi composti di un gas di Fermi 
degenere, studiati al paragrafo precedente. Eseguiarno il calcolo 
nella forma generale, supponendo che il potenziale chimico della 
sostanza sia proporzionale a una determinata potenza della sua 
densità 


u= Kp!/”. (108,9) 

Tenendo conto che du = v dP = me dP, determiniamo la pressione 
K n 

Liteni rari pi+1/ A (103,6) 


Nella condizione di equilibrio (u/m’) + @ = costante, la costante 
a secondo membro dell’uguaglianza è precisamente il potenziale al 
contorno del corpo dove pu si annulla; questo potenziale è pari a 
—GMI/R (M = M (R)è la massa totale del corpo), cosicché possiamo 
scrivere 


Sostituendo questa espressione nell'integrale (108,1) che determina 
l'energia gravitazionale, e utilizzando le formule niiali troviamo 


Fgr= — 357 | updv TR | pav= — DEL | Pav— CIA 


Infine, esprimendo l’integrale a secondo membro dell’uguaglianza 
in funzione di Egr, in accordo con la (108,4), otteniamo 


Fees, (108,7) 
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Quindi, l'energia gravitazionale di un corpo si esprime con una sem- 
plice formula mediante la sua massa totale e il raggio. 

Si può ottenere una formula analoga anche per l'energia termica 
interna £ del corpo. L'energia interna riferita a una particella è 
pari a u — Pv (essendo la temperatura e l'entropia nulle); pertanto 
l'energia riferita all’unità di volume è 


z (u—-Pv)= oi = nP 


(per l’ultima uguaglianza abbiamo utilizzato le (108,5-6)). Pertanto 
l'energia termica interna di tutto il corpo è 


GM? 


j . Rp __N 
E=n\PdV=-3Ee=5"-f (108,8) 
Infine, l'energia totale del corpo è 
3—n GM? 
Evot= E + Egr= —T- so (108,9) 


Per un gas degenere non relativistico abbiamo n = 3/2, cosic- 
ché!) 


6 GM2 3 GM2 . 3 GM2 
Fa= 199 E=7°R Ba=-79G". (408410) 
Nel caso ultrarelativistico abbiamo n = 3, cosicché 
breil. bel 108,41 
(4 sg aa > RR? tot — U. ( ) ) 


In questo caso l’energia totale è nulla in accordo con le considera- 
zioni qualitative circa l'equilibrio di un tale corpo, esposte al para- 
grafo precedente?). 


$ 109. Equilibrio di una sfera neutronica 


Per un corpo di grande massa esistono due possibilità di equi- 
librio. Una di queste possibilità corrisponde allo stato nucleo-elet- 
tronico della sostanza, come è supposto nelle stime numeriche del 
$ 107. L’altra corrisponde allo stato neutronico della sostanza in 
cui quasi tutti gli elettroni sono catturati dai protoni, e si può con- 
siderare la sostanza come un gas di neutroni. Per masse sufficiente- 
mente grandi la seconda possibilità deve comunque essere più van- 


1) Osserviamo che, in questo caso, 2E = —£Egr in accordo con il teorema 
del viriale, noto dalla meccanica e applicato a un sistema di particelle interagen- 
ti secondo la legge di Newton (vedi I, $ 10). 

2) Ricordiamo, a scanso di equivoci, che l’energia relativistica interna £ 
(insieme all'energia Etot nella (108,11)) include anche l’energia di quiete delle 

articelle (che creano la pressione P). Se E{0t si determina come l’« energia di 
egame » del corpo (partendo dall’energia della sostanza diffusa sulla superfi- 
cie), allora l'energia di quiete delle particelle va sottratta da essa. 

f 
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taggiosa, dal punto di vista termodinamico, che la prima (W. Baade, 
F. Zwicky, 1934). Malgrado che la trasformazione dei nuclei e degli 
elettroni in neutroni liberi sia legata a un notevole consumo di ener- 
gia, per una massa totale del corpo sufficientemente grande questo 
consumo sarà compensato con eccesso dall’energia gravitazionale 
liberata, dovuta a una diminuzione delle dimensioni e ad un aumento 
della densità del corpo. 

Studiamo anzitutto le condizioni in cui lo stato neutronico del 
corpo può in generale corrispondere a un equilibrio termodinamico 
qualsiasi (anche metastabile). A tale scopo partiamo dalla condi- 
zione di equilibrio yu + m,@ = costante, dove u è il potenziale 
chimico (potenziale termodinamico riferito a un neutrone), m, 
la massa del neutrone, @ il potenziale gravitazionale. 

Poiché al contorno del corpo la pressione deve essere nulla, è 
chiaro che in un certo strato esterno la sostanza avrà pressione e 
densità non grandi e, quindi, si troverà nello stato nucleo-elettronico. 
Sebbene lo spessore di un tale « strato » possa anche risultare com- 
parabile al raggio del « nucleo » neutronico denso interno, ciò non- 
dimeno, dato che la densità di questo strato è notevolmente minore, 
si può considerare la sua massa totale piccola rispetto alla massa 
del nucleo!). 

Confrontiamo i valori di u + m,@ in due punti: nel nucleo denso 
nei pressi della sua frontiera e nei pressi della frontiera esterna dello 
strato. Il potenziale gravitazionale in questi punti può essere sup- 
posto paria —GM/Re a —GMI/R', dove R e R' sono i raggi del nucleo 
e dello strato, e MM la massa del nucleo coincidente nella nostra ap- 
prossimazione con la massa totale del corpo. Per quanto riguarda il 
potenziale chimico, in entrambi i casi esso è determinato essenzial- 
mente dall’energia interna (energia di legame) delle particelle cor- 
rispondenti, che è grande rispetto alla loro energia termica. Pertan- 
to la differenza fra i due potenziali chimici si può porre semplice- 
mente uguale alla differenza fra l'energia di quiete dell'atomo neutro 
(cioè del nucleo e di Z elettroni) riferita a un’unità del peso atomico 
e l’energia di quiete del neutrone; indichiamo questa grandezza 
con A. Uguagliando quindi i valori di u + m,@ nei due punti con- 
siderati, otteniamo 


Si vede di qui che, qualunque sia il raggio R', la massa e il raggio 
del nucleo neutronico devono comunque verificare la disuguaglianza 
Sii DA. (109,4) 


1) È ovvio che fra il « nucleo » e lo « strato » non esiste nessuna frontiera 
brusca, e il passaggio dall'uno all’altro avviene in modo continuo. 
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D'altra parte, applicando i risultati ottenuti nel $ 107 a un 
corpo sferico composto di un gas degenere di neutroni (non relativi- 
stico), troviamo che M ed R sono legati dalla relazione 

6 
MR3=91,9 — =3,6-10? © km? (109,2) 


38 
G3mi, 


(la formula (107,10) nella quale occorre sostituire m, ed m' con my). 
Esprimendo di qui M in funzione di R e sostituendo nella (109,1), 
otteniamo la disuguaglianza 


M>-0,2 O. 


Cosi, prendendo il valore di A per l'ossigeno, otteniamo M >0,17 ©, 
per il ferro M > 0,180. A tali masse corrispondono raggi R_< 
<26 km!). 

La disuguaglianza ottenuta determina il limite inferiore delle 
masse oltre il quale lo stato neutronico del corpo non può in generale 
essere stabile. Tuttavia non è garantito ancora l'equilibrio com- 
pleto dello stato che può risultare metastabile. Per determinare il 
confine degli stati metastabili, occorre confrontare le energie totali 
del corpo nei due stati: neutronico e nucleo-elettronico. Da una 
parte, il passaggio di tutta la massa /M dallo stato nucleo-elettronico 
a quello neutronico richiede un consumo di energia 

A 
i Mn 
per compensare l’energia di legame dei nuclei. Dall'altra, si avrà 
una liberazione di energia per conto della compressione del corpo; 
in base alla formula (108,10) questo vantaggio in energia è pari a 
3GM2 ( A 4 
div rune i 


dove R, è il raggio del corpo nello stato neutronico definito dalla 
formula (109,2), e A, il raggio del corpo nello stato nucleo-elettro- 
nico definito dalla formula (107,10). Poiché R. > R,, si può allora 
trascurare la grandezza 1/R.,, e si ottiene la seguente condizione che 
garantisce la stabilità completa dello stato neutronico del corpo 
(omettiamo l’indice di f,): 


3GMm7n 
SOA. (109,3) 


Confrontando questa condizione con la (109,1) e tenendo conto del- 
la (109,2), vediamo cha il limite inferiore della massa determinato 
dalla dic-zuuguanza (109,3) è di (7/3)? = 1,39 volte superiore a 


1) Sottolineiamo che non si deve attribuire un significato astrofisico troppo 
letterale alle stime numeriche di questo paragrafo, basate su ipotesi semplici 
circa la struttura del corpo. | 
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‘quello ottenuto dalla (109,2). Numericamente, il confine di meta- 
stabilità dello stato neutronico corrisponde quindi alla massa 


Max1/3 © 
(e al raggio Rx 22 km)}). 

Passiamo ora al problema del limite superiore dei valori della 
massa per cui un corpo neutronico può trovarsi in equilibrio. Se aves- 
simo applicato i risultati del $ 107 (la formula (107,17) con m, 
al posto di m'), avremmo ottenuto per questo limite il valore 60. 
In realtà però questi risultati sono inapplicabili al caso in esame 


SD < 
SO 


I 0 4 8! 12 16 20 26 28 32 

| Rein R (xm) 
| 
I 
| 


Fig. 52 


per la seguente ragione. In un gas di neutroni relativistico, l'energia 
cinetica delle particelle è dell’ordine di grandezza (o maggiore) 
dell’energia di,quiete, e.il' potenziale gravitazionale p — c??). Stando 
cosî le cose, non è legittimo applicare la teoria della gravitazione di 
Newton, e i calcoli si devono eseguire sulla base della relatività 
generale. Allora risulta, come vedremo più avanti, che il caso ultra- 
relativistico in generale non si ottiene, e i calcoli si devono quindi 
eseguire mediante l’equazione di stato esatta di un gas degenere di 
Fermi (vedi il problema 3 del $ 61). 

I calcoli si eseguono integrando numericamente le equazioni 
del campo gravitazionale statico a simmetria centrale e conducono 
ai seguenti risultati3). 


1) In questo caso, la densità media del corpo è uguale a 1,4-1019 g/cmì, 
cosicché il gas di neutroni può essere considerato effettivamente non relati- 
vistico, e l’uso delle formule applicate è ancora legittimo. 

. 3) In un Rae di elettroni relativistico, l'energia cinetica delle particelle è 
comparabile all’energia di quiete degli elettroni, ma è ancora pine rispetto 
all'energia di quiete dei nuclei che costituiscono la massa fondamentale della 
sostanza. i 

3) Per il calcolo in dettaglio vedi J. R. Oppenheimer, G. M..Volkoff, Phys. 
Rev. 55, 374 (1939). 
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Il valore limite della massa di una sfera neutronica in equilibrio 
risulta pari in tutto a Mmax = 0,76 ©, e questo valore si ottiene 
già per un raggio finito (Rmin = 9,4 km); nella fig. 52 è dato il 
grafico della relazione ottenuta fra la massa M e il raggio A. Quin- 
di, non possono esistere sfere neutroniche stabili di massa maggiore 
e di raggio minore. È da notare che con la massa M intendiamo qui 
il prodotto M = Nm,, dove N è il numero totale di particelle (neu- 
troni) nella sfera. Questa grandezza non coincide con la massa gra- 
vitazionale My, del corpo che determina un campo gravitazionale 
creato dal corpo nello spazio circostante. In seguito al « difetto di 
massa gravitazionale » negli stati stabili si ha sempre Mgr <M 
(in particolare, per R = Amin Mgr = 0,95 M)). 

Per quanto riguarda il comportamento di un corpo sferico di 
massa superiore a M,max, è chiaro a priori che questo corpo deve 
tendere a comprimersi indefinitamente. Il carattere di questo col- 
lasso gravitazionale impetuoso è stato studiato in un altro volume 
del presente Corso (vedi II, $$ 102-104). 

È da notare che questa possibilità di principio del collasso gra- 
vitazionale che è inevitabile (per il modello in esame di un corpo 
sferico) per M > Max, non è limitata in realtà alle masse grandi. 
Lo stato di « collasso » esiste per ogni massa, ma per M < Max 
esso è separato dallo stato di equilibrio statico con una barriera 
energetica molto alta?) 


1) Il punto R = Amin nella fig. 52 è in realtà il punto di massimo della 

curva M = M (R). Questa curva si prolunga oltre il punto di massimo in forma . 
di una spirale che si avvicina asintoticamente a un determinato centro. Il para- 
metro crescente monotonamente lungo tutta la curva è la densità al centro della 
sfera che tende all’infinito per una sfera corrispondente al punto limite della 
spirale. (N. A. Dmitriev, S. A. Kholin, 1963). Tutta la parte della curva per 
R < Rmin non corrisponde, però, a uno stato stabile della sfera. 
Per lo studio corrispondente vedi N. A. Dmitriev, S. A. Kholin, Voprossy 
kosmogonii (Questioni di cosmogonia), vol. 9, 1963; B. K. Harrison, K. S. Thorn, 
M. Vacano, J. A. Whiller, Theory of gravitation and gravitational collapse 
University of Chicago Press, 1965. 

2) Vedi Ja. B. Zeldoviè, ZETF 42, 644 (1962). 
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$ 110. Distribuzione di Gauss 


Abbiamo sottolineato più volte che le grandezze fisiche, che 
caratterizzano un corpo macroscopico in equilibrio, sono quasi 
sempre, con una buona approssimazione, uguali ai loro valori medi. 
Ma, pur essendo piccole, le deviazioni dai valori medi si verificano 
(si dice che i valori fluttuano) e si pone il problema di determinare 
la distribuzione delle probabilità di queste deviazioni. 

Consideriamo un sistema isolato, e sia x una grandezza fisica che 
caratterizza il sistema intero o una sua parte (nel primo caso è ovvio 
che essa non deve essere una grandezza rigorosamente costante per 
il sistema isolato, come, per esempio, la sua energia). Nel seguito, 


sarà più opportuno ammettere che il valore medio x sia già stato 


sottratto da x, cosicché si supporrà dappertutto x = 0. 

Dalle considerazioni esposte al $ 7 risulta che se si considera 
formalmente l’entropia di un sistema come funzione dei valori esatti 
delle energie dei sottosistemi, la funzione eS darà allora la distri- 
buzione delle probabilità di queste energie (formula (7,17)). È facile 
però osservare che in queste considerazioni non è stata utilizzata nes- 
suna proprietà specifica dell’energia. Pertanto le stesse considera- 
zioni permettono di concludere che la probabilità della grandezza x 
trovarsi nell’intervallo fra x e 7 + dx è proporzionale a eS&), dove 
S (x) è l'entropia considerata formalmente come funzione del valore 
esatto di x. Indicando la probabilità con w (7) dr, abbiamo!) 


| w (x) = costante. e8@®), (110,1) 


Prima di iniziare lo studio di questa formula, soffermiamoci sui 
limiti della sua applicabilità. Tutte le considerazioni che hanno 
condotto alla formula (110,1) partono dall’ipotesi che la grandezza x 
sia classica?). Occorre quindi trovare una condizione che permette 
di trascurare gli effetti quantistici. 


1) Per la prima volta questa formula è stata applicata allo studio delle 
fluttuazioni da A. Einstein (1907). 

2) Questo non significa, ovviamente, che tutto il sistema debba essere 
classico. Altre grandezze (oltre a x) che si riferiscono a questo sistema possono 
avere un carattere quantistico. 
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Come è noto dalla meccanica quantistica, fra le indeterminazioni 
quantistiche dell’energia e una grandezza x si ha la relazione 


| AEAx = hz, 


dove x è la velocità classica di variazione della grandezza z (vedi III, 
$ 16). 

Sia 1 il tempo che caratterizza la velocità di variazione della 
grandezza in esame x avente un valore fuori di equilibrio'!); in questo 


caso, r — z/t, cosicché 
| hax 
| AEAzx = 5 


È ovvio che si può parlare di un determinato valore di 7 soltanto a 
condizione che la sua indeterminazione quantistica sia piccola: 


Ù & x, da cui 
AED. 


Quindi, l’indeterminazione quantistica dell'energia deve essere 
grande rispetto ad %/t. Quanto all’entropia del sistema, la sua inde- 
terminazione sarà allora 


ASDI.. 


Affinché la formula (110,1) abbia un significato reale, è neces- 
sario, evidentemente, che l’imprecisione dell’entropia sia piccola 
rispetto a uno: 


ryi, abi. (110,2) 


Questa è la condizione richiesta. A temperature troppo basse o per 
variazione troppo rapida della grandezza x (per © troppo piccolo) 
le fluttuazioni non possono essere considerate dal punto di vista 
termodinamico, e al primo piano compaiono le fluttuazioni quan- 

tistiche pure. 
Torniamo alla formula (410,1). L’entropia S ammette un massimo 
perxz=z<=0. Quindi, 
ds 


= 


1) Il tempo t pu ò non coincidere con il tempo di rilassamento necessario 
ser si stabilisca l'equilibrio rispetto a 7, e può essere minore di questo tempo 


se la grandezza z si avvicina a x fluttuando. Cosi, se si tratta di variazione della 
Pordine, in un piccolo dominio del corpo (di dimensioni lineari — a), t sarà del- 

"ordine di grandezza del periodo delle oscillazioni sonore di lunghezza d’onda 
A - a, cioè t- al/c, dove c è la velocità del suono. 


n. 035 
=0, “{ozi so & 0 


ate) 


dia 
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Le fluttuazioni della grandezza sono piccole: sviluppando S (2) 
in serie di potenze di x e limitandoci al termine del secondo ordine, 
otteniamo 


S(2)=S(0)—t22, (110,3) 


dove f è una costante positiva. Sostituendo nella (110,1), otteniamo 
una distribuzione delle probabilità nella forma 


Le 
| w()dr= Ae ©" de. 


La costante di normalizzazione A è determinata dalla condizione 
Î w (x) dx = 4; anche se l’espressione di w (x) si riferisce a dei valori 


piccoli di x, in seguito alla decrescenza rapida della funzione inte- 
granda al crescere di | x |, il dominio di integrazione si può estendere 
a tutti i valori compresi fra —co e +00. Integrando otteniamo 4 = 


B/2r. 
" Quindi, la distribuzione delle probabilità per i diversi valori 
della fluttuazione di x è data dalla formula 


n i) 
w(a)de=}/ De?” de. (110,4) 


Una distribuzione di questo tipo si chiama distribuzione di Gauss. 
Essa ammette un massimo per x = 0 e decresce rapidamente al 
crescere di | x | simmetricamente dai due lati. 

Il quadrato medio della fluttuazione è 


= | 2w(de=+. (410,5) 


Possiamo quindi scrivere la distribuzione di Gauss nella forma 


w (2) de= (110,6) 


i 
o Via) 2) exp (— —5) de. 
Come c’era da aspettarsi, w (x) ha un massimo tanto più acuto quanto 
più piccolo è il valore di (2°). 

È da notare che partendo da un (x°) noto, si può trovare una 
grandezza analoga per una qualsiasi funzione @ (2). Poiché il valore 
di x è piccolo, abbiamo!) 


i ((Ap)}= (PT) (28). (110,7) 


! Si suppone, ovviamente, che la funzione @ (z) vari poco rispetto ai valori 
zo da )1/3 e che la derivata dp/dz sia diversa da zero per z = 0. 
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$ 111 . Distribuzione di Gauss per più grandezze 


Al paragrafo precedente abbiamo considerato la probabilità 
di deviazione di una grandezza termodinamica dal suo valore medio, 
senza badare ai valori delle altre grandezze, ritenendo cioè arbitrari 
i valori di queste ultime !). Analogamente si può determinare la 
probabilità delle deviazioni contemporanee di una serie di gran- 
dezze termodinamiche dai loro valori medi; indichiamo queste devia- 
zioni CON Z, Za) - | «3 Tn. 

Introduciamo l’entropia » (z;, . .., x) come funzione delle 
grandezze in esame e scriviamo la distribuzione delle probabilità 
nella forma w di, ... dx, con w presa dalla (110,1). Sviluppiamo S 
in serie di potenze di z;; la differenza S — S, si presenterà, a meno 
dei termini del terzo ordine, come forma quadratica definita nega- 


ti 
| S-So= 3 di PinCita 
i, B=A 
(è evidente che B;x = Pa:). Più avanti in questo paragrafo omettere- 


mo i segni di somma, intendendo dappertutto con indici ripetuti 
due volte la sommatoria (su tutti i valori da 1 a r). Scriviamo così 


S_-S = -+ BiaTitp- (111,1) 


Sostituendo questa espressione nella (110,1), troviamo per la di- 
stribuzione delle probabilità richiesta la seguente formula: 


1 | 
w =: A exp ( = Baita) l (111,2) 
o 


La costante A è determinata dalla condizione di normalizza- 
zione ) w dx, +... den =1incui (per la stessa ragione che al $ 110) 


si può integrare in tutti gli x; compresi fra —c0 e +00. Per calcolare 
questo integrale, procediamo nel seguente modo. Sottoponiamo le 
grandezze x; alla trasformazione lineare 


Li = GipTh (1411 33) 


che tramuta la forma quadratica f;xx;r, nella somma dei quadrat 
zi. Affinché sia | 


‘3 coi Id ’ 
| BinTita = ci = ZichÒi 


1) Questo significa che la funzione S (7) utilizzata al $ 110 rappresentava 


il più grande valore che l'entropia può assumere per un valore assegnato di x 
fuori di equilibrio. 


24: 
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è necessario che i coefficienti della trasformazione verifichino le 
relazioni 
BinQilAam = Bim. (111 4) 


Il determinante della matrice delle grandezze a primo membro 
di questa uguaglianza è pari al prodotto del determinante f = 


= |8;, | per due determinanti a = | a;x |, mentre il determinante 
15:x.| è uguale a uno. Da questa relazione risulta quindi che 
pa? = 1. (111,5) 


Lo jacobiano della trasformazione lineare delle variabili x; in xi 
è il determinante a, ossia una grandezza costante. Dopo la trasfor- 
mazione l'integrale di normalizzazione si separa quindi in prodotto 
di n integrali identici e, tenendo conto della (111,5), otteniamo 


Aa| | exp (-322) de {= 20" 1. 


Quindi, troviamo finalmente la distribuzione di Gauss per più 
grandezze nella forma 


B 1 
= e exp ( — Banti) : (111,6) 
Introduciamo le grandezze 
ds 
Xy= — ga Pinta (111,7) 


che chiameremo grandezze fermodinamicamente reciproche con x; *). 
Determiniamo i valori medi dei prodotti x;Xx 


B | 1 
{2;X)= er { O: | cb 171 CXP (-+ Bini) dx, ... dIn 


Per calcolare l’integrale, supponiamo per il momento che i valori 
medi z; siano uguali non a zero, ma a certi z;o finiti. In questo caso, 


nella (111,6) bisogna scrivere x; — x; al posto di x;, e in accordo 
con la definizione dei valori medi otteniamo 


— B 1 
1-2 SI \ Xi CXP [-3 Ba (2:24) (Ex — Zio) | x 
x dz, ‘0. dxn = Lio. 


1) È da notare che, data la dipendenza lineare (111,7), questa reciprocità 
è PESIERDO: se la stessa entropia S è espressa mediante le grandezze Xi, si ba 
al ora ! he 
ds | 
e | dA) (111,7a) 
Infatti, utilizzando la (111,7), abbiamo | 
dS= —Xpdey= —BPpit;den= — x;d(binen)= — zi dXi. 
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Derivando questa uguaglianza rispetto a rx, e ammettendo poi di 
nuovo tutti gli x; uguali a zero, otterremo a secondo membro è,x, 
e a primo membro l'integrale richiesto. 

Troviamo cosî che 


(c:Xx)= din: (111,8) 
Sostituendovi la (111,7), otteniamo fix; (x1%;) = dia, da cui 
(ciza) = Ba, (111,9) 


dove {37} è l'elemento della matrice inversa di B;x. 
Infine, determiniamo anche |X;Xx). In pe alle (1411,7-8) 
abbiamo (X;Xx) = Bir (Xx) = Puòn, cioè 


SCIE Pi (141,40) 


È facile anche determinare la fluttuazione quadratica media 
di qualsiasi funzione @ (x,, . . ., %n). Essendo piccole le deviazioni 
dai valori medi, si ha Ag = (09/0x;) Az;, dove con dgl0x; si inten- 
dono i valori delle derivate per x, = x, =... = 0. Di qui abbiamo 


((AQ)?) = aa za)= 


a 2a Ba (114,11) 


dri si 
Se le fluttuazioni di due grandezze qualsiasi x; (siano x, e 3) 
sono statisticamente indipendenti, il valore medio (x,7,}) è uguale 


al prodotto dei valori medi 2, e 7,; poiché ciascuno di questi ultimi 
è nullo, si annulla anche (x;rs). Questo significa in accordo con la 
(111,9) che 8, = 0. È facile vedere che per la distribuzione delle 
probabilità di Gauss è valido anche il teorema inverso: se (xx) = 
— 0, le fluttuazioni delle grandezze 2, e x, sono statisticamente indi- 
pendenti. 

Infatti, la distribuzione delle probabilità w,s per le grandezze 
X, @ x si ottiene integrando la distribuzione (111,6) in tutti gli 
altri x;; in questo caso si ottiene un'espressione della forma 


Lar i di 
= costante exp { — 3 Bisi — Biyzirn— > Bistt } 


(dove i coefficienti fix sono in generale diversi dalle componenti 
corrispondenti B;x,). Applicando a questa distribuzione la formu- 
la (114,9), troviamo che (r,73) = Bj. Se (7,73) = 0, allora Bj} = 
= 0. Ma se la componente della matrice inversa f;5' di una matrice 
di rango due si annulla, questo vuol dire che si annulla anche la 
componente B,, della matrice diretta !). Come risultato, w,, si 
separa in prodotto di due distribuzioni indipendenti di Gauss per le 
grandezze x, e %,, il che significa la loro indipendenza statistica. 


1) Per una matrice di rango due abbiamo fizt = fiso/(fifa — BisPao). 
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PROBLEMA 


Determinare il valore medio (exp (a;z;)), dove a; sono delle costanti, e z; 
grandezze fluttuanti regolate dalla distribuzione di Gauss (111,2). 
Soluzione. Si chiede di calcolare l’integrale 


4 . 
(exp (@;r;))= A | exp (cui 5 Binziza ) dx... drn- 
Con la trasformazione (111,3) l'esponente dell'espressione integranda diventa 
4 , 1 0 1 , 2 _L' 1 
Qiri— > Bintita = Qiainth—->- ah = — 5 (ra Qi@1r)® +3 dicin 10181 
e integrando si ottiene 
1 
(exp (c;x;)) = exp ( 7 CiMGiRUIR ) i 


In accordo con la (111,4) abbiamo a; = akm fini e poi ajgan, = Bi7. Quindi, 
tenendo conto della (111,9), abbiamo finalmente sii 


4 
(exp (a;z;))=@xp { 5 Ci (21th) } ° 


$ 112. Fluttuazioni delle grandezze termodinamiche fondamentali 


Passiamo ora al calcolo delle fluttuazioni quadratiche medie 
delle grandezze termodinamiche fondamentali riferite a una piccola 
parte del corpo. È ovvio che questa piccola parte deve contenere 
ancora molte particelle. Tuttavia a temperature molto basse questa 
condizione può risultare più debole della condizione (110,2) che 
garantisce la presunta assenza di fluttuazioni quantistiche; in questo 
caso, le dimensioni minime possibili dei domini del corpo saranno 
determinate proprio dall'ultima condizione !). A scanso di equivoci 
bisogna sottolineare che la questione dell'importanza delle fluttua- 
zioni quantistiche non ha niente a che fare con la questione dell’in- 
fluenza esercitata dagli effetti quantistici sulle grandezze termodi- 
namiche (equazione di stato) della sostanza; le fluttuazioni possono 
essere classiche, mentre l'equazione di stato del corpo può essere 
definita dalle formule quantomeccaniche. = 

Per le grandezze, come l’energia, il volume, ecc., che accanto 
a un significato termodinamico hanno anche quello meccanico puro, 
il concetto di fluttuazioni è di per sé evidente. Ma esso deve essere 
precisato per le grandezze come l'entropia e la temperatura, la 
cui definizione è inevitabilmente legata allo studio del corpo negli 
intervalli di tempo finiti. Sia, per esempio, $S (E, V) l’entropia di 
equilibrio del corpo come funzione della sua energia e del volume 
(medi). Intenderemo con fluttuazione dell’entropia la variazione 


1) Cosî, per le fluttuazioni della pressione la condizione t > %/7, con tale 
(vedi la nota alla pag. 369) dà a> #c/7. 
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della funzione $ (E, V) considerata formalmente come funzione dei 
valori esatti (fluttuanti) dell’energia e del volume. 

Come abbiamo visto nei paragrafi precedenti, la probabilità 
w della fluttuazione è proporzionale ad exp Sto, dove S;0t è l'entro- 
pia totale del sistema isolato, cioè di tutto il corpo. Si potrebbe 
anche scrivere che w è proporzionale a 


| w co exp AStot, 


dove ASto è la variazione dell’entropia per fluttuazione. In accordo 
con la formula (20,8) abbiamo AStt = —Amin/To, dove Amin è 
il lavoro minimo necessario per eseguire in modo reversibile la 
data variazione delle grandezze termodinamiche della piccola 
‘parte del corpo in esame (rispetto alla quale le altre parti del corpo 
fungono da mezzo circostante). Quindi, 


I wo exp(— ma), (112,1) 


Sostituiamo qui per Amin l’espressione 
| Rin = AE— THAS L P.AV, 


dove AZ, AS, AV sono le variazioni dell'energia, dell’entropia e 
del volume della piccola parte del corpo in esame per fluttuazione, 
e 7, e P. la temperatura e la pressione del «mezzo», cioè i valori 
di equilibrio (medi) della temperatura e della pressione del corpo. 
Ometteremo più avanti gli indici zero di tutte le grandezze che 
figurano come coefficienti delle fluttuazioni; si intendono dapper- 
tutto i loro valori di equilibrio. Abbiamo quindi 


Osserviamo che la formula cosi scritta è applicabile a tutte le fluttua- 

zioni, sia piccole che notevoli; con notevoli intendiamo fluttua- 

zioni tali per cui, ad esempio, AE, è comparabile all’energia della 

più piccola parte del corpo, ma resta, ovviamente, sempre piccola 

rispetto all'energia di tutto il corpo. Applicata alle piccole fluttua- 

zioni (quali generalmente sono) la formula (112,2) dà quanto segue. 
Sviluppando AF = serie otteniamo (cfr. $ 24) 


02E 0°E 
NE—TAS4PAV=4 [®E (ASP+2307 ASAV4-ÉE (AV). 


Come è eis vedere, si può riscrivere questa espressione nella forma 


I [ASA (SE) _+AVA(SÎ 7) = (ASAT—APAV). 


Otteniamo cosî la probabilità (112,2) della fluttuazione nella forma 


APAV—ATAS (412,3) 


ME 
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Partendo da questa formula generale, si possono trovare le fluttua- 
zioni delle diverse grandezze termodinamiche. Prendiamo prima 
come variabili indipendenti V e 7. Allora abbiamo 


AS=(3) AT+(37) AV=FA4T+() 4, 


oP OP 
AP = (Fl AT+(7 ), AV 
(vedi la (16,3)). Sostituendo questa espressione nell’esponente 
della formula (112,3), troviamo che i termini in AV AT si elidono 
e resta 


o co Xp {-5 ra (ATY° +7 > ( TT), (AV)? } i (112,4) 


Questa espressione si separa in due fattori dipendenti solo da 
AT o da AV. In altre parole, le fluttuazioni della temperatura e 
del volume sono statisticamente indipendenti, e pertanto 


{AT AV)=0. | (412,5) 


Confrontando volta per volta ciascuno dei due fattori in cui si 
separa la (112,4) con la formula generale (110,6) della distribuzione 
di Gauss, troyiamo le seguenti espressioni per le fluttuazioni qua- 
dratiche medie della temperatura e del volume!): 


(ATY})=T-, (112,6) 
(AV9=-T(F7),- (112,7) 


La positività di queste grandezze è assicurata dalle disuguaglianze 
termodinamiche C, > 0 e (0P/0V)z<0. 

Prendiamo ora come variabili indipendenti nella (112,3) P 
e S. Abbiamo allora 


AV = (1); AP+ (57 ) AS, 


NT= (EE) AS+ (4) Ap=Z45+(#),ap 


Ma in base alla formula dW = TdS + VaP abbiamo 


(E RATA 
ds );= 3P35 = (P s' 


AV=(57), AP+(5F), AS. 


e quindi 


| 1) Se Tè misurata in gradi, allora ((A7)?) = kT?/C,.. 
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Sostituendo AV e AT nella (112,3), troviamo 
1 { dV 1 
I wo exp {7 (P)s (APY 37 (AS). (112,8) 


Come nella (112,4), questa espressione si separa in fattori dipen- 
denti, rispettivamente, da AP e da AS. In altre parole, le fluttua- 
zioni dell’entropia e della pressione sono statisticamente indipen- 


denti!) e pertanto 
| (AS AP)=0. (112,9) 


Per le fluttuazioni quadratiche medie dell’entropia e dellà pressione 
abbiamo 


((AS)?) = Cp, (112,10) 
((APY)=—T (7). (142,141) 


Si vede dalle formule ottenute che le fluttuazioni quadratiche 
medie delle grandezze termodinamiche additive (volume = entropia) 
sono proporzionali alle dimensioni (volume) delle parti del corpo 
cui si riferiscono. Cosî, la fluttuazione quadratica media di queste 
grandezze è proporzionale alla radice quadratica del volume, e la 
fluttuazione relativa è inversamente proporzionale a questa radice; 
tutto questo è in accordo con le affermazioni generali fatte al $ 2 
(formula (2,5)). Per le grandezze, come la temperatura e la pres- 
sione, sono già le loro fluttuazioni quadratiche medie ad essere 
inversamente proporzionali alla radice del volume. 

La formula (112,7) determina la fluttuazione del volume di una 
determinata parte del corpo, contenente un numero N di particelle. 
Dividendo entrambi i membri dell’uguaglianza per N”, determi- 
niamo la fluttuazione del volume riferito a una particella 


(A), ds 


E evidente che questa grandezza non può dipendere dal fatto che la 
fluttuazione sia supposta per un volume costante o per un numero 
costante di particelle. Si può quindi ricavare dalla (112,12) la flut- 
tuazione del numero di particelle che si trovano in un determinato 
volume del corpo. Poiché V è allora una grandezza assegnata, bisogna 
porre 


V 1 V 
A-=VA3=-% AN. 


1) L'indipendenza statistica delle coppie di grandezze 7, V e. S, P è evi- 
dente a priori dalle seguenti considerazioni. Se prendiamo come grandezze z; 
(nelle formule del $ 111) x, = AS e 2, = AV, le corrispondenti X; (vedi $ 22) 
saranno X1 = A7/T, Xyg = —AP/T. Ma (x;Xy)= 0 per i#% (in accordo 
o} AV a generale (111,8)), da cui provengono precisamente la (112,5) 
e a 9 0 
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Sostituendo questo valore nella (112,12), troviamo 

3 TN? { 9V 

| (AN9= Gr ()r (142,13) 
Per alcuni calcoli è opportuno rappresentare questa formula in 


un altro modo. Osservando che la derivata (0V/0P)r è supposta cal- 
colata per un N costante, scriviamo 


Î N? ( 6V 0 N 

wr (Pre N PT) 
Ma il numero di particelle N come funzione di P, 7, V, in virtù 
delle considerazioni di omogeneità, deve avere la forma N= 
= Vf(P, T) (cfr. $ 24); in altre parole, N/V è una funzione solo 


di Pe 7, e quindi non ha importanza che si derivi N/Va NoaV 
costanti. Possiamo quindi scrivere 


N (PI), w=V (P)nv= Urla: (F)n® ge 


(abbiamo utilizzato l'uguaglianza N/V = (0P/du)r,vy che deriva 
dalla formula (24,14) d2 = —V dP = —S dT — N du). Otteniamo 
cosi la seguente formula per la fluttuazione del numero di parti- 
celle 1): | 
| o_ m { 9N 
(AN9)=T (Fr)rv- (112,14) 
Oltre alle grandezze termodinamiche testé considerate, il corpo 
è caratterizzato anche dall’impulso P del movimento macroscopico 
rispetto al mezzo. Nello stato di equilibrio non si produce nessun 
movimento macroscopico, vale a dire che P = 0. Tuttavia, il movi- 
mento può comparire in seguito a una fluttuazione. Determiniamo 


1) Si può facilmente ricavare questa formula immediatamente dalla distri- 
buzione di Gibbs. In accordo con la definizione dei valori medi abbiamo 


| N= TS NelNIT SI e Fnn!", 
N no I 
Derivando questa espressione rispetto a u (a V e 7 costanti), otteniamo 


| IN_4_.0/r (8249-22) casr So Fat 4 (004722) 
n=" T° 2 N°4+N = )e die =T\(N4N 7) 
n 


Ma 092/dau = —N, cosicché 
Da 
du 

da cui si ricava la formula (112,14). 


Partendo dalla distribuzione di Gibbs, si potrebbero ottenere le espressioni 
corrispondenti per le fluttuazioni delle altre grandezze termodinamiche. 


DE 1 
= (0)_W)= 7 (00) 
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la probabilità di tale fluttuazione. In questo caso, il lavoro minimo 
Rmin è pari semplicemente all'energia cinetica del corpo 


P?2 Mu? 
Fmin = 92M — 9? 


| 


dove M è la massa, v = P/M la velocità del movimento macrosco- 
pico. Per la probabilità richiesta abbiamo quindi 


mr). 


È da notare che le fluttuazioni della velocità sono statisticamente 
indipendenti dalle fluttuazioni delle altre grandezze termodina- 
miche. La fluttuazione quadratica media di ciascuna componente 
ii desi della velocità è 


| ((4v-)3=47 ; (112,16) 
essa è inversamente proporzionale alla massa del corpo. 

Dalle formule ricavate si vede che le fluttuazioni quadratiche 
medie delle grandezze, come l’energia, il volume, la pressione, la 
velocità, si annullano allo zero assoluto (proporzionalmente alla 
temperatura). Questa è la proprietà generale di tutte le grandezze 
termodinamiche aventi anche un significato meccanico puro, ma in 
generale non riguarda le grandezze termodinamiche pure come 
l'entropia e la temperatura. 

Si può interpretare la formula (112,6) per le fluttuazioni della 
temperatura anche da un altro punto di vista. Come è noto, il con- 
cetto di temperatura si può introdurre mediante la distribuzione 
di Gibbs; in questo caso, la temperatura è considerata come un para- 
metro che determina questa distribuzione. Applicata a un corpo 
isolato la distribuzione di Gibbs ne descrive completamente le 
proprietà statistiche, ma dà fluttuazioni dell'energia totale del corpo 
molto piccole, eppure diverse da zero, che in realtà non devono esi- 
stere (vedi la nota alla pag. 100). Viceversa, considerando l’energia 
come grandezza assegnata, non si può attribuire al corpo una tem- 
peratura ben determinata e si deve supporre che questa ultima subi- 
sca fluttuazioni determinate dalla formula (112,6) in cui C, sarà il 
calore specifico di tutto il corpo. È evidente che questa grandezza 
caratterizza l’approssimazione con cui si può definire la temperatura 
di un corpo isolato. 
| PROBLEMI 


Wwco exp ( — (112,15) 


4. Determinare la fluttuazione quadratica media dell’energia (utilizzando 
e T come variabili indipendenti). 
Soluzione. Abbiamo 


| AE=(7) + (FE) ar-(1 (Fr), 2 ]av+car 
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Elevando al quadrato e prendendo la media, otteniamo 
OP 2 oV 
((AE)2)= (7 ( SF Li P | 7 ( 3P ) + 0er*. 


2. Determinare ((AW)?) (utilizzando P e S come variabili) 
Soluzione. 
OP 


((AW)2)= — TV? (Ft T2Cp 


3. Determinare (AT AP) (utilizzando V e 7 come variabili). 
Soluzione. 


T? (9P 


4. Determinare {AV AP) (utilizzando V, 7 come variabili). 
Soluzione. 


(AVAP)= —T. 


5. Determinare (AS AV) (utilizzando V, 7 come variabili). 


Soluzione. 
(ASAV)= (1) r. 
=\3ar}p 
6. Determinare (AS AT) (utilizzando V, 7 come variabili). 
Soluzione. 
(AS AT)= T. 


7. Determinare il quadrato medio della deviazione fluttuazionale di un 
pendolo matematico sospeso verticalmente. | 

Soluzione. Siano l la lunghezza del pendolo, m la sua massa, @ l’angolo di 
deviazione dalla verticale. In questo caso, il lavoro Amin è semplicemente il 
lavoro meccanico contro la forza di gravità durante la deviazione del pendolo; 
per g piccoli si ha Rmin= 1/2 mg-l@?. Di qui 
cr 

ya t_ 

i 8. Determinare il quadrato medio della deviazione fluttuazionale dei 
punti di una corda tesa. 

Soluzione. Siano l la lunghezza della corda, F la forza di tensione. Consi- 
deriamo un punto che si trova alla distanza x da uno degli estremi della corda, 
e sia y il suo spostamento trasversale. Per determinare (y?) dobbiamo conside- 
rare la forma di equilibrio della corda per un dato spostamento y del punto z; 
questi sono due segmenti di retta che congiungono i punti in cui è fissata la 
corda con il punto , y. Il lavoro compiuto per una tale deformazione della 
corda è 

= F(VEETI a_i Fo (411 

Rmin=F(V+P-2)+F[VQ=P+d- 0a D(+). 


sf. 
Di qui ricaviamo il quadrato medio 


| = x(1—2). 
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. 9. Determinare il valore medio del prodotto degli spostamenti fluttua- 
zionali di due diversi punti della corda. 
Soluzione. Siano y1 e ys gli spostamenti trasversali dei punti che si trovano 
alle distanze x; e 7, da uno degli estremi della corda (7, > x;). La forma di 
equilibrio per y, e y, assegnati, è composta di tre segmenti di retta, e il lavoro è 
F 
i Amin=3 (02 


32 La der 9 3) 
zi) rien) ca): 


Applicando la formula (111,8), troviamo 


T 
(Y1Y2) =Fp ra To). 


$' 113. Fluttuazioni in un gas perfetto 


Per calcolare la fluttuazione quadratica media del numero di 
particelle di un gas perfetto ordinario, che si trovano in un volume 
relativamente piccolo, sostituiamo nella formula (112,13) V = 
= NTIP, il che dà il seguente risultato semplice: | 


| {(AN)?) = N. (113,1) 


La fluttuazione relativa del numero di particelle è, quindi, sempli- 
cemente uguale all’inverso della radice quadrata del numero medio 
di particelle | 

Il (AMA)? A 

N V N” 

Per calcolare la fluttuazione del numero di particelle in un gas 
perfetto di Bose o di Fermi, occorre utilizzare la formula (112,14) 
sostituendovi l’espressione (56,5) per N come funzione di u, 7, V, 
che si ottiene integrando la funzione di distribuzione corrispondente. 
Non scriveremo qui le espressioni molto laboriose così ottenute. 
Notiamo soltanto il seguente fatto. Abbiamo visto che in un gas 
di Bose a temperature 7 < 7 (vedi $ 62) la pressione non dipende dal 
volume; in altre parole, la sua compressibilità diventa infinita. In 
accordo con la formula (112,13) ne seguirebbe che anche la fluttua- 
zione del numero di particelle diventa infinita. Questo vuol dire 
che, calcolando le fluttuazioni in un gas di Bose alle temperature 
basse, non si può trascurare l’interazione fra le sue particelle per 
debole che sia; se si fosse tenuto conto dell’interazione che deve 
esistere in ogni gas reale, si avrebbero fluttuazioni finite. 

Consideriamo ora le fluttuazioni nella distribuzione delle par- 
ticelle di un gas secondo i diversi stati quantistici. Prendiamo di 
nuovo in considerazione gli stati quantistici delle particelle (intro- 
ducendo in questo concetto anche i diversi stati del loro movimento 
traslatorio), e siano n, i loro numeri di occupazione. 

Consideriamo l’insieme di n, particelle che si trovano nel 4-esimo 
stato quantistico; data l’indipendenza statistica totale di questo 
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sana di particelle dalle altre Pelo del gas Coe È 37), si può 
APprlcare ad esso la formula (112,14) 


(Am) = TI. | (413,2) 
Per un gas di Fermi bisogna sostituirvi 
i mg = [e LA] 
Derivando otteniamo 
I ((An,)?)= nz (1%) (113,3) 
In modo analogo otteniamo per un gas di Bose 


| ((Anz)2)= nn (1+n%) (113,4) 
| 

Per un gas di Boltzmann, dopo la sostituzione rx = exp (1 — 
— &x)/T] si ottiene, ovviamente, la formula 


(Ar) =, (113,5) 


nella quale si trasformano sia la (113,3) che la (113,4) per n, < 1. 
Sommiamo la formula (113,3) o la (113,4) su un gruppo di G; 


stati vicini contenenti in tutto N; = }} ny particelle. In virtù 
della suddetta indipendenza statistica delle fluttuazioni dei diver- 
si na, otteniamo 


È __ Wi. 
(AN)9=GA (17 =N(1F7). (1136) 


dove n; è il valore comune dei vicini nz, e N; = r;G;. 

Le formule ottenute si possono applicare, in particolare, all’ir- 
raggiamento nero (gas di Bose di fotoni in equilibrio), e a tale scopo 
bisogna porre u = 0 nella (113,4). Consideriamo l’insieme degli 
stati quantistici dei fotoni (nel volume V) con valori vicini delle 
frequenze, compresi in un piccolo intervallo A®j; il numero di 
questi stati è G; = VofAo;/n?c8 (vedi la (63, 3)). L'energia generale 
dei quanti in questo intervallo di frequenze è Exo, = Njlio;. Mol- 
tiplicando l’espressione (113,6) per (7i0;)? e omettendo l’indice j, 
otteniamo la seguente espressione per le fluttuazioni dell’energia 
Exe dell’irraggiamento nero nel dato intervallo di frequenze Ao 
(trovata originariamente da A. Einstein, 1909): | 
| 


203 : 
((AE 10)?) = Ro - Eno + E EaeP, (113,7) 
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PROBLEMA 


__ Determinare ((AN)?) per un gas di elettroni a temperature piccole rispetto 
alla temperatura di degenerazione. 

Soluzione. Calcolando (4N/du)r,v, si può utilizzare l’espressione (57,3) 
di p per zero assoluto. Un calcolo semplice dà | 


| CAe)= ETRE (R)y, 


$ he Formula di Poisson 


Conoscendo la fluttuazione quadratica media del numero di 
particelle in un dato volume di gas (113,1), si può scrivere la corri- 
spondente distribuzione di Gauss delle probabilità delle fluttuazioni 
di questo numero: 


i 1 (N- M? 

| N dN = ZII — —_ rt O È 

w (N) TS Da } AN. = (414,1) 
Ma questa formula è applicabile soltanto a piccole fluttuazioni, 


cioè la deviazione N — N deve essere piccola rispetto al numero 


stesso N. 
Se il volume V del gas, che abbiamo isolato, è sufficientemente 
piccolo, il numero di particelle in esso non è grande; è interessante 


allora considerare anche le fluttuazioni grandi per cui N — N 


diventa comparabile a N. Osserviamo che questa questione ha si- 
gnificato soltanto per un gas di Boltzmann, poiché nei gas di Fermi 
o di Bose la probabilità di tali fluttuazioni può essere notevole 
solo in volumi cosî piccoli per cui diventano importanti le fluttua- 
zioni quantistiche. 

Per risolvere il problema posto, è più facile procedere nel seguen- 
te modo. Siano V e N il volume totale del gas e il numero di par- 
ticelle in esso, e V la parte del volume piccola rispetto a Y,. Siccome 
il gas è omogeneo, è evidente che la probabilità per una determinata 
particella di trovarsi nel volume V è pari semplicemente al rap- 
porto V/V., e la probabilità che esso contenga contemporaneamente 
N determinate particelle è pari a (V/V,)N. Analogamente, la pro- 
babilità per una particella di non trovarsi nel volume V è (Vo — 
— VV, e la stessa probabilità per N, — N particelle è (1 — 
— V/V.,)No-N. Quindi, la probabilità wy che nel volume YV si 
trovino in tutto N molecole qualsiasi è data dall’espressione 

___No V\N({__V \No-N | 
or (IT ca 
dove è stato introdotto un fattore che determina il numero di diversi 
modi possibili di scegliere N fra N, particelle. 
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Nel caso in esame, V « YV,, e il numero N, anche se può diffe- 
rire notevolmente dal suo valore medio N, è supposto, ovviamente, 
piccolo rispetto al numero totale N, di particelle nel gas. Possiamo 
allora porre No! = (No — N)! NN e trascurare N nell’esponente, 
cosicché otteniamo 

A (NV\N V \No 
ow=m(V) (0-7) 


Ma NoV/V, non è altro che il valore medio N del numero di parti- 
celle nel volume V. Quindi abbiamo 


NN N \No 
n=" (1-7) 

Infine, tenendo conto della nota formula 
lim (1-4)° =e-%, 


N+00 


sostituiamo (1 — N/N;)N: avente un N, grande con exp (—N) e 
otteniamo finalmente la distribuzione richiesta delle probabilità 
nella forma 1) 


NN exp (—N) 
a (114,3) 


Questa è la cosiddetta formula di Poisson. È facile provare che essa 


Wy= 


verifica la condizione di normalizzazione >} wy= 1. 


N=0 
Utilizzando questa distribuzione, calcoliamo la fluttuazione 
quadratica media del numero di particelle. Scriviamo 


; 00 Lal 0 WNN 
{N?) = dI N°wy=exp{(—N) dI (N=1)i 
N=0 N=1i 


on S td ala r+F 
Ri N-=3I N-=D i 
N=2 N=1 
Di qui per la fluttuazione richiesta ricaviamo il precedente valore 
((AN)?) =(N2)-N2=N. (114,4) 
1) Per fluttuazioni piccole (in cui | N — N|< N, ed N è grande) questa 
formula si tramuta, ovviamente, nella formula (114,1). È facile convincersene 


utilizzando la formula asintotica di Stirling per il fattoriale di un grande nu- 
mero N 


NI=V25N-NN exp(— N), 


e sviluppando In wy in serie di potenze di N — N. 
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Quindi, la fluttuazione quadratica media del numero di particelle 


è uguale a N non soltanto per grandî valori di N, ma in generale per 
tutti i valori possibili. 

È da notare che la formula (144, 3) può anche essere ricavata im- 
mediatamente dalla distribuzione di Gibbs. In accordo con quest’ul- 
tima la distribuzione di N particelle del gas, considerate simulta- 
neamente, secondo i diversi stati quantistici è data dall'espressione 


O exp {TE Mer } 


dove }} e, è la somma delle energie delle singole particelle. Per 
ottenere la probabilità richiesta w y, bisogna sommare questa espres- 
sione su tutti gli stati delle particelle, riferiti al dato volume V. 
Sommando sugli stati di ciascuna particella indipendentemente, 


dobbiamo, al tempo stesso, dividere il risultato per N! (cfr. $ 41), 
cosicché si ottiene 


Ma la somma che qui la non è altro che il valore medio N del 
numero di particelle nel volume considerato. Quindi troviamo che 


wy = costante-NN/NI; poi, dalla condizione di normalizzazione 


ricaviamo costante = exp (—-N) !) e torniamo di nuovo alla formu- 
la (144,3). 


$ 115. Fluttuazioni nelle soluzioni 


Le fluttuazioni delle grandezze termodinamiche nelle soluzioni 
possono essere calcolate applicando lo stesso metodo che è stato uti- 
lizzato al $ 112 per lo studio delle fluttuazioni nei corpi composti di 
particelle identiche. I calcoli corrispondenti si semplificano note- 
volmente tenendo conto del seguente fatto. 

Consideriamo una piccola parte della soluzione contenente un 
dato numero N di molecole del solvente, e proponiamoci di calcolare 
la fluttuazione media del numero n di molecole del soluto nella 
parte considerata o, che è lo stesso, la fluttuazione della concentra- 
zione c = n/N. A tale scopo dobbiamo considerare l’equilibrio 
della soluzione, il più completo possibile per il valore di n fuori di 
equilibrio (cfr. la nota alla pag. 371). L'assegnazione della concen- 
trazione non impedisce l'equilibrio fra la piccola parte in esame e il 
resto della soluzione rispetto allo scambio di energia fra di essi 


1) Cioè 2 = —PV= —NT in accordo con l'equazione di stato di un 
gas perfetto. 


25—2641 
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e alla variazione dei loro volumi. La prima condizione significa 
(vedi $ 9) che la temperatura resta costante lungo tutta la soluzione, 
e la seconda significa la stessa cosa per la pressione ($ 12). Quindi, 
per calcolare il quadrato medio ((Ac)?), è sufficiente considerare le 
fluttuazioni della concentrazione che si verificano a temperatura 
e pressione costanti. 

Questo fatto di per sé significa che le fluttuazioni della concen- 
trazione, da una parte, e le fluttuazioni della temperatura e della 
pressione, dall’altra, sono statisticamente indipendenti; in altre 
parole 1), | 


(AT Ac) = 0, (Ac AP)= 0. | (115,1) 
Il lavoro minimo necessario perché il numero n cambi di Ar a pres- 
sione e temperatura costanti è, in accordo con la (96,1), Ron = 


= A@D — pu’ An, dove p' è il potenziale chimico del soluto. Svilup- 
pando A© in serie di potenze di Ar, abbiamo 


Va 
| SPE (Fe) A+ [e =p'An+ (Be), 57, 


cosicché 


Ruto= 5 (gr ) pr (010° 


Sostituendo questa espressione nella formula generale, (112, 1) e con- 
frontandola con la formula della distribuzione di Gauss (110,5), 
otteniamo la fluttuazione quadratica media del numero n 


((An)} = (115,2) 
(E) P,T 


o, dividendo per N?, la fluttuazione quadratica media -della con- 
centrazione 

I T i 

| {(Ac}})= ——, | 115,3 
| (he) N (FE) | 
| de JP,T 

Come c’era da aspettarsi (cfr. la pag. 377), questa ultima è inversa- 
mente proporzionale alla quantità di sostanza (N) nella data piccola 
parte della soluzione.. 


' 1) A rigore, si può convincersene applicando il metodo indicato nella nota 
alla pag. 377. Utilizzando la relazione termodinamica dE = T dS — PdV + pw'dn 
ian N = costante), riscriviamo la formula (96,1) come segue: 


| dRmin=(T—To) dS-(P—Po)dV4(u'—u)dr. | 

Si vede di qui che scegliendo come z; le grandezze 27 = AS, x, = AV, z3 = An, 
si avrà X} = AT/T, Xs = —API/T, X3= Ap'/T, che sono termodinamicamen- 
te Teco on esse. Le disuguaglianze (115,1) provengono allora da (zgX1) = 
== 0, tgXa =D 
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Per le soluzioni deboli 0p’/0n = T/n la formula (115,2) dà 
((An)?) = n. (415,4) 


È da sottolineare l'analogia (come c’era da aspettarsi) con la for- 
mula (113,1) per le fluttuazioni del numero di particelle in un gas 
perfetto. 


$ 116. Correlazione spaziale fra le fluttuazioni della densità 


L'affermazione, secondo la quale in un mezzo isotropo omogeneo 
(gas 9 liquido) tutte le posizioni delle particelle sono equiprobabili 
nello spazio, si riferisce a ciascuna particella presa separatamente 
a condizione che tutte le altre particelle possano occupare posizioni 
arbitrarie. È ovvio che questa affermazione non contraddice il fatto 
che fra le posizioni reciproche delle diverse particelle esista una 
certa correlazione, a seguito alla loro interazione: per esempio, con- 
siderando contemporaneamente due particelle, per una data posi- 
zione dell'una le diverse posizioni dell'altra non saranno equipro- 
babili. 

Indichiamo con r (r) la densità esatta (fluttuante) del numero 
di particelle; il prodotto n dV è il numero di particelle che si tro- 
vano (in un dato istante) nell'elemento di volume dV. Per caratte- 
rizzare la correlazione fra le posizioni delle particelle in due punti 
dello spazio, introduciamo la funzione spaziale di correlazione delle 
fluttuazioni della densità 


(AnjAn)= nn, n2, (116,4) 


dove An = n — n, e gli indici 1 e 2 distinguono i valori di r (r) 
nei due punti dello spazio r; e r,. In un mezzo isotropo omogeneo la 
funzione di correlazione dipende soltanto dal valore assoluto della 
distanza r = |r, — r; | fra i due punti. Per r+ co le fluttuazioni 
nei punti r, e r, diventano statisticamente indipendenti, cosicché 
la funzione di correlazione tende a zero. 

Sarebbe opportuno precisare il significato della funzione di cor- 
relazione cosî introdotta applicando il seguente ragionamento. Poiché 
il volume dY è infinitesimo, in esso può trovarsi conteroporanea- 
mente non più di una particella; la probabilità che questo volume 
contenga contemporaneamente due particelle, è una grandezza 
infinitesima di ordine superiore. Pertanto il numero medio di par- 


ticelle n dV è al tempo stesso là probabilità della particella di 


trovarsi nell'elemento dV. Indichiamo poi con nw,, (r) dV, la pro- 
babilità di una particella di trovarsi nell'elemento di volume dV, 
a condizione che l’elemento dY, contenga un'altra particella (0,3 + 1 
per r + co). Da quanto detto è evidente che il valore medio è 


(ny dV,-ny dV.) = n dV,-nWw, dV.. 


25% 
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Di qui abbiamo (n,n,) = Wight. Tuttavia, in questa uguaglianza, 
valida per r, Lal r,, non si può passare al limite r, + r;, poiché nel 
dedurla non è stato tenuto conto che se i punti 1 e 2 coincidono, la 
particella in dV, si trova quindi anche in dV,. È facile vedere che la 
relazione che ne tiene conto ha la forma 


(n,n,) = 20,346 (rr). | (116,2) 


Isoliamo infatti un piccolo volume AV e, moltiplicando la (116,2) 
per dV, dV,, integriamo su questo volume. Il termine n°w,, dà 
allora una piccola grandezza del secondo ordine (proporzionale 
a (AV)?); il termine contenente la funzione è dà invece una gran- 
dezza del primo ordine î AV, come deve essere, poiché (con un'ap- 
prossimazione sino alle grandezze del primo ordine) in un piccolo 
volume può trovarsi solo 0 o 1 particella. 

È opportuno isolare il termine contenente la funzione $ dalla fun- 
zione di correlazione (116,1) e scrivere questa ultima nella forma 


(An,An,)=nN6 (r,—r;) +nv(r), (116,3) 


dove 


v(r)=7 [wa (1) 1). | (116,4) 


Chiameremo funzione di correlazione sia la grandezza iniziale 
(Ar, An) che la funzione v (r) 1). 

Integriamo ora l'uguaglianza (116,3) in dV, dV, su un certo 
volume finito V. Introducendo il numero totale di particelle N 


in questo volume (cosicché nV = N), otteniamo 
((AN?)=N+7 | {v(r) dV. dV, 


nppure, passando dall’integrazione in dV, dV4 all'integrazione sulle 
“oordinate di una particella e sulle coordinate relative r = r, — r,, 


| vav= (009 a, (116,5) 


Quindi, l'integrale della funzione di correlazione esteso a un certo 
volume si esprime mediante la fluttuazione quadratica media del 
numero totale di particelle in questo volume. Utilizzando per questo 
iltimo la formula termodinamica (112,13), si può esprimere questo 
integrale mediante le grandezze termodinamiche 
TN ({9V 
{vav=-F (FP)! (116,6) 
1) La funzione v (r) ) si distingue dalla funzione @©ys (r), introdotta al $ 79, 
per la normalizzazione noi. = 
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In un gas perfetto ordinario (classico) l'integrale si annulla, come 
deve essere: in un tale gas non esiste nessuna correlazione fra le 
posizioni delle particelle, poiché fra di esse non si produce nessuna 
interazione: né quella diretta (come in un gas perfetto quantistico) 
né quella di scambio. 

Viceversa, in un liquido (lontano dal punto critico) il primo 
termine dell'espressione (116,6) è piccolo rispetto ad uno, poiché 
il liquido è poco compressibile, cosicché l’integrale tende a —1 !). 
Le forze di interazione fondamentali fra le particelle del liquido 
hanno il raggio d'azione dell’ordine delle dimensioni molecolari a. 
Tenendo conto di queste forze, la funzione di correlazione v (r) 
decresce con la distanza secondo una legge esponenziale con l’e- 
sponente — —r/a ?). 

Poiché le fluttuazioni della densità e della temperatura sono 
statisticamente indipendenti, nello studio delle fluttuazioni della 
densità si può ritenere costante la temperatura. È costante, per 
definizione, anche il volume totale del corpo. In queste condizioni 
il lavoro minimo necessario per far uscire il corpo dallo stato di 
equilibrio è pari alla variazione Af0t della sua energia libera totale. 
Pertanto la probabilità della fluttuazione è 

AF 
w cv exp ( e). (116,7) 
La variazione AF legata alle fluttuazioni della densità può essere 
rappresentata nella forma 


AFt= 3 | fem An, Any dV, dV.. (116,8) 


Mostriamo come si può trovare la funzione di correlazione v (r) 
a partire dalla funzione @ (r) ?). 

Considerando un corpo di volume più grande ma finito V, svi- 
luppiamo Ar in serie di Fourier 


An= x Anyett, Any=-p | Ane-&dV (116,9) 


(dove, essendo reale An, si ha Any = Anî). Sostituendo queste 
espressioni nella (116,8) e integrando, tutti i termini contenenti 


1) Il valore — 4 corrisponde all’impenetrabilità reciproca delle particelle 
del liquido supposte come sferette solide densamente imballate. 

?) Tuttavia esistono anche delle forze di interazione deboli, ma di un rag- 
gio d’azione più lungo (forze di Van der Waals). Queste forze conducono alla 
comparsa nella funzione di correlazione di un termine decrescente più lenta- 
mente con la distanza (vedi volume IX). 

) Secondo la terminologia matematica  (r) è la derivata variazionale se- 
conda di AFtot rispetto a n (r). 
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i prodotti Any Argeei&+E" (k" =: —k) si annullano e troviamo 
finalmente ; 


AFio==- DI |Anx]9(%), (116,10) 
k 


dove con la stessa lettera © e con il nuovo argomento È è indicata la 
componente dello sviluppo della funzione @ (r) in integrale di Fou- 
rier: 
v(A)= | 9 (r)e-trdy. (416,11) 
Poiché ciascun termine della somma (116,10) dipende solo da 
uno dei Anz, le fluttuazioni dei diversi Any sono statisticamente 
indipendenti. Ogni quadrato |Ary |} entra due volte nella somma 
(+k), cosicché la distribuzione della probabilità delle sue fluttua- 
zioni è data dall’espressione | 


10 co exp {-Fo@mlAnmf}. 


Infine, tenendo conto che | Any ]* è la somma dei quadrati delle due 
grandezze indipendenti (Ary è complesso), ricaviamo di qui la flut- 
tuazione quadratica media | 


{| Arx =: (116,12) 


D'altra parte, moltiplicando i due membri dell'uguaglianza 
(116,3) per exp (—i kr) = exp[—ik (r, — r;)] e integrando di nuovo 
in dV, dV., otteniamo | 


Cal 


(Am P)=911+v(], v0@)= | vet dV. (116,13) 


Infine, sostituendovi la (116,12), otteniamo il risultato richiesto: 


T 
i i" a 


(116,14) 


PROBLEMA 


Determinare il primo termine dello sviluppo della funzione di correlazione 
di un gas rarefatto in serie di potenze di N/V. 

Soluzione. Partiamo dalla formula (79,2). In prima approssimazione si 
può supporre che tutte le altre particelle, tranne due assegnate, siano molto 
distanti le une dalle altre e che si possa trascurarne l’interazione, cosicché 
integrando abbiamo VN-?. Con la stessa approssimazione si può porre F = Fperf. 
Otteniamo finalmente 


v(r)=n [e UOYT_ 1], 
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dove U (r) è l'energia di interazione di due particelle del gas. | 
Osserviamo che la sostituzione di questa espressione nella (79,1) dà la 
seguente espressione per l'energia del gas: 


N? N? x 
E= Everrt+-sx V | U (+=) dV = Epertt+37 | Ue7T gv. 


Questo risultato è ovviamente in accordo con le formule (74,4-5) per l'energia. 
libera di un gas debole non perfetto. 


$ 117. Correlazione fra le fluttuazioni della densità di un gas degenere 


Come è stato detto nel paragrafo precedente, in un gas perfetto 
classico non esiste in generale nessuna correlazione fra le posizioni 
delle diverse particelle. Ma in meccanica quantistica questa corre- 
lazione compare in seguito all'interazione indiretta fra le par- 
ticelle del gas perfetto, dovuta al principio di simmetria delle fun- 
zioni d'onda !). | 

Il problema di determinare la funzione di correlazione in un 
gas degenere può essere risolto in modo più semplice con il metodo 
della seconda quantizzazione (già applicato al calcolo dell’energia 
del gas di elettroni al $ 80). 

Come è noto, in questo metodo alla densità del numero di par 
ticelle corrisponde l’operatore 


n(e)= (1) d(1); 


sostituendovi gli operatori y (80,5), esso si esprime con la somma 
n (x) = è asz0 pro Pio (1) Pproe (1), (117,1) 
‘pp’ P 


dove la sommatoria è estesa a tutti i valori degli impulsi p, p' (per 
le particelle libere in un volume V) e alle proiezioni dello spin 0, 
o' 2), Ma poiché le funzioni d'onda di spin corrispondenti ai diversi 
valori di o sono ortogonali, sono di fatto diversi da zero soltanto 
i termini della somma contenenti o = o”. Nei prodotti wiobpo 
i fattori spinoriali normalizzati danno uno, cosicché le funzioni 
d’onda si possono scrivere semplicemente come le onde piane coor- 
dinate 


Pp = 77 cipr/a, (117,2) 


1) La correlazione delle fluttuazioni in un gas di Fermi è stata studiata da 
V. S. Fursov (1937), e in un gas di Bose da A. D. Galanin (1940). 

2) Ricordiamo che le funzioni d'onda di una particella con spin sono degli 
spinori e che il prodotto delle funzioni d’onda nella (117,1) è in realtà il « pro- 
dotto scalare » degli spinori covariante e controvariante con la somma corrispon- 
dente sugli indici spinoriali che non si devono confondere con gli indici 0, o’, 
che indicano gli autovalori della proiezione dello spin nei dati stati. 
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E facile vedere che i termini diagonali della somma (117,1) 
(p = p') danno esattamente la densità media n: poiché l’operatore 
Gsodpo è semplicemente il numero di particelle rp; in un dato stato 
quantistico, la somma di questi termini è 


1 N. 
v di po = pe 
op | 
Pertanto si può scrivere 


A A > — LA .nA i 
An=n(r)-n= d, aicapotit, (117,3) 
opp’ 
dove l’apice del segno di somma significa che i termini diagonali 
devono essere omessi. Utilizzando questa espressione, è facile cal- 
colare il valore medio (Ar, An,) che ci interessa. 

Il valore medio si calcola in due riprese. Prima di tutto bisogna 
prendere la media quantomeccanica degli stati delle particelle. 
Questa operazione si riduce al calcolo dell'elemento diagonale di 
matrice corrispondente della data grandezza. Moltiplicando i due 
operatori (117,3) riferiti a due diversi punti rj e rs, otteniamo la 
somma dei termini contenenti prodotti di diverso tipo degli ope- 
ratori dpo, dio presi quattro a quattro. Ma fra tutti questi prodotti 
hanno gli elementi diagonali di matrice soltanto quelli contenenti 
due coppie di operatori Gp, djo con gli stessi indici, cioè i termini 


dI aiodprottotpo VS (11) Wpe (11) di (12) pp (12) 


opp° 
Questi termini sono matrici diagonali in cui 


ap'olj'a = 1Frpo, 0300 po = Npo 

(qui e più avanti il segno superiore si riferisce al caso della statistica 
di Fermi, e quello inferiore alla statistica di Bose). Sostituendo 
anche le funzioni w» (117,2), otteniamo 


soa di i (1 F Np'0) Nipoti P=P"r2-r4)/h, 
| opp” 

Si deve ora prendere la media di questa espressione nel senso 
statistico, cioè rispetto alla distribuzione d’equilibrio delle par- 
ticelle nei diversi stati quantistici. Poiché le particelle apparte- 
nenti ai diversi stati quantistici si comportano indipendentemente 
le une dalle altre, si prende la media dei numeri rp; e Rpg in modo 
indipendente. Finalmente otteniamo il valore medio richiesto 


(Ary Dn) =32 DI (14 Pipio) poeta (117,4) 
opp’ 
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Dalla sommatoria su p, p' passiamo ora, come si fa di solito, 
all'integrazione in Va*pVd'p'/(2xh)* (in questo caso, la condizione 
PE p' è inessenziale). L'integrale si separa in due parti, di cui 
la prima è 


De d3 d3 p' 
i(p-p’Mre-r1)/n EP P_ 
Di { rpoetto-)1e-ro/n TLT 
i o 


L’integrazione in d*p'/(2nàh)* dà la funzione è (r, — r;), la cui pre- 
senza permette di porre r, — r, =0 nell’espressione integranda 
restante; dopo di che resta 

| 


> ds = 
I Sr) 2 | Mp0 Tanpjs =nò (ro ri). 


Questo ‘è esattamente il primo termine della formula (116,3). Per 
la funzione di correlazione (il secondo termine della (116,3)) tro- 
viamo quindi la seguente Si 
Bp | | 
v()=F a fera Tino Gals |. (147,5) 


In un gas in equilibrio la distribuzione delle particelle secondo 
gli stati quantistici è data dalla formula della distribuzione di 
Fermi o di Bose: 

| Tipo = Np = [e(®-W/T + 4]. (117,6) 
Questi numeri non dipendono da 0; pertanto la sommatoria su 0 
nella (117,5) dà semplicemente il fattore g = 2s + 1 (s è lo spin 
della particella). Quindi, otteniamo finalmente la seguente formula 
ner Za funzione di correlazione 1): 


I ipr/h 3 2 
- PLL BL JE 
i ee { eri 5] (117,7) 
0} integrando sulle direzioni p, 
© r 
: a g sen (prifì) pdp |2 | 
| Os 4ntnr2h6 | | el8-WIT 4 1 | 2 (L06) 


Diamo anche la formula per i quadrati medi delle componenti 
di Fourier delle fluttuazioni della densità, che può essere ottenuta 


1) Nelc aso di un ;pas di Bose questa formula si riferisce soltanto a tempe- 
ro superano il punto di condensazione di Bose — Einstein (vedi il 
pro ad 
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facilmente sostituendo v (r) dalla (117,7) nella formula generale 
(116,13) e integrando sulle coordinate !): 


= d3 
| dArxP}=-£ | Fo(14 rp) Farr (117,9) 


i Dalla formula (117,7) si vede che per il gas di Fermi v (r) <0, 
e per il gas di Bose v (r)>Q0. In altre parole, nel gas di Bose la 
presenza di una particella in un certo purto aumenta la probabilità 
che nell’intorno di questo punto si trovi un’altra particella, cioè 
le particelle subiscono una particolare attrazione. Viceversa, nel 
gas di Fermi le particelle subiscono un'analoga repulsione (vedi 
l'osservazione alla fine del $ 56). 

In accordo con quanto detto all’inizio di questo paragrafo, nel 
limite classico la funzione di correlazione si annulla: per Rf +0 
la frequenza del fattore oscillante exp (ipr/”) dell'espressione inte- 
granda nella (117,7) aumenta indefinitamente e l’integrale tende 
a zero. 

Per r-+ 0 la funzione v (r) tende al limite costante 


SE _Pp_ 2 n 
4) "n Gah? i DAT. 
Applichiamo la formula ge 8) al gas di Fermi quando T=0. 


In questo caso, la funzione di distribuzione è una funzione a gradini: 


hp —= 41 perp<pre n° =0 perp>pr, dove pr = h (6r2n/g)!? 
è l'impulso al contorno. Otteniamo quindi 
Pr 


Î psen 5 dp : 
0 ; 


v (0)= (117,10) 


E 
NA ee=ee=a 
0) 4nshtnr? 


Consideriamo distanze non troppo piccole supponendo prr/l > 1. 
Partendo da questa ipotesi, calcoliamo l’integrale e conserviamo 
solo il termine con potenza più piccola di 1/r: 


DS 3% 2 Per 

v(r)= — Iaippaa 8 - 

Il quadrato del coseno varia rapidamente negli intervalli Ar, piccoli 
rispetto alle distanze in esame. Prendendo la media di un tale inter- 
vallo, otteniamo 

| va (117,11) 


4n?pprs * 


‘1) Non confondere le componenti di Fourier delle fluttuazioni della densità 
di un gas Any con i numeri di occupazione Pip degli stati quantistici delle par- 
ticelle! 
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PROBLEMI 


1. Determinare il quadrato medio delle componenti di Fourier (con piccoli 
vettori d'onda: X< px/h) delle fluttuazioni della densità in un gras di Fermi 
per T=0. Li 

Soluzione. L'espressione integranda nella (117,9) è diversa da zero (ed è 
pari a uno) soltanto nei punti in cui n, = 1, rp4ak = È, cioè nei punti appar- 
tenenti a una sfera di raggio pr e, al tempo stesso, non appartenenti a una sfera 
dello stesso raggio con centro spostato di %Ak. Calcolando il volume di questo 
dominio per Ak< pr, otteniamo 

| ngkpk = 3%kh n 
nel ia 
(Am l)= Tam aev = dpr V| 

2. Determinare la funzione di correlazione per un gas di Fermi a tempera- 

ture basse rispetto alla temperatura di degenerazione. 


Soluzione. Poniamo nell’integrale (117,8) ph x &p= pi/2m e trasformia- 
molo come segue: 


0% pr c0 
1= Î PSN Fi dp e E | cos (pr/h) dp 
Ù ee ePIT 4 è ) se LA î 


Integriamo per parti, quindi introduciamo la nuova variabile di integrazione 

= pr (p — pp)/mT. Essendo 7 piccola, l’espressione integranda decresce 
rapidamente al crescere di | x |, e pertanto l integrale in dr si può estendere da 
— 00 a -|-c0: 


00 
sip PF 
I= suse | sen ( : r4-Axr 


— 00 


00 
nf { enter) (07 
or r 


) ses t AR e 
(ext 4) (e7*-+-1) 


dx } 
(eX-+-1) (e-X--1) 


(dovs A = mT/fipr£). L’integrale ottenuto si riduce, sostituendo (e* + 1) = 
= u, ad un integrale B di Eulero, e si ottiene finalmente 
0 stÀ, Ppr 
= poi a 
dl or {= (Ar) 2h 2 


Per distanze r > %/pr, prendendo la media del quadrato del coseno variante 
rapidamente, si ottiene finalmente 


3 (m7)? amTr \2 
= — apr» D “ra, 


Per T + 0 questa formula diventa la (117,11). In un dominio asintotico 
in cal rppif è grande non soltanto rispetto a uno, ma anche rispetto a &r/7, 
iamo 
2 
RI RA td, (SIL), 


hpjr® A hpr 


3. Determinare la funzione di correlazione per un gas di Bose per grandi 
distanze (r $ hlV mT) a temperature supericri al punto iniziale 7, di conden- 
sazione di Bose — Einstein, ma vicine a questo punto. 
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Soluzione. Nell intorno del punto 7, il potenziale chimico | p | è piccolo 
(vedi problema del $ 62). L'integrale della (117,7) Se con I) è defi- 
nito dal dominio dei valori piccoli di p: e£/T7T- p°/mT-|pw|/7<1. Quindi, 
,sviluppando l'espressione integranda in e e p, troviamo 1) 


etbr/? dp mT (2m Î u 1/2 
I=T (TÀ Pam |pl| (2h) 2nh3r IP { Daci SEL} 3 
‘Otteniamo alla fine 


__gm3T3_ exp {-r ragmipp' 3 
4n2nh4r2 ° 


4. Determinare la funzione di correlazione di un gas di Bose per T<'To. 
Soluzione. Per T<T la parte finita del numero di particelle (N.—o) si 
trova in stati con p= 0 (condensato). Tornando all'espressione (117,4), bisogna 
preliminarmente (prima i passare dalla sommatoria all'integrazione) isolarvi 
1 termini in p o p' nulli, tenendo inoltre conto che il numero di particelle in 
ciascuno degli stati quantistici con p= 0 è no =Ne olg- Dopo questa ope- 


razione la somma si trasforma come nel testo e al posto della (117,7) si ottiene 


v=#2 I+-5- I2, fe fe ipr/hpn dp 
{ 
| 


| v(r)= 


"p (250h)3 
(covo no = N e=-0/g); il valore rp è dato dalla formula della distribuzione di 
ose con y = 
= [eT 1}. 


A distanze r> RIV mT ee è I= mT/2xh?r (formula del problema 
precedente con p = 0), cosicché si ha 


mTno gm?T* 
CAT" NE RT AO, | 
nanh?r 4n2nh4r? 
‘si può trascurare il secondo termine se soltanto 7 non è troppo vicina a Ty (cosic 


ché ne non è troppo piccolo). In caso contrario, a distanze r< #/ m7 l’inte- 
grale è 


Pe _Pp____n_no 
SR fà MI PER, 


v(r)= 


cosicché 
ni 


v()av = ri 


1) Abbiamo utilizzato la formula della trasformazione di Fourier 
| | e eta 4 | ek d8k et 
| Sar 4h J x*+k3 (203 4 ? 


che si ottiene osservando che la funzione q=e 7 /r verifica l'equazione 
differenziale 


Ap—x2@= —4n8 (r). 


Moltiplicando i due membri di questa equazione per e #4" e integrando su 


tutto lo spazio (e l'integrale di e‘ Ag si calcola per parti due volte), si 
ottiene il risultato richiesto. 
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E da notare che l'integrale | v dV per un gas di Bose, quando T < To 


è divergente, e quindi il calcolo mediante la formula (116,5) condurrebbe a un 
valore infinito della fluttuazione del numero di particelle, come è stato già 
detto al $ 113. 


$ 118. Correlazione fra le fluttuazioni nel tempo 


Consideriamo una grandezza fisica che caratterizza 1n sistema 
isolato in equilibrio termodinamico o una sua parte (nel primo caso, 
questa grandezza non deve essere per definizione costante per il 
sistema isolato, come, per esempio, l’energia). Questa grandezza 
subisce nel tempo piccole variazioni fluttuando attorno al suo valore 
medio. Indichiamo di nuovo con x (t) la differenza fra questa gran- 


dezza e il suo valore medio (cosicché x = 0). 

Fra i valori di x (t) nei diversi istanti esiste una certa correla- 
zione; ciò vuol dire che il valore di x in un determinato istante # 
influisce sulle probabilità dei suoi diversi valori in un altro istante ?. 
Analogamente alla correlazione spaziale studiata nei paragrafi pre- 
cedenti, si può caratterizzare la correlazione temporale con il valore 
medio delj prodotto (x (#) 7 (t')). La media è intesa qui cone di solito 
nel senso statistico, cioè come la media sulle probabilità di tutti 
i valori che la grandezza 7 può assumere negli istanti # e #". Come 
è stato detto ancora nel $ 1, una tale media statistica è equivalente 
alla media rispetto al tempo, nel caso in esame sul tempo nel dato 
intervallo # — t. La grandezza cosî ottenuta 


P(i—-1)=(2(t)z(1)) (118,1) 


dipende soltanto dalla differenza #" — #; si può quindi scrivere questa ‘ 
definizione anche nella forma 


® (8) = (2 (0) 2 (1)). (118,2) 


Al tendere all’infinito della differenza temporale la correlazione, 
evidentemente, scompare e, di conseguenza, la funzione @ (f#) tende 
a zero. È da notare anche che in virtù dell’evidente simmetria della 
definizione (118,41) rispetto alla permutazione di # e #, la funzione 
@ (t) è pari: 
pi) = (3). (113,3) 


Considerando la grandezza x (#) come funzione del tempo, inten- 
diamo con questo che essa si comporta classicamente. La definizione 
scritta si può però rappresentare anche in forma applicabile alle 
grandezze quantistiche. A tale scopo occorre considerare al posto 
della grandezza il suo operatore £ (t) (di Heisenberg) dipendente 
dal tempo. Gli operatori x (t) e x(t’) che si riferiscono ai diversi 
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istanti sono in generale non commutativi, e la funzione di corre- 
lazione deve essere determinata ora come 


CIA ESA CIORI ABI 4K10)} (118,4) 


love la media è presa su uno stato quantistico esatto 1). 
Supponiamo che la grandezza z sia tale che l’assegnazione di un 
suo determinato valore (che ne supera notevolmente la fluttuazione 
media (2°)!/?) potrebbe caratterizzare un certo stato di equilibrio 
incompleto. In altre parole, il tempo di rilassamento, affinché si 
stabilisca un equilibrio incompleto per un dato 7, è supposto minore 
del tempo di rilassamento necessario perché la stessa grandezza 
assuma un valore di equilibrio. Questa condizione è soddisfatta da 
un grande insieme di grandezze che presentano un interesse fisico. Le 
fluttuazioni di tali grandezze le chiameremo fluttuazioni quasi- 
stazionarie *). Più avanti in questo paragrafo si considerano fluttua- 
zioni di questo tipo e, inoltre, la grandezza x è supposta classica *). 
Supponiamo anche che nel processo di avvicinamento all’equi- 
librio completo non si verifichino altre deviazioni dall’equilibrio 
del sistema, il che richiederebbe l’introduzione di nuove grandezze. 
In altre parole, ad ogni istante lo stato del sistema è ben determinato 
dal valore di x (il caso più generale sarà esaminato al paragrafo 
seguente). 
Supponiamo che la grandezza 7 abbia a un certo istante # un 
valore grande rispetto alla fluttuazione media, cioè che il sistema sia 
sostanzialmente fuori di equilibrio. Si può affermare allora che 
negli istanti successivi il sistema tenderà allo stato di equilibrio e, 
quindi, il valore di x diminuirà. In virtù delle ipotesi fatte, la velo- 
cità di variazione della grandezza x ad ogni istante sarà completa- 


mente determinata dal valore della stessa 7 in questo istante: x = 
= (x). Se il valore di x si può considerare ancora piccolo, si può 
sviluppare x (x) in serie di potenze di x e limitarsi al termine lineare 


AE, CI (118,5) 


1) Ricordiamo ancora una volta che in accordo con i principi della sta- 
tistica il risultato della media non dipende dal fatto che essa sia eseguita sulla 
funzione d’onda esatta dello stato stazionario del sistema o statisticamente 
mediante la distribuzione di Gibbs. L'unica differenza è che, nel pino caso, il 
risultato è espresso in funzione dell’energia del corpo, e nel secondo caso, come 
funzione della sua temperatura. 

2) Questo termine è più appropriato che quello « fluttuazioni termodinami- 
che » usato nell'edizione precedente del libro. 

3) Le formule finali per le fluttuazioni quasi-stazionarie delle grandezze 
quantistiche si ricavano dalle formule per le grandezze classiche con un sem- 
plice cambiamento che sarà dato al $ 124 (vedi la (124,19)). 
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dove À è una costante positiva; in questo sviluppo è assente il termine 
dell'ordine zero, poiché nell’equilibrio completo (cioè per x = 0) 
la velocità dz/dt si deve annullare. L'equazione (118,5) è l'« equa- 
zione del moto » macroscopica linearizzata di un sistema fuori di 
equilibrio che ne descrive il processo di rilassamento (la cui natura 
fisica dipende interamente dalla natura della grandezza x). La 
costante 1/) determina l'ordine di grandezza del tempo di rilassa- 
mento necessario perché si stabilisca l’equilibrio completo. 

Introduciamo la grandezza È, (#) definita come il valore medio 
di x all'istante t > 0 se all'istante precedente # = 0 essa ha avuto 
un determinato valore x; un tale valore medio è in generale diverso 
da zero. È evidente che la funzione di correlazione @ (#) può essere 
scritta mediante la funzione È, (t) nella forma 


| P (1) = (26, (2), (118,6) 


dove la media è presa soltanto sulle probabilità dei diversi valori 
di x all'istante iniziale t = 0. | 

Per i valori di È, grandi rispetto alla fluttuazione media segue 
dall’equazione (418,5) che 


el ME), 150. (118,7) 


Tenendo conto che la grandezza È, (#) ha carattere di un valore medio, 
si deve ritenere che questa equazione è valida anche per valori arbi- 
trariamente piccoli di È,. Integrando l’equazione e tenenco presente 
che, per definizione, È, (0) = , otteniamo 


I E, (0) =ze-M 


e, infine, sostituendo nella (118,6), otteniamo la formula che defi- 
nisce la funzione di correlazione temporale 


Q (1) = (22) ed. 


Tuttavia, la formula cosi scritta si riferisce soltanto al caso in 
cui é > 0, poiché nel dedurla (l'equazione (118,7)) è stato supposto 
che l’istante # seguisse dopo z = 0. Tenendo conto, fra l’altro, che 
la funzione @ (t) è pari, si può scrivere finalmente 


Q (1) = (22) e-Ml — sa ehe (118,8) 


((x?) dalla (110,5)), applicabile al caso dei # sia positivi che negativi. 
Questa funzione ammette per # = 0 due derivate diverse. Questa 
proprietà è dovuta al fatto che stiamo considerando intervalli di 
tempo grandi rispetto al tempo necessario perché si stabilisca l’equi- 
librio incompleto (equilibrio per un dato ). È impossibile nei limiti 
della teoria « quasi-stazionaria » considerare degli intervalli di tempo 
minori, poiché questo condurrebbe, ovviamente, all’uguaglianza 
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dp/dt = 0 per t=0, come deve essere per ogni funzione pari di # 
con una derivata continua. 

Si può formulare la teoria esposta anche in un’altra forma che può 
fornire un certo vantaggio. 


L’equazione x = —à per la grandezza stessa 7 (e non per il suo 
valore medio È,) è valida, come è stato già detto, soltanto pe? dei 
valori di x grandi rispetto alla fluttuazione media. Per valori arbi- 


trari di 7 scriviamo z nella forma 


t 


c=-\x+y (118,9) 


che è la definizione della nuova grandezza y. Malgrado che, riguar- 
date di per sé, le oscillazioni di y non cambino nel tempo, per i valori 
grandi di x (nel senso suindicato) esse diventano grandezze relati- 
vamente piccole, talché y può essere trascurata nell’equazione (118,9). 
La grandezza y cosî introdotta nell'equazione (118,9) (detta forza 
casuale) deve essere considerata come sorgente di fluttuazioni della 
grandezza x. Allora la funzione di correlazione della forza casuale 
{y (0) y (t)) deve essere assegnata in modo tale che essa conduca al 
risultato (118,8) per (x (0)  (#)). A tale tg si deve porre 


(y (0) y (0))=24(22)8()= 3 8(0). (118,10) 


E facile convincersene scrivendo > sila dell’equazione (118,9) 


x(t) =e-M ii y (t) est di, 
e prendendo la media del prodotto x (0) x (#), rappresentandolo prima 
in forma di un integrale doppio. 

Il fatto che l'espressione (118,10) si annulli per è 34 0 significa 
che i valori della grandezza y (#) non sono messi in correlazione nei 
diversi istanti. È ovvio che in realtà questa affermazione è appros- 
simata e significa soltanto che i valori di y (#) sono correlati solo 
durante gli intervalli di tempo dell’ordine del tempo necessario per 
lo stabilirsi dell'equilibrio incompleto (equilibrio per un dato x), 


che nella teoria esposta, come è stato già detto, è supposto trascu- 
rabile. 


$ 119. Correlazione temporale fra le fluttuazioni 
di più grandezze 
I risultati ottenuti nel paragrafo precedente si possono generaliz- 
zare alle fluttuazioni in cui più grandezze z;, 72, ..., tn deviano 
contemporaneamente dai loro valori di equilibrio. Supporremo di 
nuovo che da queste grandezze siano sottratti i loro valori di equi- 
librio cosicché tutti i valori medi sono x; = 0. 
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Le funzioni di correlazione fra le fluttuazioni di queste gran- 
dezze sono definite (nella teoria classica) come 


Qua (1-0) =(21 (8°) 2, (0). | (419,1) 


Già in virtù di questa stessa definizione, esse godono della proprietà 
di simmetria evidente: 


qu (0)=(—d. | (4192) 


Esiste però un’altra proprietà di simmetria delle funzioni di 
correlazione avente un significato fisico profondo. Essa compare come 
conseguenza della simmetria delle equazioni della meccanica, che 
descrivono il movimento delle particelle del corpo, rispetto all’in- 
versione del tempo !). Data questa simmetria, è assolutamente indif- 
ferente che la media di una delle grandezze z; e x, sia presa all’i- 
stante ? e dell'altra all’istante successivo # o viceversa. Pertanto 


(x; (0°) cx (1)) = (2: (0) za (#°)), cioè 
Pia ()= Pia (3). (119,3) 


Dalle due proprietà (119,2-3) risulta anche che @;x (t) = gx; (t). 

In questa conclusione è supposto tacitamente che le grandezze 
stesse 7; siano tali da restare invariate al cambiare del segno del 
tempo. Ma esistono anche grandezze che cambiano di segno per 
inversione del tempo (per esempio, grandezze proporzionali alle 
velocità di certi movimenti macroscopici). Se entrambe le grandezze 
Zi © Tx godono di questa proprietà, la relazione (119,3) rimarrà sempre 
valida. Se invece una delle due grandezze cambia di segno e l’altra 
resta invariata, la simmetria rispetto all’inversione del tempo si- 
gnifica che (x; (#) xx (9) = — (€; (4) zx (#°)), cioè 


Pia (1) = — Pia (8). (119,4) 


Ne segue, assieme alla (119,2), che ia (4) = —Qz: (3). 

Come nel paragrafo precedente, supporremo ora che le fluttua- 
zioni siano quasi-stazionarie, che i valori delle grandezze z,, ..., n 
(che superano i limiti delle loro fluttuazioni medie) determinino cioè 
un certo stato macroscopico di equilibrio incompleto. Nel processo 
di avvicinamento all'equilibrio completo le grandezze x; variano 
nel tempo; si suppone che l'insieme delle funzioni x; (#) caratterizzi 
completamente questo processo e che non vi si verifichi nessun’altra 
deviazione dall’ equilibrio. In questo caso, le velocità di variazione 
delle grandezze si in ogni stato fuori di equilibrio sono funzioni 
dei valori x,, ..., %n in questo stato: | 


x; = x; (2, 000, Cn). Cri 


1) Si suppone che il sistema non si trovi in un campo magnetico e non ruoti 
come un insieme (cfr. più avanti $ 120). 


26—2641 
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Se il sistema si trova in uno stato relativamente vicino all’equilibrio 
(cioè se le grandezze x; si possono ritenere piccole), si possono svilup- 
pare le funzioni (119,5) in serie di potenze di x; a meno dei termini 
del primo ordine scrivendole cioè in forma delle somme lineari 


Ti= — Mx%x | (119,6) 
con i coefficienti costanti A; !); queste espressioni generalizzano 
l'equazione (118,9). 

Di qui si può passare alle equazioni per le funzioni di correlazione 
come abbiamo fatto al $ 118. Introduciamo i valori medi È, (#) 
delle grandezze z; all’istante t > 0, essendo dati i valori di tutti 
gli x,, x,, ... all'istante precedente t = 0 (per brevità, questi 
stessi valori sono omessi nella notazione È; (#)). Queste grandezze 
verificano le stesse equazioni della (119, 6): 


È,=— Mal, (119,7) 


e non soltanto per grandi valori di È; (#) (rispetto alle fluttuazioni 
medie) ma anche per quelli arbitrariamente piccoli. La funzione di 
correlazione si ottiene da È; (#) moltiplicando per x; = ; (0) e pren- 
dendo la media sulle probabilità dei diversi valori z;: @;: (t) = 
= (È, (4) x). Eseguendo questa operazione con l’equazione (119, , 
otteniamo 


Sou(t= Mou), t>0 | (119,8) 


(l’indice / in questo sistema di equazioni è il termine noto). 
Come è stato già detto, le equazioni (119,6) rappresentano esatta- 
mente le « equazioni del moto » macroscopiche linearizzate di un 
sistema fuori di equilibrio, che ne descrivono il processo di rilassa- 
mento. Si vede che il sistema di equazioni per le funzioni di corre- 
lazione fra le fluttuazioni si ottiene sostituendo in queste « equazioni 
del moto » alle grandezze z; (t) le funzioni @;; (#) con l’indice « noto » 
I che assume tutti i valori da 1 a r. Le equazioni cosi ottenute si rife- 
riscono all'istante £ > 0 e vanno integrate con lr « condizion» ini- 


ziale » 
Pia (0)=(c:(0) cx (0))=(c:22)=B2 (119,9) 


(i valori medi (;xx) devono essere uguali ai loro noti valori 
(111,9)). Per istanti £ <0, invece, le funzioni di correlazione sono 
definite a partire dalle loro proprietà di simmetria. 


1) Come al $ 111, con gli indici latini ripetuti due volte si intende la som- 
matoria dala n. 
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$ 120. Simmetria dei coefficienti cinetici 


Torniamo di nuovo alle equazioni macroscopiche (119,6) che 
descrivono il rilassamento di un sistema fuori di equilibrio !): 
È 


= — Min: | (120,1) 


Queste equazioni godono di una simmetria profonda la quale però 
diventa esplicita soltanto se i secondi membri sono espressi non 
mediante le stesse grandezze macroscopiche z; (le cui velocità di 
variazione figurano nei primi membri delle equazioni), ma mediante 
le loro « coniugate termodinamiche » 


95 i 
Ri= Gr (420,2) 


introdotte già nel $ 111. Nello stato di equilibrio l’entropia del siste- 
ma è massima, cosicché tutte le X;, sono nulle. Per x,, xa, ... 
diverse da zero ma relativamente piccole (cioè negli stati debolmente 
fuori di equilibrio del sistema) le grandezze X; possono essere espresse 
in forma di funzioni lineari: 


Xi = BinTk. (120,3) 


I coefficienti costanti fi; rappresentano delle derivate prime di X,, 
cioè derivate seconde di $; pertanto | 


Bia = Bari- i (120,4) 


Esprimendo le grandezze x; nella (120,3) mediante le grandezze Xi 
e sostituendole nella (120,1), si ottengono equazioni di rilassamento 
nella forma 


zi «pibecà Vin Xn» (120,5) 


Vin = MuBik (120,6) 


sono delle costanti, dette coefficienti cinetici. Dimostriamo ora il 
principio di simmetria dei coefficienti cinetici, detto anche principio 
di Onsager (1931) secondo il quale | 

Vin = Vai | (420,7) 


1) Nelle applicazioni si incontrano dei casi in cui l'equilibrio completo 
cui si avvicina dipende da certi parametri esterni (per esempio,dal volume, da 
un campo esterno, ecc.), essi stessi variando lentamente nel tempo; contempo- 
raneamente variano anche i valori di equilibrio (valori medi) delle grandezze 
in questione. Se questa variazione è sufficientemente lenta, si possono utilizzare 
come prima tutte le relazioni date, con questa sola differenza che i valori medi 


x; non si possono supporre sempre nulli; indicandoli con x{0? si dovrà scrivere 
al posto della (120,1) 


dove 


zy=— in (22210). (120,12) 


26* 
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La dimostrazione è basata sul fatto indicato ‘al paragrafo pre- 
cedente che le stesse equazioni (120,1) o (120,5) sono soddisfatte da 
grandezze le quali caratterizzano le fluttuazioni in un sistema in 
equilibrio. E precisamente, introduciamo i valori medi È, (#) della 
grandezza fluttuante x; e i valori medi &, (#) della grandezza X; 
all’istante #, essendo dati i valori di tutte le grandezze 3, 22, ... 
all'istante # = 0; allora si ha 


È,=— vinZa (6>0). (120,8) 


Utilizziamo ora la simmetria delle fluttuazioni (nel sistema in 
equilibrio) rispetto all’inversione del tempo; essa si esprime con 
la relazione (119,3) che si può scrivere nella forma 


(zi (1) 22 (0)) = (2; (0) Tx (1).) (120,9) 
o, mediante le grandezze È; (t), 
(È; (0) xx) = (ciba (1)), (120,10) 


dove la media si prende sulle probabilità dei diversi valori di tutte 
le x; all'istante # = 0. Deriviamo questa uguaglianza rispetto a # 


e sostituiamo le derivate È, prese dalla (120,8): 


vir (Ei (6) ca) = Yan (ili (6). 


Per t = 0, le grandezze E, coincidono, evidentemente, con X, (0); 
quindi, ponendo # = 0 in questa uguaglianza, otteniamo 


Vir (Ata) = Var (Xii), 


dove i due fattori nei prodotti medi si prendono allo stesso istante. 
Ma in base alla (111,8), questi fattori medi sono (X,xx) = è. e si 
arriva così al risultato richiesto (120,7) 1). A 

Tuttavia, per quanto riguarda questo risultato, sono da fare le 
seguenti osservazioni. Per dimostrarlo, è stata utilizzata soprattutto 
la simmetria delle equazioni della meccanica rispetto al tempo. Ma la 
formulazione di questa simmetria cambia alquanto nel caso di flut- 
tuazioni in un corpo rotante uniformemente e di un corpo che si 
trova in un campo magnetico esterno. E precisamente, in questo 
caso la simmetria rispetto al cambiamento del segno del tempo si 
verifica soltanto se contemporaneamente cambia di segno la velocità 
angolare della rotazione £ o il campo magnetico H. Quindi, per 


1) A scanso di equivoci, vogliamo mettere in guardia contro l’uso al posto 
della (120,9) della relazione (119,2) secondo la quale (x; (0) zx (t)) = 
= (z;(—t) xx (0)). Può sembrare che derivando questa uguaglianza rispetto a t 


e ponendo poi t = 0 si possa ottenere (utilizzando la (120,9)) (32, ) = 0. Ma in 
realtà, nell'approssimazione considerata le funzioni ;x (t) (cosi come q (t) al 
$ 118) pamettono nel nunto t = 0 due derivate diverse: per t-+ +0 e per 
1 > —U. 
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i coefficienti cinetici, dipendenti in questo caso da £ o da H come 
parametri, si avranno le relazioni 


rn = (- = (| (12041) 


Nel dedurre, si è supposto inoltre che le grandezze x; e xx re- 
stassero invariate nell’inversione temporale. La relazione (120,9) 
e, quindi, il risultato (120,7) restano validi anche nel caso in cui 
le due grandezze cambiano simultaneamente di segno all’invertire 
del tempo (sono ambedue proporzionali a certe velocità macrosco- 
piche). Se una delle grandezze x;, x cambia di segno e l’altra resta 
invariata, per la deduzione occorre partire dalla (119,4) e non dalla 
(119,3), e il principio di simmetria dei coefficienti cinetici si scrive 


Vin= — Vi: (120,12) 


Risultati analoghi sono validi anche per i coefficienti cinetici 
Cir che figurano nelle equazioni di rilassamento, rappresentate 
nella forma « termodinamicamente reciproca » rispetto alle equazioni 
(120,5): | 


Xi=— Cinta Cin=Bodan | (120,13) 


I coefficienti Cir godono delle stesse proprietà di simmetria che 
Yi. Si può convincersene con una deduzione analoga, ma la cosa 
è evidente a priori, data la corrispondenza reciproca fra le grandezze 
zi e X; (vedi la nota alla pag. 372). 

Se tutte le grandezze x,, 7%, ..., Zn si comportano in un modo 
uguale rispetto all’inversione del tempo (cosicché la matrice delle 


grandezze Y;x è completamente simmetrica), le velocità z; possono 
essere rappresentate nella forma delle derivate 
° 4 
tie, fe  VinkiXn (120,14) 
di una funzione quadratica delle grandezze X,, cir sui coef- 
ficienti Vik. 
La funzione f è importante poiché determina la velocità di varia- 
zione dell’entropia del sistema S. Infatti, abbiamo 
LS «L_wv._0 I 
$= dr; La = Xixi=Xi dX; 
e in quanto f è una funzione quadratica di X,, in Reso con il 
teorema di Eulero otteniamo 


$=9, (420,15) 


Avvicinandosi all'equilibrio l'entropia cresce tendendo a un massi- 
mo. Pertanto la forma quadratica f deve essere essenzialmente posi- 
tiva; si pongono così determinate condizioni ai coefficienti );x. La 
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funzione f può anche essere espressa mediante le grandezze x;; in 
questo caso, le sue derivate danno le velocità X,: 


> ò 1 
Vu 2 , {= lati (120,16) 
È ovvio allora che si ha sempre de —x;X i = 2f. 


Per il sistema composto di corpi che si trovano in un mezzo esterno 
si può trasformare la (120,15) utilizzando il fatto che il cambiamento 
dell’entropia di un sistema isolato, quando si verifica una deviazione 
dall’equilibrio, è pari a —Awvin/7o, dove Amin è il lavoro minimo 
necessario per trasportare il sistema dall’equilibrio nel dato stato 
(vedi la (20,8)) *). Ponendo anche Rmin = AE — TH AS + Po AV 
(dove E, $S, V si riferiscono al corpo, e 7; e Py sono la temperatura 
e la pressione del mezzo), otteniamo 


E-T,S+PV=—2fTo. (120,17) 


In particolare, se la deviazione dall’equilibrio si verifica a ‘tempe- 
ratura e pressione costanti (uguali a 7 e Po), si ha 


D= —2/7, (120,18) 
e a temperatura e volume costanti: 


P= -9T. (120,19) 


$ 121. Funzione di dissipazione 


Il movimento macroscopico dei corpi immersi in un mezzo èsterno 
è accompagnato generalmente da processi irreversibili di attrito 
che conducono in fin dei conti all’arresto del movimento. L'energia 
cinetica dei corpi si trasforma allora in calore 0, come si dice, si 
dissipa. 

È ovvie che non si può studiare un tale movimento dal punto di 
vista meccanico puro; in quanto l'energia del movimento macrosco- 
pico si trasforma. in energia di agitazione termica delle molecole 
del corpo e del mezzo, un tale studio richiederebbe di scrivere le 
equazioni del moto per tutte queste particelle. Pertanto per scrivere 
le equazioni del moto nel mezzo, che contengano soltanto le coordi- 
nate macroscopiche dei corpi, occorre riferirsi alla statistica. 


1) Grazie a questo rapporto fra il cambiamento dell’entropia e Amin si 
e 


può scrivere la definizione delle grandezze X; anche nella forma 


e To dz; 


che è talvolta più comoda che la definizione (120,2) (cfr. la (22,7)). 


(120,28) 
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Ma questo problema non può essere risolto ‘in forma generale. 
Poiché il movimento interno degli atomi del corpo dipende non 
soltanto dal movimento del corpo al dato istante, ma anche dalla 
storia di questo movimento, le equazioni del moto comprenderanno, 
in generale, non soltanto le coordinate macroscopiche dei corpi 
Q,, 22, . +. .: Qse le loro derivate prime e seconde rispetto al tempo, 
ma anche tutte le derivate di ordine superiore (più precisamente, 
funzioni Q; (?) di un certo operatore integrale). È ovvio che in questo 
caso non esiste funzione di Lagrange per il movimento macroscopico 
del sistema, e le equazioni del moto per diversi casi avranno carat- 
tere diverso. 

Le equazioni del moto possono essere scritte in forma generale 
nel caso in cui si può supporre che assegnando le coordinate Q; 


e le velocità Q; lo stato del sistema sia determinato completamente 
al dato istante e che le derivate di ordine superiore si possano trascu- 
rare (bisogna stabilire in ogni caso concreto il criterio che permette 
di considerare piccole queste derivate). Inoltre, riterremo suffi- 


cientemente piccole le velocità stesse Q; in modo da poterne trascu- 
rare le potenze superiori. Infine, supponiamo che il movimento con- 
sista di piccole oscillazioni attorno a determinati stati di equilibrio, 
caso con cui si ha di solito a che fare; conveniamo allora di conside- 
rare le coordinate Q; tali da avere nell’equilibrio Q; = 0. L'energia 
cinetica del sistema X (Q:) sarà allora una funzione quadratica delle 


velocità 0; indipendente dalle coordinate stesse Q;; l'energia poten- 


ziale U (Q;), invece, legata all’azione delle forze esterne, sarà una 
funzione quadratica delle coordinate Q).. î 

Introduciamo gli impulsi generalizza ci P; definendoli, come di 
solito, mediante 


pj= (ed. (124,1) 
00; | 
Queste uguaglianze definiscono gli impulsi in forma di combinazioni 
lineari delle velocità. Partendo da queste uguaglianze, esprimiamo 
le velocità mediante gli impulsi e, sostituendo nell’energia cinetica, 
otterremo questa ultima come funzione quadratica degli impulsi: 
saranno valide allora le eguaglianze 


= ECO. (424,2) 


Trascurando completamente gli effetti di dissipazione, le eguasio- 
ni del moto diventano le equazioni ordinarie della meccanica secondo 
le quali le derivate degli impulsi rispetto al tempo sono uguali alle 
forze generalizzate corrispondenti: 


bi=-3-. (121,3) 
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È da notare anzitutto che le equazioni (124,2-3) sono in accordo 
formale con il principio di simmetria dei coefficienti cinetici se con 
le grandezze x,, %2, . .., Toy, introdotte nel $ 120, sonointese le 
coordinate Q; e gli impulsi P;. Infatti, il lavoro minimo, necessario 
per ridurre i corpi dallo stato di quiete nelle posizioni di equilibrio 
alle posizioni Q; con impulsi P;, è Rnin = K (P;) + U (0;). Quindi, 
le derivate 


e 
[sedime r__-* ra ZZZ ---{ #}ÒPPP—r — losco) 


fungeranno da grandezze Xi, Koi - «00 Xos (vedi la nota alla 
pag. 406) e le equazioni (121,2-3) corrisponderanno alle relazioni 
(120,5); inoltre, 2, 


70;P;= —T=— te, 


in accordo con la regola (120,12) (abbiamo qui a che fare con il caso 
in cui una grandezza, (0;), resta invariata al cambiare del segno 
del tempo, mentre l’altra, (P;), cambia di segno). 

In accordo con le relazioni generali (120,5) possiamo ora scrivere 
le equazioni del moto, tenendo conto dei processi di dissipazione; 
aggiungiamo ai secondi membri delle uguaglianze (121,2 -3) certe 
combinazioni lineari supplementari delle grandezze Xo;, Xp; 
in modo tale che sia verificata la simmetria richiesta dei coefficienti 
cinetici. Tuttavia, è facile vedere che le uguaglianze (124,2) devono 
restare invariate; infatti, queste uguaglianze rappresentano una 
semplice conseguenza della definizione degli impulsi (121,1) che 
non ha niente a che vedere con la presenza o meno di processi di 
dissipazione. Abbiamo stabilito cosî che alle uguaglianze (121,3) 
si possono aggiungere combinazioni lineari soltanto delle grandezze 
X pj (cioè delle derivate 0K/0P;); in caso contrario, la simmetria dei 


coefficienti cinetici viene meno. : 
Otteniamo quindi un sistema di uguaglianze della Tonia 


dove i coefficienti costanti Ver sono legati dalle relazioni 
Vin ="Vai- (424,4) 


Sostituendo 0K/9P, = Or, scriviamo finalmente 


U | | 
Pi = — a _ » VinQn (121,9) 
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Questo è il sistema di equazioni del moto richiesto. Si vede che la 
presenza di processi di dissipazione conduce, nell’approssimazione 
considerata, alla comparsa di forze di attrito supplementari che dipen- 
dono linearmente dalle velocità. Date le relazioni (121,4), possiamo 
scrivere queste forze nella forma delle derivate rispetto alle velocità 
corrispondenti di una funzione quadratica 


1 C) ® 
= DI Yin0:0n, (121,6) 
i, k 
detta funzione di dissipazione. Allora 


lia I UA 
Pi= 90; 900; . (121,7) 


Introducendo la lagrangiana L = X — U, possiamo scrivere 
queste equazioni del moto nella forma 


d OL OL df 
Fa 300= TT — (124,8) 
de cd, Qi và; ( ) 


che differisce dalla forma ordinaria delle equazioni di Lagrange 
per la presenza, a secondo membro, della derivata della funzione di 
dissipazione. 

La presenza dell'attrito implica una diminuzione dell’energia 
meccanica completa (K + UV) dei corpi in movimento. In accordo 
con i risultati generali del $ 120, la velocità di questa diminuzione 
è data dalla funzione di dissipazione. Poiché le notazioni qui e al 
$ 120 sono un po’ differenti, dimostriamolo di nuovo.: Abbiamo 


d > Ò 

a +0= 3 (7 D+ O) = Do (P +4) 
o, sostituendo la (121,7) e tenendo presente che la funzione di dissi- 
pazione è quadratica, 


S(K+U)=— ei ra = —2f, | 


come si doveva dimostrare. 

Indichiamo per concludere, che in presenza di un campo magne- 
tico esterno le equazioni del moto hanno sempre la forma (121,9), 
con la sola differenza che al posto della (121,4) si avrà 


Vin (4) = va(—H). 


Ne segue che non esisterà funzione di dissipazione le cui derivate 
determinino le forze di attrito; pertanto le equazioni del moto non 
si possono scrivere nella forma (121,7). 
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$ 122. Decomposizione spettrale delle fluttuazioni 


Introduciamo la decomposizione spettrale di una grandezza flut- 
tuante x (?) partendo dalle formule ordinarie dello sviluppo di Fou- 
rier: 


Lo = { x (t) ei®! dt, (122,1) 
e viceversa 
x(t)= Î Lot *9! 5. (122,2) 


E da notare che l’integrale (122,41) è effettivamente divergente poiché 
x (t) non tende a zero per | t |+ co. Ma questa circostanza è ines- 
senziale per le deduzioni formali successive il cui scopo è di calcolare 
i quadrati medi finiti a priori !). 

Sostituendo la (122,2) nella definizione della funzione di corre- 
lazione (118,1), otteniamo 


pl—n=tc e) M)= | | (cara) ento DEL (122,3) 
Perché l'integrale a secondo membro dell'uguaglianza sia funzione 
solo della differenza £ — LE lu espressione integranda deve contenere 
la funzione ò di @ + o', "cioè deve essere 


(Loto) = 27 (12), 6(0+ 0°). (122,4) 


Questa relazione si deve considerare come definizione di una gran- 
dezza indicata qui con il simbolo (2°). Benché le grandezze xy 
siano complesse, le (z°)» sono, evidentemente, reali. Infatti, l’e- 
spressione (122,4) è diversa da zero soltanto per 0’ = —@ e simmetri- 
ca rispetto alla permutazione di © e ©’; pertanto (2°), = (£°)_0; 
peraltro il passaggio a grandezze coniugate complesse significa che ® 
cambia segno, cioè che si scambia © con w'. 
Sostituendo la (122,4) nella (122,3) ed eliminando la funzione $ 
con integrazione in d@, troviamo 
00 
do , 
@()= | (2a ento Se, (422,5) 


— 00 


1) Nell’introdurre la decomposizione spettrale delle fluttuazioni utilizzia- 
mo qui il metodo di S. M. Rytov (1969). | 
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In particolare, @ (0) è il quadrato medio della grandezza fluttuante 


(= | e 2: 2 (2). (122,6) 


Vediamo che la densità spettrale del quadrato cedo do la fluttua- 
zione coincide esattamente con la grandezza (°)o (0 con 2(2%)e 
se l’ integrale è è esteso soltanto alle frequenze positive). Questa stessa 
grandezza è anche la componente di Fourier della funzione di cor- 
relazione, in accordo con la (122,5). Viceversa, 


(2)0 = { q (t) et! de. | (122,7) 

In queste formule la grandezza x (f) è supposta classica. Nel 
caso di una grandezza quantistica, la decomposizione (4122,1-2) 
deve rirsirife all'operatore x (#) che dipende dal tempo, e la defini- 


zione della densita spettrale (x°), si scrive non più nella forma (122,4), 
bensi | 


il 5 (Tote + eta) =2% (2) 6 (0+0"). (122,8) 


AI $ 148 è stata ricavata l’espressione (118,8) per la funzione di 
correlazione delle fluttuazioni quasi-stazionarie di una grandezza.. 
Un'integrazione elementare fornisce il iii RISO: dali la sua 
decomposizione spettrale: 


1 A 
Merlot et | (1229) 


In accordo con il significato fisico dell’approssimazione corrispon- 
dente alle fluttuazioni quasi-stazionarie, questa espressione è appli- 
cabile soltanto a frequenze piccole rispetto all’inverso del tempo in 
cui si stabilisce l’equilibrio incompleto. i 

Nei termini della forza casuale y (#) introdotta alla fine del S 148 
la dipendenza temporale della grandezza fluttuante x è descritta 


dall’equazione xr= lx + y. Moltiplicando questa equazione per 
ei©t e integrando in di nei limiti da —oo a +00 (dove il termine 


zeiot va integrato per parti 1)), otteniamo (A — i0)zo = Vo: 
È chiaro di qui che bisogna porre | 


(Po=(@+19) =, (122,10) 


1) In questo caso i termini contenenti x (+ 00) si devono omettere; la loro 
comparsa è dovuta alla divergenza suindicata degli integrali (122,1). Dal punto 
di vista formale, questi termini non hanno nessuna importanza per il calcolo 
della media Uaa poiché sono finiti per ©’ = —@ e possono essere trascu- 


rati rispetto al termine principale della funzione $. 


442 CAPITOLO XII 


Si può, ovviamente, ricavare questa espressione immediatamente dal- 
‘la (118,10). Alla presenza della funzione è (#) nella (118,10) corri- 
sponde l'indipendenza di (4°), da © nella (122,10). 

Queste formule si generalizzano direttamente alle fluttuazioni 
contemporanee di più grandezze termodinamiche ,, r,, ... Le 
funzioni di correlazione corrispondenti @;x (#) sono state definite 
al $ 119. Le componenti della loro decomposizione spettrale sono 
definite come segue: 


(cizilo= | puerta | (ci (zx (0) ANA, (122,44) 


e al posto della (122,4) abbiamo 
(ZioTho') = 27 (TiTA)o o) (0 + 0') (122,42) 


(nelle notazioni (x;x2)o è importante l’ordine dei fattori!). 

Il cambiamento del segno del tempo è equivalente alla sostitu- 
zione © + —@ nella decomposizione spettrale, la quale, a sua volta, 
significa la coniugazione complessa delle grandezze (z;r2)o. Per- 
tanto l’uguaglianza @;x (i) = gx; (—#) (119,2) significa che 


(italo = (ext) = (120). (422,13) 


Quanto alla simmetria delle fluttuazioni rispetto all’inversione 
del tempo, espressa dalle uguaglianze (119,3) o (119,4), essa si scrive 
nei termini della decomposizione spettrale come segue: 


(ritr)o = + (Tik)-0= + (Zi4) 0 (122,14) 


dove i segni + o — si riferiscono rispettivamente ai casi in cui le 
grandezze stesse x; e 7, si comportano allo stesso modo o diversa- 
mente nei confronti dell’inversione del tempo; nel primo caso, quin- 
di, la grandezza (z;zz)o è reale e simmetrica rispetto agli indici i 
e &, nel secondo caso, immaginaria e antisimmetrica. 

Al $ 119 è stato scritto il sistema di equazioni (119,8) cui sono 
subordinate le funzioni di correlazione delle fluttuazioni quasi- 
stazionarie. Queste equazioni si risolvono facilmente mediante la 
decomposizione spettrale. 

Poiché le equazioni (119,8) si riferiscono soltanto agli istanti # 
positivi, eseguiamo su di esse una trasformazione « unilaterale » 
di Fourier: moltiplichiamo le equazioni per e'®©' e integriamo in dt 


da 0 a co. Allora il termine et®' i: (8) si integra per parti; tenendo 
conto che ;;(c0) = 0, otteniamo 


— Pi (0) — io (2:2))0 = — Min (Cr), 
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dove abbiamo posto 
(cia) = | qu (1) etot ae. | (422,15) 
0 i 


Il valore ®;; (0) è dato dalla « condizione iniziale » (119,9); pertanto 
(Ain — 108; x) (car) = Bi | 

ossia 
(Cin — (OB) (222) = da, 


dove al posto dei coefficienti );, abbiamo introdotto (data la sim- 
metria) i più comodi coefficienti cinetici Cz = Bin (vedi la 
(120,13)). La soluzione di questo sistema di equazioni algebrico è 


(cato =(5—iob)rt, 


dove l’esponente —4 significa che si calcola la matrice inversa. 
D’altra parte, le componenti della decomposizione spettrale 

(122,11), che ci interessano, si esprimono in funzione delle com- 

ponenti dello sviluppo « unilaterale » (122,15) con le uguaglianze 


(Ciz4)o "= (ciC4)O t (cari); i (122,16) 


è facile convincersene rappresentando l’integrale esteso da —c0 
a +00 in forma di somma di due integrali (da —c0 a0, eda 0a +00), 
sostituendo nel primo t + —t e utilizzando la proprietà di simme- 
tria (119,2). Quindi, troviamo finalmente | 


(c:cn)o = (E— OB) + (0 + i0B)rt. (122,17) 


Poiché le matrici di È;, e 8;, godono delle proprietà di simmetria, 
le grandezze (422,17) godono automaticamente delle proprietà 
(122,13) o (122,14) 1). | | 

I risultati ottenuti si possono rappresentare in un'altra forma 
introducendo nelle equazioni di rilassamento delle « forze casuali », 
cosî come è stato fatto alla fine del $ 118 per una sola grandezza 
fluttuante. In questo caso, le proprietà di correlazione di queste forze 
si formulano in modo particolarmente semplice introducendole 
nelle equazioni scritte mediante le grandezze reciprocamente ter- 
modinamiche, come è stato fatto nella (120,5) o (120,13). Cosî, intro- 


1) La matrice delle grandezze f;, è sempre simmetrica. Ma se certe grandez- 
ze r; © x, si comportano diversamente nei confronti dell’inversione del tempo, 
allora si ha corrispondentemente f;x = 0. Questo segue dal fatto che f;x è il 
coefficiente del prodotto z;x, nella forma quadratica (111,1) che determina la 
variazione dell’entropia quando vi è una deviazione dall’equilibrio. Poiché l en- 
tropia è invariante rispetto all’inversione del tempo e il prodotto xjxx cambia 
di segno, l’entropia non può contenere questo termine, cioè deve essere Bj, = 0. 
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ducendo nelle equazioni (120,13) le forze casuali Y;, scriviamole 
nella forma ° 


X=> — taz +Yi; (422,18) 


si possono trascurare le grandezze Y;, quando x; superano le loro. 
fluttuazioni medie. Analogamente a quanto è stato fatto per la 
deduzione della (122,10), dopo un semplice calcolo otteniamo la 
seguente formula per la decomposizione spettrale delle funzioni di 
correlazione delle forze casuali: | 


(YiYa)o = Cin + Uni (122,19) 


Come nella (122,10), queste grandezze non dipendono dalla frequenza. 
Se invece introduciamo le forze casuali y; nelle equazioni (120,5), 


zi = — VinXn+Yts (122,20) 
per la loro funzione di correlazione si ottiene una formula analoga 
(ViYR)o =Vin + Vate (122,21) 


Questa formula è evidente senza nuovi calcoli se teniamo di nuovo 
conto della corrispondenza reciproca fra le grandezze x; e X; (vedi 
la nota alla pag. 372). Il vantaggio delle formule (122,19) e (122,21) 
è che in esse figurano le componenti delle matrici stesse È; e Vik 
e non delle loro inverse !). 

Come esempio di applicazione delle formule ottenute, conside- 
riamo le fluttuazioni di un oscillatore unidimensionale. In altre 
parole, consideriamo un corpo che si trova in quiete nello stato di 
equilibrio (Q = 0), ma capace di compiere piccole oscillazioni 
secondo una certa coordinata macroscopica Q. Grazie alle fluttua- 
zioni, la coordinata Q subirà effettivamente delle deviazioni dal 
valore Q = 0. Il quadrato medio di questa deviazione è determi- 
nato immediatamente a partire dal coefficiente della forza quasi- 
elastica agente sul corpo quando esso declina. 

Scriviamo l'energia potenziale dell’oscillatore nella forma 


moi 
U = 5 O, 
dove m è la sua « massa » (cioè il coefficiente di proporzionalità 
fra l'impulso generalizzato P e la velocità Q : P = mQ), e © la 
1) L'indipendenza delle espressioni (122,19) e (122,21) dalla frequenza 
significa (come nel caso della formula (122,10) per una grandezza fluttuante) 


che le funzioni di correlazione stesse (Y; (t) Yx (0)) e (; (1) ur (0)) contengono 
la funzione 8 del tempo. Quindi 


(yi (4) Un (0))=(Vint vas) 5 (6). (122,21a) 
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frequenza delle oscillazioni libere (in assenza di attrito). Allora la 
fluttuazione quadratica media ue” il problema 7 del $ 112) sarà 


(02) = (122,22) 
Il 


Eseguiamo la decomposizione spettrale delle fluttuazioni della 
coordinata per il caso generale in cui le oscillazioni sono accompa- 
gnate dall’attrito. 

Le equazioni del moto di un oscillatore con attrito sono 


Da i 


d=È, | (122,23) 
P= —mot0-vÈ, (122,24) 
dove — yP/m = —yQ è la forza di attrito. Come è stato spiegato al 


$ 121, se Q e P sono considerate come le grandezze 7, e x,, allora le 
corrispondenti X, e X, saranno moî0/T e P/mT. Le equazioni 


122,23-24) fungono allora da relazioni x; = —YixXk%, cosicché 
I Va=0, Ve= —Va= —T, Vo= 7. | 
Per applicare queste equazioni alle fluttuazioni, riscriviamo la 
(122,24) nella forma 
= — mot0—LP+y. (122,25) 


Quanto all’equazione (122,23) che è la definizione dell’impulso, 
essa deve essere lasciata immutata. In accordo con la formula (122,241) 
ricaviamo immediatamente la densità spettrale delle fluttuazioni 
della forza casuale 


(4°) = 2Y22= 297. (122,26) 
Infine, per trovare (0°) richiesta, scriviamo sostituendo P = 
= mò nella (122,25) i 


m0+y0+matQ0=y'). (122,27) 


Moltiplicando questa equazione per e'&' e integrando rispetto al 
tempo, troviamo 


(-mo—ioy+ moi) 00=Yo 


da cui finalmente 


ei (122,28) 


m? (0? — 03 }? + 02y? ha 


1) Considerando la (122,27) come un'« equazione di moto » dell’oscilla- 
tore fluttuante, y è detta forza aleatoria agente sull’oscillatore. 
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$ 123. Suscettività generalizzata 


È impossibile ottenere una formula generale per la decomposi- 
zione spettrale delle fluttuazioni che sia analoga alla formula (122,9) 
per le fluttuazioni quasi-stazionarie. Tuttavia, in alcuni casi risulta 
possibile legare le proprietà delle fluttuazioni alle grandezze che 
caratterizzano il comportamento del corpo sotto l’azione esterna. 
In questo caso possono entrare in gioco sia le fluttuazioni delle gran- 
dezze classiche che delle grandezze di natura quantistica. 

Le grandezze fisiche di questa categoria hanno la proprietà secon- 
do la quale per ciascuna di esse esiste un'azione esterna tale che 
viene descritta dalla comparsa nell’operatore di Hamilton del corpo 
di un operatore di perturbazione della forma 


V= sf(1), (123,1) 
dove x è l’operatore della data grandezza fisica, e la forza pertur- 


batrice generalizzata f è una data funzione del tempo. 


Il valore medio quantomeccanico x è diverso da zero in presenza 
di tale perturbazione (mentre nello stato di equilibrio, in assenza 


di perturbazione, x = 0) e può essere rappresentato nella forma af, 
dove a è l’operatore lineare integrale la cui azione sulla funzione 
f (t) è data dalla formula 

z(1)=af= \ a(1)f(t— 1 dr, (123,2) 

0 | 

dove a (t) è una funzione del tempo dipendente dalle proprietà del 
corpo. Il valore x all’istante # può, ovviamente, dipendere dai valori 
della forza f soltanto negli istanti antecedenti (e non successivi); 


l’espressione (123,2) verifica questa condizione. La grandezza x (t) 
si dice risposta del sistema alla perturbazione esterna. 

Ogni perturbazione dipendente dal tempo può essere ridotta 
mediante lo sviluppo di Fourier a un insieme di componenti mono- 
cromatiche dipendenti dal tempo come e-'0% Sostituendo nella 
(123,2) f e x nella forma fye7i®! e zye-i0', otteniamo una relazione 
fra le componenti della forza e della risposta nella forma 


Ta = (0) fo, (123,3) 


dove la funzione a (©) è definita come segue: 


co 
a(0)= | a (#) ei0t dt. (123,4) 

0 
L'assegnazione di questa funzione determina completamente il com- 
portamento del corpo sotto l’azione di una data perturbazione. Chia- 
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meremo & (@) suscettività generalizzata *). Questa grandezza gioca 
il ruolo fondamentale nella teoria che esponiamo, poiché, come 
vedremo, le fluttuazioni della grandezza x si esprimono mediante 
questa grandezza ?). 

In generale, la funzione a (w) è complessa. Indichiamone le parti 
reale e immaginaria con a' e a”: 


a(0)=2'(0)+ia" (0). (123,5) 
Si vede immediatamente dalla definizione (123,4) che 
a(—w=a* (0). | (423,6) 
Separandovi le parti reale e immaginaria, troviamo 
d'(-0)=2 (0), a'(—0=—-a"(0), (123,7) 


cioè a' (0) è la funzione pari della frequenza, e a” (©) la funzione 
dispari. Per o = 0 la funzione a” (0) cambia di segno passando 
per zero (o, in certi casi, per l'infinito). 

Bisogna sottolineare che la proprietà (123,6) esprime semplice- 
mente il fatto che la risposta x deve essere reale per ogni forza f 
reale. Se f (t) è una funzione monocromatica pura ed è data dall’e- 
spressione reale 


f (1) = Re foe-101=3 [fse-i01 4 fteton, 


(123,8) 


allora, applicando l’operatore a a ciascuno dei due termini, otte- 
niamo 


= [a (0) foe7!0 +.a (— w) fret0t]; (123,9) 


la condizione di realtà di questa espressione coincide con la (123,6). 

Nel limite © + co la funzione a (©) tende al limite reale finito 
o. Per fissare le idee, supporremo più avanti che questo limite 
sia nullo; il caso «x diverso da zero richiede soltanto di portare 
alcune correzioni inessenziali in certe formule che saranno ricavate 
più avanti. | 

Il cambiamento dello stato del corpo sotto l’azione della « forza » 
f è accompagnato dall’assorbimento (dissipazione) dell’energia; la 
perturbazione esterna serve da sorgente di questa energia che, assor- 
bita dal corpo, si trasforma in calore interno. Anche questa dissi- 


1) A titolo di esempio diciamo che f può rappresentare un campo elettrico 
x il momento di dipolo elettrico acquisito dal corpo in questo campo. Allora & 
la polarizzabilità elettrica del corpo 

2) La grandezza «a (©) cosî definita risulta più comoda che l’impedenza 
generalizzata Z (0) = —I/iwa (@) che talvolta si usa e rappresenta il coefficien- 


© 
e 


te della relazione fn = Z (0) (2)o» 


27--2641 
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pazione può essere espressa in funzione della grandezza a. A tale 
scopo utilizziamo l’uguaglianza 


di  d 


secondo la quale la derivata temporale dell'energia media del corpo 
è pari al valore medio della derivata temporale parziale dell’opera- 
tore di Hamilton del corpo (vedi $ 11). Poiché nell’operatore di 
Hamilton soltanto la perturbazione V dipende esplicitamente dal 
tempo, abbiamo 


dE _ — df | 
Es IT: (123,10) 


Questa relazione gioca un ruolo importante nelle applicazioni 
della teoria esposta. Se conosciamo l’espressione per la variazione 
dell'energia in uno o in un altro processo concreto, confrontandola 
con la (123,10) possiamo stabilire la grandezza che funge da « for- 
za » f rispetto alla variabile x che ci interessa. 

Sostituendo x e f dalle (123,8-9) nella (123,10) e prendendo la 
media sul tempo, otteniamo il valore medio dell'energia dissipata 
(nell’unità di tempo) nel sistema sotto l’azione della perturbazione 
monocromatica; indichiamo questo valore con Q. I termini con- 
tenenti exp (+2i0t) si annullano quando si prende la media, e tro- 
viamo !) 


Q=$-(e*—a)lfof=Ta"(0)]fof?. (123,11) 


Si vede di qui che la parte immaginaria della suscettività determina 
la dissipazione dell’energia. Poiché ogni processo reale è sempre ac- 
compagnato da una certa dissipazione (Q > 0), arriviamo a un’im- 
portante conclusione che per tutti i valori positivi della variabile @ 
la funzione a” è diversa da zero e positiva. 

Risulta possibile ottenere certe relazioni generali per la fun- 
zione & (©) utilizzando l’apparato matematico della teoria delle 
funzioni di variabile complessa. Considereremo © come variabile 
complessa (0 = è' + io”) e studieremo le proprietà della funzione 
a (©) nel semipiano superiore di questa variabile. Dalla defini- 


1) Se si tratta non di una funzione monocromatica pura f (t), bensi di una 
perturbazione agente durante un intervallo di tempo limitato (f + 0 per|t]+ 
-+ 00), la dissipazione completa dell’energia per tutto il tempo è espressa in 
funzione delle componenti di Fourier della perturbazione dall’integrale 


| Qdi= — | toa (0) | fw ta) 200" (fol SE, 


— CO — 00 
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zione (123,4) e dalla finitezza di a (?) per tutti i # positivi segue che 
& (0) è una funzione monodroma in tutto il semipiano superiore e 
non diventa in nessun punto di questo semipiano infinita, cioè 
non ammette punti singolari. Infatti, per ©” > 0, l’espressione 
integranda nella (123,4) contiene il fattore esponenzialmente decre- 
scente exp (—-t0”), e poiché la funzione a (t) è finita in tutto il domi- 
nio di integrazione, l'integrale è convergente. La funzione a (©) 
non ha singolarità neanche sull’asse reale stesso (0” = 0), ad eccezio- 
ne, forse, dell'origine delle coordinate !). È utile richiamare l’atten- 
zione sul fatto che la conclusione secondo la quale la funzione @ (©) 
non ammette punti singolari nel semipiano superiore, è dal punto 
di vista fisico la conseguenza del principio di causalità. Il significato 
di questo principio è che nella (123,2) si integra soltanto rispetto al 
tempo antecedente all'istante dato ? e, come risultato, nella formu- 
la (123,4) il dominio di integrazione si estende da 0 a co (e non da 
— 00 a +00). 

Inoltre, dalla definizione (123,4) è evidente che 


a(—0*)=a* (0). | (123,12) 


Questa è la relazione (123,6) generalizzata che si riferisce ai 
valori reali di ©. In particolare, per i valori immaginari puri di © 
abbiamo a (io”) = a* (i0”), vale a dire che la funzione a (©) 
è reale sull'asse immaginario. 

Dimostriamo il seguente teorema: la funzione & (©) non assume 
valori reali in nessun punto finito del semipiano superiore, tranne 
i punti dell'asse immaginario; su questo ultimo, invece, « (@) 
decresce monotonamente da un determinato valore positivo a, > 0 
per © = i0 fino a zero per © = ico. In particolare, ne conseguirà 
che la funzione @ (©) non ha zeri nel semipiano superiore. 

Per dimostrare ?), utilizziamo il noto teorema della teoria delle 
funzioni di variabile complessa, secondo il quale l’integrale 


1 | da (@) do 
2ri do a(@—a 


i (423,13) 


esteso ad un contorno chiuso C, è pari alla differenza fra il numero 
di zeri e il numero di poli della funzione a (©) — a nel dominio limi- 
tato da questo contorno. Sia a un numero reale, e come € prendiamo 
il contorno formato dall'asse reale e dal semicerchio chiuso all’in- 
finito nel semipiano superiore (fig. 53). Supponiamo prima che &y 
sia un valore finito. Poiché nel semipiano superiore la funzione 


1) Nel semipiano inferiore la definizione (123,4) è inapplicabile poiché 
l'integrale è divergente. Pertanto la funzione «a (©) può essere definita nel 
semipiano inferiore soltanto come il prolungamento analitico dell'espressione 
(123,4) dal semipiano superiore. In questo dominio la funzione «,(@) ha, in 
generale, dei punti singolari. 

2) La dimostrazione citata appartiene a N. N. Meiman. 


» 
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a (0) e, quindi, a (0) — a non hanno poli, l’integrale scritto dà sem- 
plicemente il numero di zeri della differeriza a — a, cioè il numero 
di punti in cui a (0) assume il valore reale a. 

Per calcolare l’integrale, scriviamolo nella forma 


DR ICE 


dove si integra sul contorno C* nel piano della variabile complessa a, 
che è l'immagine del contorno C del piano ©. Tutto il semicerchio 
infinitamente lontano è riprodotto nel punto a = 0, e l'origine delle 


C @ Cc’ © 


- 60 Q +00 0 a Xo 


Fig. 53 


coordinate (0 = 0) in un altro punto ugualmente reale, a,. I semiassi 
reali destro e sinistro @ si riproducono nel piano a in certe curve 
assai complicate (in generale, intersecantisi) che si trovano comple- 
tamente nei semipiani superiore e inferiore, rispettivamente. È im- 
portante che queste curve non intersechino in nessun punto (tranne 
i punti a = 0 e a = ao) l’asse delle ascisse poiché a non assume 
valori reali per alcun valore reale finito di © (tranne ®@ = 0). In 
virtà di questa proprietà del contorno C‘’, la variazione totale del- 
l’argomento del numero complesso a — a, quando si aggira attorno 
a questo contorno, è pari a 2 (se il numero a è compreso fra 0 e &o, 
come nella fig. 53) o a zero (se a giace fuori di questo intervallo), 
qualunque sia il numero di intersezioni del contorno. Ne segue che 
l’espressione (123,13) è pari a 1 per0 <a <ogea zero per ogni 
altro valore di a. | 

Possiamo quindi concludere che la funzione a (©) nel semipiano 
superiore w assume una sola volta ogni valore reale a, appartenente 
al suddetto intervallo (e mai valori che si trovano fuori di questo 
intervallo). Di qui si può prima di tutto concludere che sull’asse 
immaginario, dove la funzione a (w) è reale, essa non può avere né 
massimo né minimo: altrimenti assumerebbe certi valori almeno 
due volte. Quindi, sull'asse immaginario la funzione @ (@) varia 
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monotonamente assumendo qui e soltanto qui una volta sola tutti 
i valori reali da @, a zero. 

Se €, = 00 (cioè se & (0) ha un polo nel punto @ = 0), la dimo- 
strazione data cambia solo nel senso che, muovendosi (nel piano %w) 
lungo l’asse reale, bisogna aggirare l'origine delle coordinate dal 
di sopra, lungo un semicerchio infinitesimo. Si può allora rappre- 
sentare la variazione del contorno C° nella fig. 53 come lo spostarsi 
di a verso l'infinito. La funzione 
a (©) sull'asse immaginario decre- | ©) 
sce monotonamente in questo caso cl 
da +00 a 0. 

Inoltre, ricaviamo una formula 
che lega le parti reale e imma- 
ginaria della funzione a (@). A tale 
scopo prendiamo un certo valore Du Ù dot 
reale positivo ® = ®, ed integria- Fig. 54 
mo l’espressione @/(@ — @) sul 
contorno rappresentato nella fig. 54. Questo contorno passa per tutto 
l’asse reale aggirando superiormente il punto © = @, > 0 (nonché il 
punto © = O se l’ultimo è un polo della funzione x (©)). Il contorno 
si chiude con un semicerchio infinitamente lontano. All’infinito 
a» 0, e pertanto la funzione a/(0 — ©) tende a zero più rapida- 
mente che 1/©. Pertanto l'integrale 


(0° do 
O_-® 
C 


è convergente; ma siccome a (@) non ha punti singolari nel semi- 
piano superiore e il punto © = © è escluso dal dominio di integra- 
zione, la funzione a/(0 — ©) è analitica in tutto il dominio all’in- 
terno del contorno C e l’integrale scritto è nullo. 

L’integrale su un semicerchio infinitamente lontano si annulla 
di per se stesso. Aggiriamo il punto @®, lungo un semicerchio infi- 
nitesimo (di raggio p + 0). L'aggiramento si compie nel senso orario 
e dà all’integrale un contributo pari a —isa (0). Se o è finito, 
è inutile l’aggiramento dell’origine, e, quindi, l'integrazione su 
tutto l’asse reale dà 


0o-p 
lim { Da on d0+ | 
p-0 
| dot+p 
Il primo termine è l’integrale esteso da — co a +00, inteso nel senso 
del valore principale. Indicando questo fatto, come al solito, con 
il segno di integrale con sbarra, abbiamo 
è A 
ina (09) = i 7 do. (423,14) 


— 00 


2 do } — ima (09) = 0 
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La variabile di integrazione ® assume qui soltanto i valori reali. 
Indichiamola con la lettera È e con © indichiamo il valore reale 
dato ©); scriviamo anche la funzione « (©) della variabile reale @ 
nella forma a = a’ + ia”. Separando nella (123,14) le parti reale 
e immaginaria, troviamo finalmente le seguenti formule: 


a’ (0)=1 { O dé, (123,15) 
a (= —1 { al di. (123,16) 


Queste sono le relazioni di dispersione ricavate originariamente da 
H. A. Kramers e R. L. Kronig (1927). Sottolineiamo che l’unica 
proprietà fondamentale della funzione a (w) utilizzata per ricavare 
queste formule è l’assenza di punti singolari nel semipiano supe- 
riore !). Si può quindi dire che le formule di Kramers — Kronig 
(cosi come la suddetta proprietà della funzione a (0) sono la con- 
. seguenza diretta del principio di causalità. 

Utilizzando la disparità della funzione a” (£), si può riscrivere 
la (123,15) nella forma 


1fe®Op,i1fo® 
dicluti = Lite. 
0 
o' (0) = 50 a (123,17) 


Se la funzione a (©) ha un ul nel punto ® = 0 nell’intorno 
del quale si ha a = i4/@, l’'aggiramento di questo polo lungo un 
semicerchio implica la comparsa nell’integrale del termine reale 
supplementare —A4/© che va aggiunto al primo membro dell’ugua- 
glianza (123,14). Corrispondentemente lo stesso termine comparirà 
anche nella formula (123,16): 


a" (0) = —L Li a dad. (123,18) 


Quanto alle formule (123,15) o (123,17), esse restano immutate. 


1) Per quanto riguarda la proprietà a + 0 per © + 00, essa è inessenziale: 
se il limite ao fosse diverso da zero si dovrebbe semplicemente considerare la 
differenza a — @o al posto di « e trasformare rispettivamente le formule 
(123,15-16). Vedi Sata il problema del $ 126. 
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Ricaviamo ancora una formula che esprime i valori di a (©) 
sul semiasse immaginario superiore in funzione dei valori di a” (©) 
sull’asse reale. A tale scopo consideriamo l’integrale 


| WA (0) do, 


0° + 0? 


esteso al contorno composto dell’asse reale e del semicerchio infi- 
nitamente lontano nel semipiano superiore (@, è un numero reale). 
Questo integrale si esprime in funzione del residuo dell'espressione 
integranda rispetto al polo ® = io. D'altra parte, l'integrale sul 
semicerchio infinitamente lontano scompare, cosicché otteniamo 


| ta do= ina (i0)). 


- 0 


A primo membro dell'uguaglianza la parte reale dell’integrale si 
annulla in virti della disparità della funzione da integrare. Sosti- 
tuendo poi le notazioni ®, e ® con @ e È, otteniamo finalmente 


a (ia) = (ra (423,19) 


Integrando i due membri di subi relazione in dw, si ottiene 


| a (i0) do = >) a" (0) do. (123,20) 
o 0 


$ 124. Teorema della fluttuazione dissipativa 


Passiamo ora ai calcoli aventi lo scopo di legare le fluttuazioni 
della grandezza x alla suscettività generalizzata introdotta nel 
paragrafo precedente. | 

Supponiamo che il corpo cui si riferisce la grandezza] si trovi 
in un determinato (n-esimo) stato stazionario. Il valore medio (122,8) 
si calcola come l'elemento di matrice diagonale corrispondente 
dell'operatore 


7 (Loto t ZoTe)nn =3 È {(To)nm (To-)mn +(0°)nm (ta)mi 1, (124,1) 


dove la sommatoria è estesa a tutto lo spettro dei livelli di energia 


(essendo l’operatore xo complesso, i due termini fra parentesi quadre 
non coincidono). 
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La dipendenza dell'operatore £ (t) dal tempo significa che il cal- 
colo dei suoi elementi di matrice deve essere eseguito mediante le 
funzioni d'onda dipendenti dal tempo. Pertanto abbiamo 


(i | En me t@nmto)t di = 27%, 8 bdo (124,2) 
dove %nm è un elemento di matrice ordinario indipendente dal tempo 


dell'operatore z espresso in funzione delle coordinate delle parti- 
celle del corpo, e ®nm = (É, — Ém)/h è la frequenza di transizione 
n due stati n e m. Quindi, 


DI CIC + Ze Le)nn = 2n° 2 | nm |? [6 (Onm + ©) 6 (mn e: )+ 


+8 (0,40 ) 6 (Omn+%)} 
(qui si tiene conto che z,m = zhn essendo « reale). I prodotti delle 


funzioni è fra parentesi quadre si possono, evidentemente, riscrivere 
nella forma 


8 (nm +0) 8 (0+- 09) +6 (mn +0) 8 (0+0). 


Confrontando poi con la (122,8), otteniamo la seguente formula: 
(1) =" Zi |&nm|2 {6 (0+0nm) +6(04+0mn)]. (124,3) 


Facciamo la seguente osservazione a proposito di questa espres- 
sione. Anche se i livelli di energia di un corpo macroscopico sono, 
a rigore, discreti, essi sono disposti cosi densamente da formare di 
fatto uno spettro continuo. Si può scrivere la formula (124,3) senza 
le funzioni è, prendendone la media su tutti gli intervalli di fre- 
quenza piccoli (ma contenenti però molti livelli). Se I (£) è il 
numero di livelli di energia minori di £, allora 


dl : 
(20 = cam | +77]: (124,4) 


dove En = E, + ho, En= E, — .. 
— Supponiamo ora che il corpo subisca una perturbazione periodica 
(di frequenza «) descritta dall'operatore 


D= —ja= 3 (foe-101 + fretot) 2, (124,5) 


Sotto l’azione della perturbazione il sistema compie delle transi- 
zioni; la probabilità della transizione n + m (nell'unità di tempo) 
è data dalla formula 


mn = OL | rimn |P {6 (0+ tomn) +8 (0+0nm)} (124,6) 
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(vedi III, $ 42). Due termini di questa formula provengono rispetti- 
vamente da due termini della (124,5). In ogni transizione il sistema 
assorbe (o cede) un quanto f#©. La somma 


Q= di Wmnl®mn 
m 
o); la sor- 


dà l’energia media assorbita dal corpo (nell’unità di tem 
gente di questa energia è la perturbazione esterna, che assorbita 
dal corpo si dissipa in esso. Sostituendo la (124,6), otteniamo 


O= 5 [fol Di 1enm[P {8 (0+ mn) +8 (0+ Onm)} mn 
di | 


o, tenendo conto che le funzioni è sono diverse da zero soltanto per 
l'argomento nullo, 


O= ©lfof Di 1enm{P {6 (0+ nm) — 0 (0+0mn)}. (124,7) 
Confrontando la (124,7) con la (123,11), troviamo 


a'(0)= + DÌ Enm | {5 (0+ nm) — È (0+ mn)} (124,8) 


m 


Le grandezze (2°), e a” così calcolate sono legate da una semplice 
relazione che diventa esplicita, però, soltanto dopo che queste 
grandezze siano espresse in funzione della temperatura del corpo. 
A tale scopo prendiamo la media con l’aiuto della distribuzione di 
Gibbs (cfr. la nota alla pag. 398). Per (2°)» abbiamo 


(=D Pnlnm]} {8 (0+ nm) +8(0+ mn)}, 


dove per brevità abbiamo posto 


| 
En i livelli di energia del corpo, F la sua energia libera. Poiché la 
sommatoria si effettua sui due indici m e n, questi possono essere 
scambiati. Sviluppando le parentesi graffe e scambiando nel secondo 
termine m e n l’uno con l’altro, otteniamo 


(22)o = PI (On + 0m) |Cnm |? Ò (04 Onm)= 


= di pn(1+eh@nm/9)|xnm|}8(0+ nm) 
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o, data la presenza della funzione è nell’espressione da sommare, 
(22) = (1 t E R0/T) Di On | nm |? ) (0 + Onm)- 
m.n 
Analogamente otteniamo 


a" = + (1 — e-h0/7) Di Pn |Znm{ 6(0+ nm). 


mn 


Confrontando queste due espressioni, troviamo 
7 ho wuf1 1 
(73)o = ha cth 7 = 2ha {3t+75_;} , (124,9) 


Quanto al quadrato medio totale della grandezza fluttuante, esso 
è dato dall’integrale 


0 
(x2) -i Î a" (1) cth3a do. (124,10) 

0 i 
Queste formule importanti costituiscono il contenuto del feorema 
della fluttuazione dissipativa dimostrato da H. B. Callen e T. A. Wel- 
ton (1954). Esse legano le fluttuazioni delle grandezze fisiche alle 
proprietà dissipative del sistema che subisce un’azione esterna. 
Richiamiamo l’attenzione al fatto che il fattore fra parentesi graffe 
nella (124,9) rappresenta l’energia media (in unità Ro) dell’oscilla- 
tore a temperatura 7; il termine 1/2 corrisponde alle oscillazioni 
nulle. 

Cosi come è stato fatto alla fine del $ 118, i risultati ottenuti si 
possono rappresentare in un’altra forma considerando formalmente 
le fluttuazioni arbitrarie della grandezza x come risultato dell’azione 
di certe forze aleatorie fittizie. È più comodo allora scrivere le for- 
mule introducendo le componenti di Fourier 7» e fo in modo tale 
come se x fosse una grandezza classica. La relazione che esiste fra 
esse si scrive. 


To = (0) fo (124,11) 
che è simile alla (123,3), dopo di che per le fluttuazioni quadratiche 


medie scriviamo 
(Loto) =2(0) (0) (fufa) 


o, passando alle densità spettrali delle fluttuazioni in accordo con 
la definizione (122,4), 


(2) =a (0) a (—0)(2)0=12 (0) (1?)0. 


Dalla (124,9) ricaviamo quindi la densità spettrale del quadrato 
medio della forza aleatoria: 


5 h 
(Pe TEO nde. (124,12) 
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Una tale interpretazione può fornire certi vantaggi nelle applicazioni 
della teoria. 

La deduzione del teorema della fluttuazione dissipativa è basata 
sull’ipotesi che l’azione esterna (124,5) sia una piccola perturba- 
zione; all'ipotesi della piccola perturbazione è legata anche la linea- 


rità della risposta del sistema, cioè la linearità della relazione fra x 
e la forza f. È però da sottolineare che questa circostanza non implica 
affatto l’imposizione di condizioni fisiche ai valori ammissibili 
della fluttuazione media della grandezza stessa x. La piccolezza del- 
l’azione può essere sempre garantita dalla grandezza ausiliaria f 
arbitrariamente piccola, che non figura nella formulazione finale del 
teorema della fluttuazione dissipativa. Quindi, per le grandezze 
fisiche x le proprietà delle loro fluttuazioni (in un sistema in equi- 
librio termodinamico) sono completamente determinate dalle pro- 
prietà del sistema di rispondere a un'azione esterna arbitrariamente 
debole. 

A temperature T > fio abbiamo cth (f0/27) & 27/fio e la for- 
mula (124,9) diventa | 


(2) = La” (0). | (424,13) 


Si elide in essa la costante quantistica poiché in queste condizioni 
le fluttuazioni sono classiche. 

Se la disuguaglianza 7 > ho è valida per tutte le frequenze 
essenziali (frequenze per cui a” (©) è essenzialmente diversa da zero), 
si può allora passare al limite classico anche nella formula integrale 
(124,10): | de: | 

(a) = E | LO. do. I 
ST È (0) i 
Ma in accordo con la (123,17) questo integrale si esprime ‘in funzione 
del valore statistico a’ (0) = « (0), cosicché !) 


(2°) = Ta (0). i (124,14) 


1) Si può anche ricavare questa espressione immediatamente dalla distri- 
buzione di Gibbs nella statistica classica. Sia z = x (g, p) una certa grandezza 
classica. Introducendo nell’energia del sistema il termine —zf (con f costante), 


otterremo il valore medio 7 
pe FT_-E ’ 9 
= | x (g, P) exp {TT pEr) dq dp. 


Per definizione, a (0) = dz/df per f+ 0; derivando l’espressione scritta, tro- 
viamo iui 


a(0=+3 | x2 exp ( 7 ) dq dp=7r(29 


(l'energia libera F dipende anche da f, ma il termine contenente la derivata 
OFlof scompare dopo aver posto f = 0, cioè rx = 0). 
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Vediamo, infine, che relazione intercorre fra i risultati ottenuti 
e la teoria delle fluttuazioni quasi-stazionarie ($ 118). 

Osserviamo prima di tutto che se la grandezza 2 è tale da poter 
supporre le fluttuazioni piccole, nel senso indicato al $ 110 (cioè 
è ammissibile lo sviluppo dell’entropia (110,3)), allora il quadrato 
medio è (x*) = 1/8. Dal confronto con la (124,14) risulta che per 
una tale grandezza si ha 


a (0) =. (124,15) 


Supponiamo poi che x si riferisca alla categoria di grandezze le 
cui fluttuazioni sono quasi-stazionarie e che il corpo sia soggetto 
all’azione di una forza statistica f. Questo implica lo spostarsi dello 
Stato di equilibrio in cui 7 è diverso da zero e pariaz=a(0)f = 
= f/BT. L'equazione macroscopica che descrive il rilassamento 
di un sistema lontano dall’equilibrio avrà allora la forma 


ini (2-75) 7 (124,16) 


che differisce dall’equazione z=-,x (118,5) per il fatto che la 


velocità 2 si annulla non per x = 0, bensi per x = f/B7. 

Si può ritenere l'equazione (124,16) applicabile anche al caso 
in cui il corpo è soggetto all’azione di una perturbazione dipendente 
dal tempo, se soltanto il periodo di variazione della forza f(t) è 
grande rispetto al tempo necessario perché si stabilisca l'equilibrio 
incompleto (corrispondente ad ogni valore assegnato di z). Se f (t) 
è una funzione periodica (con frequenza €), varierà con la stessa 
frequenza anche il valore macroscopico x (t). Sostituendo nell’equa- 
zione (124,16) f (t) e x (#) nella forma (123,8-9) e separando in essa 
i termini contenenti exp (—iot) ed exp iwf, otteniamo 


— ima (0) fi = — 70 (@) f+grfo 


da cui 
ì, 
raw: (124,17) 


Partendo dal teorema della fluttuazione dissipativa (124,9), 
troviamo ora 


a (0) = 


2, h h 
(= Fata arl (124,18) 


Questo risultato generalizza la formula (122,9) che si riferisce alle 
fluttuazioni di una grandezza classica. L'espressione (124,18) dif- 
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ferisce dalla (122,9) per il fattore 


LO 
2T 


ho 
DI | 
che nel limite classico diventa 1 quando lo < 7. | 

L'equazione (124,16) si può considerare anche sotto un altro 
aspetto: non come l’equazione del moto di un sistema lontano dal- 
l'equilibrio (soggetto a un'azione esterna), ma come l’equazione delle 
fluttuazioni della grandezza x (t) in un sistema isolato in equilibrio, 
generate dall'azione di una forza aleatoria f. In questa interpretazione 
essa corrisponde all’equazione (118,9), cosicché le due definizioni 
della forza aleatoria differiscono soltanto per il fattore y = 4f/7f. 
Sostituendo la (124,17) nella (124,12), troviamo la densità spettrale 


(Yo: 


cth (124,19) 


21 ho ho | 
(72) 0 = 27 cth 37, (124,20) 


che differisce dall’espressione precedente (122,10) per lo ‘stesso fat- 
tore (124,19). 


| 


$ 125. Teorema della fluttuazione dissipativa per piu grandezze 


Il teorema della fluttuazione dissipativa può essere generalizzato 
al caso in cui sono considerate contemporaneamente più grandezze 
fluttuanti z,. 

In questo caso, le suscettività generalizzate sono determinate 
dalla risposta del sistema a una perturbazione della forma 


7= -xifi (1) | (125,4) 


@ rappresentano i coefficienti nella relazione lineare fra le compo- 
nenti di Fourier dei valori medi x; (f) e le forze generalizzate 


Tio =ik (0) fro- | (125,2) 


La variazione dell'energia del sistema si esprime in funzione della 
perturbazione esterna secondo la relazione | 


E=- fit. (125,3) 


Questa formula, cosî come la (123,10), serve nelle applicazioni 
della teoria a stabilire la corrispondenza effettiva fra le grandezze 
Li e fi. 

Le densità spettrali delle fluttuazioni si introducono partendo 
dai valori medi dei prodotti operatori simmetrizzati: 


5 (TioZro' + TroTio) = 22 (Ziza)o è (0+0') (125,4) 
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che generalizzano l’espressione (122,8). Il calcolo di questo ele- 
mento di matrice medio diagonale (nr) è analogo alla deduzione 
della (124,3) e conduce al risultato | 


(ZiZ4)o = N di {(Z;)nm (Za)mn ò (0+ nm) + (Cn)nm (Zi) mn O) (0 + Omn)}- 
(125,5) 


Supponiamo che il sistema sia soggetto a una perturbazione 
periodica in cui 


fa (1)=4 (fue-101+ frretot). (125,6) 
La risposta del sistema alla perturbazione è 
zi (0) = [04x (0) fone7i0%+-at, (0) fine!®]. (125,7) 


Sostituendo le (125,6-7) nella (125,3) e prendendo la media sul 
periodo della perturbazione, otteniamo al posto della (123,11) 
la seguente espressione della dissipazione dell’energia: 


O= 7 (ata 1) fosfin. (125,8) 
D'altra parte, il calcolo analogo alla deduzione della (124,7) dà 
Q=-® Di foifdn {(C1)mn (Ca)nm È (O+ nm) — 


sh (Zi)nm (Za)mn ò (@ +. mn)]. 
e confrontando con la (125,8), otteniamo 


cli —cni= EE DI [(21) mn (21 )am 8 (0-+ nm) — 


da (Zi)nm (Xr)mn ò (0 + Omn)] (125,9) 


Infine, prendendo la media della (125,5) e della (125,9) sulla 
distribuzione di Gibbs, come nel paragrafo precedente, troviamo la 
seguente formula che generalizza il teorema della fluttuazione dis- 
sipativa (124,9): 


(cita) = il (af: — dia) ctht0. (125,10) 


Analogamente alle formule (124,11-12) si può esprimere anche 
la formula (125,10) in funzione di forze aleatorie fittizie la cui azione 
darebbe un risultato equivalente alle fluttuazioni spontanee delle 
grandezze z;. A tale scopo scriviamo 


Zio =ihfro, fio =CiThL (125,11) 


FLUTTUAZIONI 434 


e poi 
(fifr)o = Qitarzin (TIXm)®- 
Sostituendovi la (125,10), otteniamo 


(ff = 7 (a_i) ch 37. (125,12) 


I risultati ottenuti permettono di trarre determinate conclusioni 
relative alle proprietà di simmetria delle suscettività generalizzate 
Gi (0) (H. B. Callen, M. L. Barrash, J. L. Jackson, R. F. Green, 
1952). Supponiamo dapprima che le grandezze x;, 7, siano invarianti 


rispetto all’inversione del tempo; allora i loro operatori :r;, x, sono 
reali. Inoltre, riterremo che il corpo non goda di struttura magnetica 
(vedi la nota alla pag. 442) e non si trovi in un campo magnetico; 
allora sono reali anche le funzioni d’onda dei suoi stati stazionari 1). 
Pertanto saranno reali anche gli elementi di matrice delle grandezze 
x, e tenendo conto che le matrici x,m sono hermitiane, abbiamo x,m = 
= Xin = Xmn- Allora il primo e il secondo membro dell’uguaglian- 
za (125,9) sono simmetrici rispetto agli indici i, 4. Quindi, ajì — 
— Qpi = Aki — Cir OSSIa Qi + Qik = Q2: + ai, cioè; possiamo 
concludere che la parte reale ai, è simmetrica. | 

Ma le parti reale (a;r) e immaginaria (ai) di ciascuna delle 
grandezze a;, sono legate dalle relazioni lineari integrali, cioè 
dalle formule di Kramers — Kronig. Pertanto dalla simmetria di 
Cin segue la simmetria anche di air, e quindi di tutta la grandezza 
Cin Arriviamo così al risultato finale: 


cr (0) = 2; (0). | (425,19) 


La forma di queste relazioni cambia alquanto se il corpo si trova 
in un campo magnetico esterno H. Le funzioni d’onda del sistema 
nel campo magnetico non sono reali e godono della proprietà w*(H)= 
= )* (—H). Rispettivamente per gli elementi di matrice delle gran- 
dezze x abbiamo I 


nm (H) =Tmn (— H), 


e l’espressione del secondo membro della (125,9) non cambia al per- 
mutare degli indici i, X soltanto se si ha contemporaneamente un 
cambiamento di segno di H. Pertanto arriviamo alla relazione 


cin (H) — Qki (H) = ki (— H) — Cik (— H). O 


1) I livelli di energia esatti di un sistema di particelle interagenti possono 
essere degeneri soltanto lungo le direzioni del momento totale del sistema. Si 
può eliminare questa sorgente di degenerazione supponendo il corpo messo in 
un recipiente con pareti fisse. Allora i livelli di energia saranno non degeneri e, 
di CODESEVenze: le funzioni d’onda esatte corrispondenti possono essere scelte- 
reali. 
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Un'altra relazione è data dalla formula di Kramers — Kronig 
(123,14) in virti della quale si ha una relazione della forma ay; = 


= iJ (24:), dove J è un operatore lineare reale. Sommando questa 
uguaglianza all’uguaglianza coniugata hermitiana aj = —iJ (aîk), 
otteniamo 


aint+@r1= — il (cin — Ahi) 


(è ovvio che tutte le a; sono prese qui per lo stesso valore di H). 
Si vede di qui che se la differenza ai; — 4; gode di qualche pro- 
prietà di simmetria, della stessa proprietà gode la somma iù + dai 
e, quindi, le grandezze stesse a;,. Quindi, i 


Cih (0; H) = ki (0; _ H). (125,14) 


Supponiamo, infine, che fra le grandezze x ve ne siano di tali che 
cambiano di segno per l'inversione del tempo. L'operatore di tale 
grandezza è immaginario puro, e pertanto x%,m = «inn = —Tmrn- 
Se le due grandezze z;, xx sono di questo tipo, allora tutta la dedu- 
zione e il risultato (125,13) restano immutati. Se invece una delle 
grandezze cambia di segno per l’inversione del tempo, allora al per- 
mutare degli indici i, X il secondo membro dell'uguaglianza (125,9) 
cambia di segno. Rispettivamente, al posto della (125,13) avremo 


Cin (0) = — ri (0) (125,15) 
o, per il corpo in un campo magnetico, 
Cih (0; H) = — ki (0; — H). (125, 16) 


È ovvio ghe tutte queste relazioni si possono anche ricavare dalla 
formula (125, 10) come conseguenza della simmetria temporale delle 
fluttuazioni. Così, se le due grandezze x; e x, si comportano allo 
stesso modo rispetto all’inversione del tempo, allora, in virtù della 
suddetta simmetria, la grandezza (x;%,)o è reale e simmetrica ri- 
spetto agliindicii, X (vedi$ 122). Allora anche il secondo membro della 
formula (125,10) deve essere simmetrico rispetto agli stessi indici, 
e arriviamo di nuovo al risultato (125,13). Questa deduzione delle 
proprietà di simmetria delle suscettività generalizzate è analoga 
alla deduzione del principio di simmetria dei coefficienti cinetici 
al $ 120; vedremo più avanti che le formule (125,13-16) si possono 
considerare come la generalizzazione di questo principio. 

La relazione fra le suscettività generalizzate e i coefficienti cine- 
tici si esplicita confrontando il teorema della fluttuazione dissi- 
pativa con la teoria delle fluttuazioni quasi-stazionarie di più gran- 
dezze. Scriviamo le formule corrispondenti, senza ripetere tutti 
i ragionamenti simili a quelli citati alla fine del paragrafo precedente 
per il caso di una sola grandezza. 
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I valori statistici della suscettività sono legati ai coefficienti 
dello sviluppo dell’entropia f;, dalle uguaglianze 


Tar (0)=B%. | 


Pertanto lo spostamento degli stati di equilibrio sotto l’azione sul 
sistema delle forze aleatorie f, è determinato dai valori 


= (0)fx= Bifa/T, Xi= Berta = fi/T. I 


Le equazioni macroscopiche del moto di un sistema fuori dello equi- 
librio, soggetto all’azione delle forze quasi-statiche f, (t) si possono 


rappresentare nella forma | 


td = — Vik (X-+ LS ; | (125,17) 


che differisce dalla (120,5) per la sostituzione di X, con Xx — fa/7. 

Sostituendo nella (125,17) 2; (?) e fi (t) nella forma delle funzioni 
periodiche (125,6-7) (dove le X, si scrivono nella forma delle combi- 
nazioni lineari X, = Bx:z:), ottenimo | 


1 
— i0Gimfom = — VinPritimfom +7 Vimfoms 


da cui, data l’arbitrarietà di fom» seguono le relazioni fra i coeffi- 
cienti 


— Rim + VinPrilim = + Vim. 


Cih = + (Bia — iovit) 4. | (125,18) 


Si stabilisce cosi la relazione richiesta fra le a;, e i coefficienti Via: 
Per definizione le grandezze f;x sono simmetriche rispetto ai 
loro indici (come le derivate —0*S/0r, dr). Pertanto dalla simme- 
tria delle a,x segue la stessa simmetria di Vit cioè il principio di 
simmetria ordinario dei coefficienti cinetici. 
Considerando f, nelle equazioni (125,17) come forze aleatorie, 
otteniamo (sostituendo la (425,18) nella (125,12)). 


(fifr)w = + hoT (vi +73) cth id 


Determinando le forze aleatorie y;, cosî come nella (122,20), y; = 
= Yafy T; la loro distribuzione na n 


(Viyn)o = (Vin + 1) 5 57 cth 59- (125,49) 


Questa espressione differisce dalla a per lo stesso fattore 
(124,19) che diventa 1 nel limite classico. 


2264 | 
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$ 126. Espressione operatoriale della suscettività generalizzata 


Si può considerare il teorema della fluttuazione dissipativa anche 
sotto l’aspetto « inverso », cioè leggendo l'uguaglianza (124,9) da 
destra a sinistra e scrivendo (2°), in forma esplicita come compo- 
nente di Fourier di una funzione correlativa: © 


(ene) 


o" (@)=- th59- \ et01(7(0) © (t)-+T (2) T(0)) di. (426,4) 


Questa formula cosî scritta dà la possibilità di principio di calcolare 
le funzioni a” (©) partendo dalle proprietà macroscopiche del siste- 
ma. Il suo difetto, però, è che essa determina direttamente soltanto 
la parte immaginaria e non tutta la funzione « (©). Si può ottenere 
una formula analoga priva di questo difetto. A tale scopo eseguiamo 


un calcolo quantomeccanico diretto del valore medio x in un sistema 
perturbato (con l’operatore di perturbazione (124,5)) 1). 

Siano Yi le funzioni d’onda del sistema imperturbato. Seguendo 
il metodo generale (vedi III, $ 40), cerchiamo le funzioni d’onda del 
sistema perturbato nella prima approssimazione nella forma 


Po= VO 4 Dam? (126,2) 
m 
dove i coefficienti a,,, verificano le equazioni 
la 
ih dmn = Vneiomnt — 7 Emnetomat (freniot 4 ffeiot), 


Risolvendo questa equazione, bisogna ritenere che la perturbazione 
si inserisce « adiabaticamente » all’istante t del tempo ? = —co 
(vedi III, $ 43); questo vuol dire che nei fattori e+*©' bisogna so- 
stituire © + @ F (0 (dove il simbolo i0 significa iò per è > +0). 
Allora 


_ { 1 foe7 19! fretot 
Amn = 2A Imne'omni [ Omn — O— i0 Ls On POF i0 I° (126.3) 


Utilizzando la funzione Y, così ottenuta, calcoliamo il valore 
medio 7 come l’elemento di matrice diagonale corrispondente del- 


1) Questa via è più diretta rispetto all’uso della relazione di Kramers — 
n per determinare a’ (©) (e poi di tutta la grandezza a (@)) a partire da 
a” (©). 
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l'operatore x. Nella stessa approssimazione, abbiamo 


= { Wir Y,dg= Î (GmnEnmet®mrt + atnEmne!omnt) — 
È m 


se ct 1 - io 
= 3h DI &mnînm | Omn—0—0 +artono ] he si: 
m 
+ complessa coniugata. 


Confrontando questo risultato con la definizione (123,9), troviamo 


1 
a Ali croci or cha.i 
a(0)=+ Dem intrtur] (1264 
m 
5 
Le parti reale e immaginaria di questa espressione si separano 
mediante la formula 


1 4 : 
77 =P4 F in8 (2) (126,5) 


(vedi III, la (43,10)). Per a” (@) torniamo, ovviamente, al precedente 
risultato (124,8 


E facile vedere che l’espressione (126,4) rappresenta la trasfor- 
mata di Fourier della funzione I 


i n n ES n 
da { veoe0=0z0e 8. os 
0, t<0 | 


(come nel caso della funzione di correlazione, questo valore medio 
dipende, ovviamente, soltanto dalla differenza fra gli istanti in 


cui si prendono due operatori £ (t)). Infatti, calcolando la funzione 
(126,6) come elemento di matrice diagonale rispetto all’r-esimo 
stato stazionario del sistema (imperturbato), abbiamo per t >0 


0 (0) = + DI lznm (6) &mn (0) — nm (0) £mn (4) =! 


| 
=" + > | Liv ? [efomnt FE, etomni], 


m 


dove il passaggio agli elementi di matrice indipendenti dal tempo 
è eseguito in accordo con la regola usuale | 


Enm (1) = Tnmetomat. 


28* 
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Poiché la funzione a (#) è diversa da zero soltanto per t >0, la sua 
trasformata di Fourier si calcola secondo la formula !) 


- 0 


| esordi = —È (126,7) 


O-+ i0 


e coincide con la (126,4). i 
Arriviamo cosi al risultato finale: 


a(0)=| | et01(2 (1) 2(0)—2(0)2@)dt = (126,8) 
0 

(R. Kubo, 1956). Essendo valida per la media su ogni stato stazio- 

nario esatto dato del sistema, questa formula resta quindi invariata 

anche dopo aver preso la media sulla distribuzione di Gibbs. 
Per le suscettività generalizzate &;, (0) che determinano la ri- 

sposta del sistema a una perturbazione che interessa più grandezze x;, 

la formula analoga è 


cin (0)= + | et0t (2, (12, (0) 22 (0) 2a (0) de (126,9) 
i) 


PROBLEMA I 
Ù carpi il comportamento asintotico di « (@) per © + co (supponendo 
che a (00) = 0). 
Soluzione. Per 0 + co, nella (126,8) hanno importanza i valori piccoli di t. 


Ponendo # (t) & £(0) + tz (0), troviamo 


0. 
o (= (72-22) { tet4 gg 
0 


(omettiamo negli operatori l'argomento identico t = 0). L integrale si calcola 
‘ derivando rispetto a « (126 7) e dà #. 


al — Fr EI-5d; a 


mesta formula è valida se il valore medio del commutatore in essa è diverso 
a zero. 


1) L'inte ale si calcola inclinando il cammino di lategrazione (nel piano 
della variabile complessa #) verso l’alto o il basso a seconda del segno di ©, 
cioè sostituendo £ +» # (1 + 18 sign @), dopo di che poniamo $ + 4-0, 
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Essendo © una funzione pari, l’espressione (1) è reale e diventa cosi la 
funzione asintotica di a’ (©). D altra parte, dalla (123,15) ricaviamo per © + co 


‘0 
2 
a (0) — 7 | ta” (È) de 
0 
(qui si tiene conto che la funzione a” (E) è dispari). Confrontando questa espres- 


Ù 


sione con la (1), troviamo la seguente « regola delle somme » pera" (@): 
00 
{ 0a” (0) do=-7- (25-22). (2) 
0 


| 
$ 127. Fluttuazioni della flessione delle molecole lunghe 


Nelle molecole ordinarie la forte interazione fra gli atomi riduce 
l'agitazione termica intermolecolare semplicemente a piccole oscil- 
lazioni degli atomi attorno alle loro posizioni di equilibrio che pra- 
ticamente non cambiano la forma della molecola. Le molecole com- 
poste di catene molto-lunghe di atomi (per esempio, lunghe catene 
idrocarboniche di polimeri) si comportano in un modo del tutto 
diverso. Il fatto che la molecola sia molto lunga e che le forze ten- 
denti a mantenere una forma rettilinea della molecola in equilibrio 
siano relativamente deboli, fa sî che le flessioni fluttuazionali della 
molecola possono diventare assai notevoli, sino alla torsione della 
molecola. La grande lunghezza della molecola permette di conside- 
rarla come un sistema macroscopico lineare, e per calcolare i valori 
medi delle grandezze che ne caratterizzano. la flessione si possono 
applicare dei metodi statistici (S. E. Bresler, Ja. I. Frenkel, 1939)"). 

Considereremo molecole di struttura longitudinale omogenea. 
Interessandoci soltanto della loro forma, possiamo considerare tali 
molecole come un filo continuo omogeneo. La forma di questo filo 
è determinata dall’assegnazione in ogni suo punto del vettore di 
curvatura g diretto lungo la normale principale alla curva e di gran- 
dezza uguale all’inverso del raggio di curvatura della curva. 

Le flessioni subite dalla molecola sono, in generale, piccole nel 
senso che la sua curvatura in ogni punto è piccola (data la grande 
lunghezza della molecola, questo ovviamente non esclude affatto 
che gli spostamenti relativi dei suoi punti lontani possono risultare 
assai sensibili). Per piccoli valori del vettore p l'energia libera di 
una molecola flessa (riferita all’unità di lunghezza) può essere svi- 


1) Nella teoria esposta la molecola è considerata come un sistema isolato, 
senza tener conto della sua interazione con le molecole circostanti. Ma in una 
sostanza condensata questa ultima può, ovviamente, esercitare una forte influen- 
za sulla forma delle molecole. Anche se l’applicabilità dei risultati ottenuti alle 
sostanze reali è quindi assai limitata, la loro deduzione presenta un interesse 
metodologico notevole. 
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luppata in serie di potenze delle componenti di questo vettore. Poiché 
l'energia libera è minima nella posizione di equilibrio (forma retti- 
linea, si ha p=0 in tutti i punti), i termini lineari sono assenti 
nello sviluppo, e otteniamo 


F=Fo+- Di cupipa, (127,1) 


i, k 


dove i valori dei coefficienti a, rappresentano la caratteristica delle 
proprietà di una molecola rettilinea (sua resistenza alla flessione), 
e poiché la molecola è supposta omogenea, sono costanti per tutta 
la sua lunghezza. | 

Il vettore p si trova nel piano normale (alla linea della molecola 
in un dato suo punto) e ha in questo piano due componenti indipen- 
denti. Ciò premesso, l’insieme delle costanti a;x è un tensore bidi- 
mensionale simmetrico di rango due in questo piano. Riduciamolo 
agli assi principali e indichiamo con a; e a, gli autovalori di questo 
tensore (il filo rippresentante la molecola non deve avere necessaria- 
mente proprietà di simmetria assiale; pertanto a, e a, non devono 
essere uguali). L'espressione (127,1) assume quindi la forma 


F=Fo+-5 (0,0? + 0:02), 


dove fp, e 0, sono le componenti di p dirette lungo gli assi principali 
corrispondenti. È | 

Infine, integrando su tutta la lunghezza della molecola, troviamo 
la variazione completa della sua energia libera dovuta a una debole 
flessione: 


AFror=-- | (019? + a:02) dl (127,2) 


(I è la coordinata lungo il filo). È ovvio che le grandezze a, e a, sono 
necessariamene positive. 

Siano t, e tp i versori lungo la direzione delle tangenti al filo in 
due suoi punti (i punti a e è) che si trovano l’uno dall'altro a distan- 
za l. Indichiamo con 08 = © (2) l'angolo fra dani paci cioè 


t.t, = così. 


Consideriamo prima il caso di una flessione debole per cui l’an- 
golo 0 è piccolo anche per i punti lontani. Tracciamo due piani 
passanti per il versore t, e due assi principali del tensore a; nel 
piano normale (nel punto a). Per valori piccoli di 0 il quadrato 
dell’angolo 0? si può rappresentare nella forma 


0°—0/4-0%, (127,3) 
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dove 0, e 6, sono gli angoli di rotazione del versore t, rispetto al 
versore t, nei suddetti due piani. Le componenti del vettore di cur- 
vatura sono legate alle funzioni 0, (2) e 0, (7) dalle relazioni 


20, (2) 40, (1 
listen auAii ciale nu 


e la variazione dell’energia libera per una flessione della molecola 
assume la forma | 


AFro=+ | [a, (Fi) La, (Fa) dl. 


Calcolando le probabilità della fluttuazione con i valori dati 
0, (2) = 6, e 0, (2) = 6, per un determinato valore /, bisogna consi- 
derare l’equilibrio il più completo possibile per questi valori 6, e 
9, (vedi la nota alla pag. 371). In altre parole, bisogna determinare 
il valore dell'energia libera, il più piccolo possibile per i dati 0, e 
0.. Ma l'integrale della forma 


inni 


| 


(127,4) 


per i valori dati della funzione 6, (/) nei due estremi di integrazione 


(9, (0) = 0, 6, (2) = 6,) ha un valore minimo se @, (7) varia secondo 
una legge lineare. Allora | 


AF tot = o iI 003 


e poiché la probabilità della fluttuazione è 


our (45) 


(vedi la (116,7)), otteniamo i seguenti quadrati medi dei due an- 
goli: 


T I 
(0) => (0) = — 
Il quadrato medio dell'angolo 0 (7) che ci interessa è 
; 1 1 | 
(02)= 27 (+7 i | (127,5) 
Come c'era da aspettarsi, in questa approssimazione, esso è propor- 


zionale alla lunghezza del segmento di molecola compreso fra i due 
punti in esame. 


Per passare alle flessioni corrispondenti a valori maggiori degli 
angoli 0 (2), si può procedere nel seguente modo. Gli angoli fra le 
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tangenti t., t», t- ai tre punti (a, ò, c) del filo sono legati dalla rela- 
zione trigonometrica 


cos 0a. = cos das cos 8», — sen 05 sen dx COS P, 


dove @ è l'angolo compreso fra i piani (t_, to) e (t», te). Prendendo la 
media di questa espressione e tenendo presente che le fluttuazioni 
della flessione dei diversi domini ab e bc della molecola (per una 
data direzione della tangente t, al punto di mezzo) sono statistica- 
mente indipendenti nell’approssimazione considerata, otteniamo 


{cos 00) = (c08 Ba» cos 08.) = (C08 9.8) (c05 830) 


(quanto al termine in cos gp, esso scompare quando si prende la me- 
dia). 

Questa relazione significa che il valore medio (cos 0 (7) ) deve 
essere una funzione moltiplicativa della lunghezza ! del dominio 
della molecola compreso fra i due punti dati. D'altra parte, per 
piccoli valori di 6 (7) deve essere in accordo con la (127,5) 

(cos 0 (2)) = 1 _ [RAC 


a 


dove abbiamo posto 


La funzione che soddisfa le due condizioni è 
(cos 0)= exp ( —! 2) ; (127,6) 


Questa è la formula richiesta. È da notare che per grandi distanze } 
il valore medio è (cos 0) x 0, il che corrisponde all'indipendenza 
statistica delle direzioni dei domini sufficientemente lontani della 
molecola. | 
La formula (127,6) permette di determinare facilmente il quadra- 
to medio della distanza A fra i due estremi della molecola. Se t (2) 
è il versore della tangente a un punto qualsiasi della molecola, il 
raggio vettore fra i suoi estremi è 
L 
a { t (1) di 
0 


(ZL è la lunghezza totale della molecola). Scrivendo il quadrato del- 
l'integrale in forma di un integrale doppio e prendendone la media, 
otteniamo 


LL LL | 
(R3)= | | t(1)t (1) dl, dl, = | fexp(-T|h-k!) dI, dl». 
0 0 0 0 
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Il calcolo dell’integrale conduce finalmente alla formula 


2 {LT 
(R)=2 (4) (È-1+e-tre). | (127,7) 
Nel caso delle basse temperature (LT « a) questa formula dà 
(Ry=L2 (1-31); (127,8) 


per T + 0il quadrato medio (R?) tende, come si doveva, al quadra- 
to L* della lunghezza totale della molecola. Se invece LT ‘> a (tem- 
perature alte o lunghezze L sufficientemente grandi), allora 
(Rey= 2, (427,9) 
è 5 | 
In questo caso, (°) è proporzionale alla lunghezza della molecola, 
poiché il rapporto (R)/L* tende a zero al crescere di L. , 
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SIMMETRIA DEI CRISTALLI 


$ 128. Elementi di simmetria di un reticolo cristallino 


Le più correnti proprietà di simmetria dei corpi macroscopici con- 
sistono nella simmetria della disposizione delle particelle in questi 
corpi. 

Gli atomi e le molecole in moto non occupano nel corpo posizioni 
ben determinate, e per dare una descrizione statistica rigorosa della 
loro posizione, è necessario introdurre la funzione di densità p (x, Y, 2) 
che determina le probabilità delle diverse posizioni delle particelle: 
o dV è la probabilità di una particella di trovarsi nell'elemento di 
volume dV. Le proprietà di simmetria della disposizione delle par- 
ticelle sono determinate dalle trasformazioni delle coordinate (tra- 
slazioni, rotazioni, riflessioni) che lasciano inalterata la funzione 
p (x, y, z). L'insieme di tutte queste trasformazioni di simmetria di 
un dato corpo ne costituisce il gruppo di simmetria. 

Se il corpo è composto di atomi diversi, la funzione p deve essere 
definita per ogni tipo di atomi separatamente; tuttavia, questa cir- 
costanza non ha importanza poiché tutte queste funzioni avranno di 
fatto in un corpo reale la stessa simmetria. A tale scopo potrebbe 
servire anche la funzione gp definita come la densità elettronica tota- 
le, creata da tutti gli atomi in ogni punto del corpo!). 

Simmetria più elevata hanno i corpi isotropi, cioè i corpi che 
hanno le stesse proprietà in tutte le direzioni; ne fanno parte i gas e 
i liquidi (e i solidi amorfi). È evidente che, per un tale corpo, tutte 
le posizioni di ogni particella nello spazio devono comunque essere 
equiprobabili, cioè deve essere p = costante. 

Viceversa, nei cristalli solidi anisotropi la funzione di densità non 
si riduce affatto a una costante. Essa rappresenta in questo caso una 
funzione triperiodica (con periodi uguali a quelli del reticolo cristal- 
lino) e ha dei massimi accentuati nei punti corrispondenti ai nodi 


1) Gli elettroni in moto possono creare non soltanto una densità media di 
cariche (ep), ma anche una densità media di corrente j(x, y, z). I corpi con 
correnti diverse da zero sono i corpi aventi una « struttura magnetica », ed è la 
simmetria della funzione vettoriale j(x, y, z) a determinare la simmetria di 
questa struttura. Essa è l'oggetto di studio di un altro volume del presente 
Corso {VIII). 
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del reticolo. Oltre alla simmetria di traslazione, il reticolo (cioè la 
fuuzione p (x, y, 2)) gode in generale di simmetria anche rispetto alle 
diverse rotazioni e riflessioni. Si chiamano equivalenti i nodi che 
possono coincidere gli uni con gli altri per certe trasformazioni di 
simmetria. 

Passando allo studio della simmetria del reticolo cristallino, 
occorre prima di tutto esplicitare gli elementi di cui questa simme- 
tria può essere composta. | 

La base della simmetria del reticolo cristallino è la sua periodi- 
cità spaziale, vale a dire la proprietà di sovrapporsi con se stessa per 
traslazioni su determinate distanze e in determinate direzioni!); par- 
leremo in dettaglio della simmetria di traslazione nel paragrafo 
seguente. | ; 

Accanto alla simmetria di traslazione, il reticolo può possedere 
anche la simmetria rispetto alle diverse rotazioni e riflessioni; gli 
elementi di simmetria corrispondenti (assi e piani di simmetria, assi 
di rotazione speculare) sono gli stessi di cui possono godere anche corpi 
simmetrici di dimensioni finite (vedi III, $ 91). | | 

Tuttavia, il reticolo cristallino può avere, inoltre, elementi di 
simmetria di tipo particolare, che rapppresentano le combinazioni 
con rotazioni e riflessioni. Consideriamo prima le combinazioni di 
traslazioni con gli assi di simmetria. La combinazione di un asse di 
simmetria con una traslazione perpendicolare a questo asse non con- 
duce a nuovi elementi di simmetria. È facile vedere che la rotazione 
di un determinato angolo, con traslazione ulteriore perpendicolare 
all'asse, è equivalente a una semplice rotazione dello stesso angolo 
attorno ad un altro asse parallelo al primo. Quanto alla combina- 
zione della rotazione attorno a un asse con la traslazione lungo lo 
stesso asse, essa conduce ad elementi di simmetria di nuovo tipo, 
ad assi elicoidali. Il reticolo ha un asse elicoidale di ordine n, se esso 
coincide con se stesso per la rotazione di un angolo pari a 2x/n attor- 
no a un asse e per la traslazione contemporanea di una distanza d 
lungo lo stesso asse. 

Eseguendo » volte la rotazione con traslazione attorno ad un 
asse elicoidale di ordine n, sposteremo semplicemente il reticolo 
lungo l’asse di una distanza pari a nd. Quindi, in presenza di un 
asse elicoidale il reticolo deve comunque possedere anche una perio- 
dicità semplice lungo questo asse con un periodo non superiore a nd. 
Questo vuol dire che l’asse elicoidale di ordine r può essere legato 
soltanto a traslazioni di distanze 


d=La(p=1,2,...,n-1), 


1) Il reticolo cristallino deve essere supposto, in questo caso, infinito astraen- 
dosi dalla presenza nel cristallo di una superficie esterna. 
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dove a è il più piccolo periodo del reticolo nella direzione dell'asse. 
Cosi, un asse elicoidale del secondo ordine può essere di un solo tipo, 
e cioè con traslazione di un semiperiodo; gli assi elicoidali del terzo 
ordine possono essere legati a traslazioni di 1/3 e 2/3 di periodo, ecc. 

Analogamente, si può combinare una traslazione con un piano di 
simmetria. Una riflessione nel piano con una traslazione lungo una 
direzione perpendicolare a questo piano non conduce a nuovi ele- 
menti di simmetria, poiché una tale trasformazione, come è facile 
convincersene, equivale a una semplice riflessione in un altro piano 
parallelo al primo. Invece la combinazione di una riflessione con 
una traslazione lungo una direzione passante per lo stesso" piano di 
riflessione conduce a un nuovo tipo di elementi di simmetria, ai 
cosiddetti piani di strisciamento speculare. Il reticolo ha un piano di 
strisciamento speculare se esso coincide con se stesso per la rifles- 
sione in questo piano e per la traslazione contemporanea di una de- 
terminata distanza d in una determinata direzione passante per lo 
stesso piano. Una doppia riflessione nel piano di strisciamento spe- 
culare implica una semplice traslazione di una distanza 2d. È chiaro 
quindi che il reticolo può avere soltanto piani di strisciamento spe- 
culare tali in cui la traslazione vale d = «@/2, dove a è la lunghezza 
del più piccolo periodo del reticolo nella direzione di questa tra- 
slazione. | 

Per quanto concerne gli assi di rotazione speculare, la loro com- 
binazione con traslazioni non conduce a nuovi tipi di elementi di 
simmetria. Infatti, ogni traslazione in questo caso può essere decom- 
posta in due parti di cui una è perpendicolare all’asse, e l’altra le è 
parallela, cioè perpendicolare al piano di riflessione. Pertanto una 
trasformazione di rotazione speculare con una traslazione ulteriore 
equivale sempre a una stessa semplice trasformazione attorno ad un 
altro asse di rotazione speculare, parallelo al primo. 


$ 129. Reticolo di Bravais 


I periodi di traslazione del reticolo possono essere rappresentati 
dai vettori a diretti lungo la traslazione corrispondente e di valore 
uguale alla lunghezza della traslazione. Il reticolo cristallino ha una 
infinità di periodi di traslazione. Tuttavia non tutti questi periodi 
sono indipendenti gli uni dagli altri. Si possono sempre scegliere 
come fondamentali tre periodi (corrispondenti al numero di dimen- 
sioni dello spazio) non appartenenti allo stesso piano. Allora si può 
rappresentare ogni altro periodo come combinazione di tre vettori di 
cui ciascuno sarà un multiplo intero di uno dei periodi fondamen- 
tali. Indicando i periodi fondamentali con a}, a,, az, un periodo 
arbitrario a avrà la forma 


a=rnma, | n,8, + N343, (129,4) 
dove n, 73, n3 sono degli interi positivi o negativi, compreso lo zero. 
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La scelta dei periodi fondamentali non è univoca. Viceversa, essi 
sì possono scegliere in un’infinità di modi. Siano a;, a,, ag i periodi 
fondamentali; introduciamo al loro posto altri periodi aj, a,, a; in 
base alle formule | 


"E Zi Kih2x (i, k=1, 2, 3), (429,2) 


dove dix, sono certi interi. Se i nuovi periodi aj sono anch'essi fonda- 
mentali, allora, in particolare, i precedenti periodi a; si devono e- 
sprimere mediante aj come funzioni lineari a coefficienti interi; in 
questo caso, anche ogni altro periodo del reticolo potrà essere espres- 
so mediante a;. In altre parole, esprimendo a partire dalla (129,2) a; 
in funzione di aj, dobbiamo ottenere formule del tipo a; = 2P;xak 
sempre con fi;x interi. Ma come è noto, il determinante | 8;, | è pari 
all’inverso del determinante |@&;x |. Poiché entrambi devono essere 
interi, ne segue che la condizione necessaria e sufficiente perché a; 
siano periodi fondamentali è l'uguaglianza 


Lta|= Lf. (429,3) 


Scegliamo un nodo del reticolo e partendo da esso riportiamo tre 
periodi fondamentali. Il parallelepipedo costruito su questi tre vet- 
tori si chiama cella elementare del reticolo. Tutto il reticolo può 
allora essere rappresentato in forma di un insieme di tali parallele- 
pipedî regolarmente disposti. Tutte le celle elementari avranno evi- 
dentemente le stesse proprietà; esse hanno la stessa forma e lo stesso 
volume, ciascuna di esse contiene lo stesso numero di atomi di ogni 
tipo, disposti in modo identico. 

In tutti i vertici delle celle elementari si trovano, evidentemente, 
atomi identici. Tutti questi vertici rappresentano, in altre parole, 
dei nodi equivalenti, e ciascuno di essi può essere sovrapposto su un 
altro mediante una traslazione di un periodo del reticolo. L'insieme 
di questi nodi equivalenti, che si possono sovrappore l'uno sull'altro 
cen una traslazione, forma il cosiddetto reticolo di Bravais del cristal- 
lo. E evidente che il reticolo di Bravais non include in generale 
tutti î nodi del reticolo cristallino. Inoltre, esso non include neanche 
tutti i nodi equivalenti poiché nel reticolo possono esistere nodi 
equivalenti tali che coincidono gli uni con gli altri solo per trasfor- 
mazioni contenenti rotazioni o riflessioni. | 

Si può costruire il reticolo di Bravais isolando uno dei nodi del 
reticolo cristallino ed eseguendo tutte le traslazioni possibili. Par- 
tendo da un altro nodo (non appartenente al primo reticolo di Bra- 
vais), otterremo un reticolo di Bravais spostato rispetto al primo. 
E chiaro quindi che il reticolo cristallino rappresenta, in generale, 
più reticoli di Bravais, incorporati gli uni negli altri; ciascuno di 
essi corrisponde a un determinata tipo e disposizione di atomi, e tut- 
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ti questi reticoli considerati come sistemi di punti, cioè dal punto di 
vista puramente geometrico, sono assolutamente identici. 

Torniamo ancora alle celle elementari. Corrispondentemente alla 
scelta arbitraria dei periodi fondamentali non è univoca neanche la 
scelta delle celle elementari. Una cella elementare può essere costrui- 
ta su periodi fondamentali qualsiasi. Le celle cosi ottenute hanno, 
ovviamente, forma diversa; ma il volume di tutte le celle è lo stesso. 
Per rendersene conto è pit facile agire nel seguente modo. Da quan- 
to detto segue che ogni cella elementare contiene uno dei nodi 
appartenenti a ciascuno dei reticoli di Bravais che si possono co- 
struire in un dato cristallo. Quindi, il numero di celle elementari in 
un dato volume è sempre uguale al numero di atomi di un determi- 
nato tipo e disposizione, cioò non dipende dalla scelta della cella. 
Pertanto non dipende dalla scelta della cella neanche il volume di 
a di esse, uguale al volume totale diviso per il numero di 
celle. 


$ 130. Sistemi cristallini 


Passiamo ora allo studio di tutti i tipi possibili di simmetria dei 
reticoli di Bravais. | 

Dimostriamo preliminarmente un teorema generale inerente alla 
simmetria dei reticoli cristallini rispetto alle rotazioni. Vediamo qua- 
li assi di simmetria può avere il 
reticolo. Sia A (fig. 55) uno dei 
nodi del reticolo di Bravais per il 
quale passa (perpenclicolarmente 
al piano della figura) l’asse di 
simmetria. Se B è un altro nodo 
distante da A di uno dei periodi 
di traslazione, allora per B deve 
passare un asse di simmetria 
analogo. 

Eseguiamo ora una rotazione attorno ad un asse passante per A 
di un angolo © == 2x/r (n è l'ordine dell’asse). Il punto 8 con l’asse 
che passa per esso occuperà allora la posizione B'. Una rotazione 
analoga attorno a B sposta A in A°. Per ipotesi, i punti A’ e B' 
appartengono allo stesso reticolo di Bravais e possono quindi essere 
portati a coincidere l’uno con l’altro mediante una traslazione. Per- 
tanto la distanza A4’B’ deve anche essere un periodo di traslazione 
del reticolo. Se a è il periodo più breve in una data direzione, allora 
la distanza A’B' deve essere pari ad ap con p intero. Si vede dalla 
figura che questo conduce all’equazione | 


a+ 2a sen(g — 7)=a— 2acosg = ap 
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—p 


cosp= ci A 


Poiché |cos @ |%1, p può essere qui pari a 3, 2, 1, 0. Questi 
valori conducono rispettivamente a p=2a/n conn = 92, 

Quindi, il reticolo cristallino può avere assi di simmetria soltanto 
dell'ordine 2, 3, 4 e 6. 

Passiamo ora allo studio dei tipi possibili di simmetria del reti- 
colo di Bravais rispetto alle rotazioni e riflessioni. Questi tipi di 
simmetria si chiamano sistemi cristallini o singonie. Ciascuno di essi 
rappresenta un determinato insieme di assi e di piani di simmetria, 
cioè un gruppo puntuale. 

E facile vedere che ogni nodo del reticolo di Bravais ne è il centro 
di simmetria. Infatti, ad ogni atomo nel reticolo di Bravais corri- 
sponde un altro atomo disposto su una stessa retta con il dato nodo e 
con il primo atomo in modo tale che entrambi gli atomi sono equi- 
distanti dal nodo. Se il centro di simmetria è l’unico elemento di 
simmetria (oltre alle traslazioni) del reticolo di Bravais si ha 

1. Sistema triclino. Questo sistema è il meno simme- 
trico di tutti e corrisponde al gruppo puntuale C;. I nodi del retico- 
lo triclino di Bravais si trovano ai vertici di parallelepipedi identi- 
ci, i cui spigoli e gli angoli fra questi sono arbitrari; un parallelepi- 
pedo simile è rappresentato nella fig. 56. Si è soliti indicare i reti- 
coli di Bravais con simboli particolari; il reticolo del sistema tricli- 
no si indica con TI. 

2. Sistema monoclino. È il sistema seguente secondo 
il grado di simmetria. I suoi elementi di simmetria sono un asse del 
secondo ordine e un piano di simmetria perpendicolare a questo asse, 
cioè questo sistema è il gruppo puntuale Cn. Di questa simmetria 
gode un parallelepipedo retto con una base arbitraria. Il reticolo di 
Bravais di questo sistema può essere costruito in due modi. Nel pri- 
mo caso, un sempilce reticolo monoclino di Bravais (I'm) con i nodi 
disposti ai vertici dei parallelepipedi retti (nella direzione d) aventi 
come faccia ac un parallelogrammo arbitrario (fig. 56). Nel secondo 
caso, un reticolo a basi centrate (ITò,) e con i nodi disposti non sol- 
tanto ai vertici, ma anche nei centri i delle facce rettangolari opposte 
dei parallelepipedi. 

3. Sistema rombico (0 ortogonale) corrispon- 
dente al gruppo puntuale D.n. È la simmetria di un parallelepipedo 
retto con spigoli di lunghezze arbitrarie. Al sistema rombico si rife- 
riscono quattro tipi di reticolo di Bravais. Nel reticolo rombico 
semplice (I°) i nodi sono disposti ai vertici dei parallelepipedi retti. 
Nel reticolo a basi centrate (It) i nodi si trovano anche nei centri 
di due facce opposte di ciascun parallelepipedo. Inoltre, nel reticolo 
a volume centrato (I°9) i nodi si trovano ai vertici e nei centri dei 
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parallelepipedi e, infine, nel reticolo a facce eentrate (T/) i nodi si 
trovano non soltanto ai vertici, ma anche nei centri di tutte le facce. 

4. Sistema tetragonale (o quadratico)che è 
il gruppo puntuale D,1; è la simmetria di cui gode un prisma retto a 


Fig. 56 


base quadrata. Si possono realizzare in due modi i reticoli di Bra- 
vais di questo sistema. E precisamente, esistono reticoli tetragonali 
di Bravais semplice e a volume centrato (indicati rispettivamente con 
T, e T?) coni nodi disposti rispettivamente ai vertici, e nei centri 
e ai vertici dei prismi retti a basi quadrate. | 

5. Sistema romboedrico (o trigonale) corri- 
spondenteal gruppo puntuale Digg; di tale simmetria gode un romboe- 
dro (figura chesi ottiene per estensione o compressione di un cubo lun- 
go la sua diagonale spaziale). Nell'unico reticolo possibile di Bra- 
vais di questo sistema (Ta) i nodi si trovano ai vertici dei romboedri. 
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6. Sistema esagonale corrispondente al gruppo pun- 
tuale Dn; di tale simmetria gode un prisma a sei facce regolari. Il 
reticolo di Bravais di questo sistema (T,) può essere realizzato in 
un solo modo: i suoi nodi sono disposti ai vertici dei prismi a sei 
facce regolari e nei centri delle loro basi esagonali. È utile indicare 
ia seguente differenza fra i reticoli di Bravais romboedrico ed esago- 
nale. Sia nell’uno che nell’altro i nodi sono disposti nei piani perpen- 
dicolari a un asse del sesto (o del terzo) ordine in modo tale da for- 
mare una rete di triangoli equilateri. Ma nel reticolo esagonale, in 
questi piani successivi (lungo l’asse C;) i nodi sono disposti diretta- 
mente l'uno dietro l’altro (nella fig. 57 questi piani sono rappre- 
sentati in piano). Nel reticolo romboedrico, invece, in ogni piano 
successivo i nodi sono disposti sopra i cen- DRRTEC RE 
tri dei triangoli formati dai nodi del pre- bas TAR Pi 
cedente piano (cerchietti e croci nella fig. 57). I NI NI N 

7T.Sistema cubico corrispon- LC MAZIT; Saiao. sind 


dente al gruppo puntuale O; è la simme- NI NI NI/T, 

tria di un cubo. A questo sistema si riferi - Yo. Y 

cono tre tipi di reticolo di Bravais; un reti- 

colo cubico semplice (T.), un reticolo a vo- RITROTR 

lume centrato (1°2) e un reticolo a facce o % a fa 

centrate (1). --X%--%--> 

Ciascuno dei sistemi nella successione  \\/_\X /.\ I 

, ; ? = a ? . x x \\ 4 

di sistemi triclino, monoclino, rombico, Wien 

tetragonale e cubico gode di simmetria | 

maggiore rispetto a tutti i precedenti. In Fig. 57 


altre parole, ciascun sistema successivo 

contiene tutti gli elementi di simmetria dei sistemi precedenti. 
In questo senso, il sistema romboedrico gode di simmetria più ele- 
vata che quello monoclino e, al tempo stesso, di una simmetria più 
bassa che i sistemi cubico ed esagonale: i suoi elementi di simmetria 
appartengono sia all’uno che all’altro. Questi ultimi due sistemi sono 
i più simmetrici. 

Indichiamo ancora un fatto. A prima vista potrebbe sembrare 
che siano possibili altri tipi di reticoli di Bravais, oltre ai quattor- 
dici tipi elencati. Cosi, se si aggiungesse al reticolo tetragonale sem- 
plice un nodo nei centri delle basi quadrate opposte dei prismi il 
reticolo avrebbe, come prima, la simmetria tetragonale. Tuttavia è 
facile vedere che in questo caso non otterremmo un nuovo reticolo 
di Bravais. Infatti, congiungendo i nodi di un tale reticolo nel modo 
indicato nella fig. 58 (con linee tratteggiate), vediamo che il nuovo 
reticolo è sempre lo stesso reticolo tetragonale semplice. Possiamo 
facilmente convincerci che lo stesso si riferisce a tutti gli altri casì 
simili. 

I parallelepipedi del reticolo di Bravais, Bed: nella 
fig. 56, godono di per sé di tutti gli elementi di simmetria del siste- 
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ma cui si riferiscono. Tuttavia, bisogna tener presente che in tutti 
i casi, ad eccezione dei reticoli di Bravais semplici, questi parallele- 
pipedi non sono delle celle elementari: i periodi su cui sono costruiti 
non sono periodi fondamentali. Si possono scegliere come periodi 
fondamentali nei reticoli di Bravais a facce centrate i vettori di un 
vertice del parallelepipedo nel centro delle facce; nei reticoli a volu- 
me centrato i vettori tracciati dai vertici ai centri dei parallelepipe- 
di, ecc. Nella fig. 59 sono rappresentate le celle elementari dei reti- 
coli cubici I e Tv; queste celle sono romboedri e come tali non godono 


Fig. 58 


affatto di tutti gli elementi di simmetria del sistema cubico. È evi- 
dente che il volume v; di un parallelepipedo di Bravais a facce cen- 
trate è di 4 volte superiore al volume della cella elementare: vy = 
= 4v; quanto ai volumi di un parallelepipedo a volume centrato e 
di un parallelepipedo a basi centrate, essi sono pari al doppio del 
volume della cella elementare: v, = 2v, v; = 2v. 

Per determinare completamente un reticolo di Bravais triclino, 
occorre indicare sei grandezze: le lunghezze degli spigoli dei suoi 
parallelepipedi e gli angoli fra gli spigoli; per un reticolo monoclino, 
invece, sono sufficienti quattro grandezze, poiché due degli angoli 
fra gli spigoli sono sempre retti, ecc. Analogamente è facile stabilire 
che i reticoli di Bravais dei diversi sistemi sono determinati dal 
seguente numero di grandezze (lunghezze degli spigoli dei parallele- 
pipedi o angoli fra gli spigoli): 


Reticolo triclino . ........... 6: 
Reticolo monoclino .......... 4 | 
Reticolo rombico ........ ala | 
Reticolo tetragonale . .........:2. 
Reticolo romboedrico . ........20 
Reticolo esagonale ...........2. 


Reticolo cubico .......... dt E 
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In alcuni fenomeni che si possono ritenere macroscopici il cristal- 
lo si comporta come un corpo continuo omogeneo. Le proprietà 
macroscopiche del cristallo dipendono soltanto dalla direzione in 
esso. Cosi, le proprietà del passaggio della luce attraverso un cristal- 
lo dipendono soltanto dalla direzione del raggio luminoso; la dila- 
tazione termica del cristallo si verifica, in generale, in modo diver- 
so nelle diverse direzioni; infine, le deformazioni elastiche del cristal- 
lo sotto l’azione di queste o quelle forze esterne dipendono anche 
dalle direzioni. 

D'altra parte, la simmetria dei cristalli fa si che diverse dire- 
zioni sono equivalenti. Lungo queste direzioni equivalenti tutte le 
proprietà macroscopiche del cristallo saranno esattamente le stesse. 
Possiamo quindi dire che le proprietà macroscopiche del cristallo 
sono definite dalla simmetria delle direzioni nel cristallo. Se, per 
esempio, il cristallo ha un centro di simmetria, ad ogni direzione 
sarà equivalente la direzione opposta. 

La simmetria di traslazione del reticolo non conduce all’equiva- 
lenza di direzioni qualsiasi: le traslazioni non cambiano in generale 
le direzioni. Per la stessa ragione, per la simmetria delle direzioni 
la differenza fra gli assi elicoidali e gli assi di simmetria semplici o 
fra i piani di simmetria semplici e i piani di strisciamento speculare 
è inessenziale. 

Quindi, la simmetria delle direzioni e, di conseguenza, le pro- 
prietà macroscopiche del cristallo sono determinate dall'insieme dei 
suoi assi e piani di simmetria; gli assi elicoidali e i piani di striscia- 
mento vanno allora considerati come assi e piani semplici. Tali in- 
siemi di elementi di simmetria sono detti classi cristalline. 

Come già sappiamo, un cristallo reale si può considerare come un 
insieme di più reticoli di Bravais dello stesso tipo, incorporati gli 
uni, negli altri. Grazie a questa sovrapposizione dei reticoli di Bra- 
vais, la simmetria di un cristallo reale differisce, in generale, dalla 
simmetria del reticolo di Bravais corrispondente. 

In particolare, l’insieme degli elementi di simmetria della classe 
di un dato cristallo differisce in generale dal suo sistema. È evi. 
dente che l’aggiunta al reticolo di Bravais di nuovi nodi implica 
soltanto la scomparsa di alcuni suoi assi o piani di simmetria, e non 
la comparsa di nuovi. Pertanto la classe cristallina contiene meno, 
o almeno lo stesso numero, elementi di simmetria che il sistema 
corrispondente, cioè l’insieme degli assi e dei piani di simmetria 
del reticolo di Bravais di un dato cristallo. 

Da quanto detto deriva il modo che permette di determinare tutte 
le classi che si riferiscono a un dato sistema. A tale scopo occorre 
trovare tutti i gruppi puntuali contenenti tutti o soltanto alcuni 
elementi di simmetria del sistema. Tuttavia, può allora risultare 
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che un gruppo cosi ottenuto sia formato di elementi di simmetria 
che appartengono non a uno, ma a più sistemi. Come abbiamo visto 
al paragrafo precedente, tutti i reticoli di Bravais hanno un centro 
di simmetria. Pertanto il gruppo puntuale C; è contenuto in tutti i 
sistemi. Ciò nondimeno, la distribuzione delle classi cristalline in 
sistemi deve essere, dal punto di vista fisico, univoca. E precisa- 
mente, ogni classe deve essere riferita al sistema meno simmetrico 
fra quelli che la contengono. Cosi, la classe C; deve essere riferita al 
sistema triclino che oltre al centro di inversione non gode di nessun 
altro elemento di simmetria. Data questa distribuzione delle classi, 
un cristallo avente un determinato reticolo di Bravais non si riferirà 
mai alla classe per la cui realizzazione sarebbe sufficiente un reticolo 
di Bravais di un sistema inferiore (c’è una sola eccezione, vedi più 
avanti). 

La necessità che questa condizione sia verificata è evidente dal 
punto di vista fisico. Infatti, fisicamente è assolutamente improba- 
bile che gli atomi di un cristallo, che si riferiscono al suo reticolo di 
Bravais, siano disposti in un modo più simmetrico di quanto lo ri- 
chieda la simmetria del cristallo. Inoltre, se una tale disposizione 
fosse per caso realizzata, sarebbe sufficiente un’azione esterna qual- 
siasi, anche debole (per esempio, un riscaldamento), perché questa 
disposizione, in quanto non legata alla simmetria del cristallo in 
modo essenziale, si rompa. Per esempio, se un cristallo riferito a una 
classe per la cui realizzazione sarebbe sufficiente il sistema tetra- 
gonale avesse il reticolo cubico di Bravais, un'azione trascurabile 
potrebbe allungare od accorciare uno degli spigoli della cella cubica 
trasformandola in un prisma retto a base quadrata. . 

Si vede da questo esempio che la possibilità di trasformare con 
una deformazione infinitesima il reticolo di Bravais del sistema 
superiore in un reticolo del sistema inferiore è qui di grande impor- 
tanza. Esiste però un'eccezione, un caso in cui una tale trasforma- 
zione è impossibile. E precisamente, il reticolo esagonale di Bravais non 
può essere trasformato con nessuna deformazione infinitesima in un 
reticolo del sistema romboedrico la cui simmetria è più bassa; infat- 
ti, dalla fig. 57 si vede che per trasformare un reticolo esagonale in 
quello romboedrico, è necessario spostare di una grandezza finita i 
nodi negli strati alternati: dai vertici nei centri dei triangoli. Così, 
tutte le classi del sistema romboedrico vengono realizzate sia dai 
reticoli di Bravais esagonali che da quelli romboedrici”. 

Quindi, per determinare tutte le classi cristalline, bisogna partire 
dalla ricerca dei gruppi puntuali di un sistema meno simmetrico, 
cioè del sistema triclino, passando poi gradualmente a sistemi di 
simmetria superiore e lasciando da parte i gruppi puntuali, cioè le 


1) I cristalli delle classi romboedriche con reticolo esagonale di Bravais 
si è soliti riferirli al sistema romboedrico. 


| SIMMETRIA DEI CRISTALLI 453 


classi, già riferiti ai sistemi inferiori. Risulta che esistono in tutto 
32 classi; diamo l’elenco di queste classi distribuite secondo i sistemi. 


Sistema Classi 
; | 
i TrICLDO: «orafa li de ee ha li 
Monochino:.; ur ii ie ea a Ca Ca, Ch 
Rombico 00000 000 00004 0 00 0 00 0 000 Car, Do, Don 
Tetragonale . ........ Ss, Dog, Ci, Cihy Civ Dai Dah 
Romboedrico . ............. C3, Se, C3r: Ds Dsga 


Esagonale ® 00000000 Can, D3h, Cer Conor Cer» Da, Den 
UUDICO x ed RR SR ara T, Th,Ta, 0, Oh 


In ciascuna delle serie di classi scritte l’ultima classe è la più 
simmetrica e contiene tutti gli elementi di simmetria del sistema 
corrispondente. Le classi la cui simmetria coincide con quella del 
sistema si chiamano oloedriche. Le classi il cui numero di diverse 
trasformazioni della simmetria (rotazioni e riflessioni, compresa la 
trasformazione identica) è di due e di quattro volte inferiore a quello 
della classe oloedrica si chiamano rispettivamente emiedriche e te- 
traedriche. Cosi, nel sistema cubico la classe O, è oloedrica, le classi 
O, Tr, Tai sono emiedriche e la classe 7’, tetraedrica. 


$ 132. Gruppi spaziali 


Dopo aver studiato la simmetria dei reticoli di Bravais e la sim- 
metria delle direzioni nel cristallo possiamo, infine, passare allo 
studio della simmetria reale totale dei reticoli cristallini. A diffe- 
renza della simmetria macroscopica dei cristalli studiata al para- 
grafo precedente, si può chiamare questa simmetria microscopica. 
La simmetria microscopica definisce le proprietà del cristallo che 
dipendono dalla disposizione degli atomi nel suo reticolo (per esem- 
pio, la diffusione dei raggi X da parte del cristallo). 

L’insieme di questi elementi di simmetria (reale) del reticolo 
cristallino si chiama gruppo spaziale. Il reticolo gode sempre di una 
determinata simmetria di traslazione e, inoltre, può avere assi di 
simmetria semplici ed elicoidali, assi di rotazione speculare e piani 
di simmetria semplici e di strisciamento speculare. Quanto alla 
simmetria di traslazione del reticolo, essa è ben determinata dal 
reticolo di Bravais, poiché, per sua definizione, il reticolo cristal- 
lino non può avere nessun periodo di traslazione, oltre ai periodi 
del suo reticolo di Bravais. Pertanto, per determinare il gruppo spa- 
ziale del cristallo, è sufficiente indicare il reticolo di Bravais ed 
elencare gli elementi di simmetria legati alle rotazioni e alle rifles- 
sioni. È ovvio che in questo caso deve essere indicata anche la di- 
sposizione reciproca di questi assi e piani di simmetria. Inoltre, biso- 
gna tener presente che la simmetria di traslazione del reticolo cristal- 
lino conduce al fatto che se il reticolo ha un asse o un piano di sim- 
metria, esiste allora una infinità di tali assi o piani mutuamente 
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paralleli e coincidenti gii uni con gli altri per traslazioni di periodi 
traslatori del reticolo. Infine, oltre a questi assi (piani) di simmetria, 
separati dai periodi del reticolo, la presenza contemporanea della 
simmetria di traslazione e degli assi (piani) di simmetria conduce 
alla comparsa di altri assi (piani) che non possono essere sovrapposti 
su quelli iniziali con una traslazione di un certo periodo. Per esem- 
pio, la presenza di un piano di simmetria conduce alla comparsa non 
soltanto di piani ad esso paralleli, distanti di un periodo gli uni 
dagli altri, ma anche di piani di simmetria che dimezzano questi 
periodi. Infatti, è facile vedere che la riflessione in un determinato 
piano con una traslazione ulteriore di una distanza d nella direzione 
perpendicolare al piano è equivalente a una semplice riflessione in un 
piano parallelo al piano iniziale e distante da esso di d/2. 

Tutti i gruppi spaziali possibili sono distribuiti secondo le classi 
cristalline. E precisamente, ogni gruppo spaziale si riferisce alla 
classe in cui l'insieme degli assi e dei piani di simmetria è lo stesso 
che nel gruppo spaziale se in questo ultimo non si fa distinzione fra 
gli assi semplici ed elicoidali e i piani semplici e di strisciamento. 
Sono possibili in tutto 230 diversi gruppi DA) Essi sono stati 
scoperti originariamente da E. S. Fiodorov (1895). I gruppi spaziali 
sono distribuiti in classi nel seguente modo (tab. 1): 


Tabella 1 


Classe Numero di gruppi | Classe Numero di gruppi 
Ci 1 Ss 2 
Ci 1 Cso 6 
Cs 4 Ds 7 
Cs 3 Dsa 6 
Can 6 Cah ! 1 
Cas 22 C, 6 
Da 9 Cen 2 
Den 28 Dsn 4 
Sì 2 Cav 4 
Ck 6 Dy 6 
Cin 6 Deh 4 
Dea 12 T 5 
Cio 12 Th 7 
Di 10 Ta 6 
Din 20 o 8 
Cs 4 On 10 


1) Comp Comprese 11 coppie di gruppi spaziali che differiscono soltanto per la 
direzione de Îia rotazione intorno ai loro assi elicoidali. 
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Non elencheremo qui gli elementi di simmetria di tutti i gruppi 
spaziali, il che sarebbe molto laborioso. Si può trovarne l’elenco in 
manuali-guide cristallografici speciali). 

I gruppi spaziali non contenenti assi elicoidali o piani di striscia- 
mento si chiamano gruppi simmorfi; esistono in tutto 73 di questi 
gruppi. Gli altri 157 gruppi spaziali contengono i suddetti elementi 
di simmetria. È da notare che i reticoli cristallini che si riferiscono 
ai gruppi spaziali non simmorfi, devono contenere a priori almeno 
due atomi identici nella cella elementare. Infatti, poiché una rota- 
zione attorno all’asse elicoidale o una riflessione nel piano di stri- 
sciamento sono legate a una traslazione di una parte del periodo fon- 
damentale, questa trasformazione non fa coincidere i nodi del reticolo 
di Bravais; il reticolo cristallino deve quindi essere costruito almeno 
di due reticoli di Bravais incorporati l’uno nell'altro e riempiti di 
atomi identici. 


$' 133. Reticolo inverso 


Tutte le grandezze fisiche che caratterizzano le proprietà di un 
reticolo cristallino godono della stessa periodicità che il reticolo 
stesso. Tali sono, per esempio, la densità di carica creata dagli elet- 
troni degli atomi nel reticolo, la probabilità degli atomi di trovarsi 
in uno o in un altro punto del reticolo, ecc. Supponiamo che la fun- 


zione U (r) rappresenti una di queste grandezze. La sua periodicità 
significa che 


| U (1 + 38, + 1038 + ns) = U (0) (133,4) 


per tutti gli r,, 7, r3 interi (a), a3, az sono i periodi fondamentali 
del reticolo). 

Sviluppiamo la funzione periodica U (r) in serie tripla di Fou- 
rier. Si può scrivere questo sviluppo nella forma 


U= MUfeibr, (133,2) 
| b 


dove la sommatoria è estesa a tutti i valori possibili del vettore b. 
Questi valori possibili del vettore b sono determinati se la funzione 
U, rappresentata nella forma della serie (133,2), soddisfa la condi- 
zione di periodicità (133,1). Questo vuol dire che tutti i fattori e- 
sponenziali non devono cambiare sostituendo r con r {+ a, dove a è 
un periodo qualsiasi del reticolo. È necessario a tale scopo che il 


1) Si può trovare la descrizione completa dei gruppi spaziali, per esempio, 
nel lioro di G. Ja. Ljubarskij, Teorija grupp i ejo primenenija v fizike (Teoria 
dei gruppi e sue applicazioni in fisica, appendice IV), Fizmatgiz, 1958 o in 
International tables for X-ray crystallography, Kynoch Press, Birmingham, 


1952. In queste ultime sono dati anche tutti i punti equivalenti per ogni gruppo 
spaziale. 
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prodotto scalare ab sia sempre un multiplo intero di 2x. Prendendo 
come a successivamente i periodi fondamentali a;, a,, az, dobbiamo 
quindi avere 


a;b =" 2np,, a,b SE 2511 Pa, a,b == 25038, 


dove p,, Ps, Ps sono interi positivi o negativi (compreso lo zero). 
La soluzione di queste tre equazioni si scrive nella forma 


b = pb, + pb. + P3b3, (133,3) 


dove i vettori b; sono determinati in funzione di a; mediante 


bi= 2 [azz], bo=- [aga;], by=- [2,03], oa, [oss 
(133,4) 


Quindi, abbiamo determinato i valori possibili del vettore b. La 
sommatoria nella (133,2) si estende a tutti i valori interi pj, ps, Ps. 

Dal punto di vista geometrico, il prodotto v = a, [a,a,] è il 
volume del parallelepipedo costruito sui vettori a;, ,, ag, cioè il 
volume della cella elementare, mentre i prodotti [a, a,], ecc. sono 
le aree delle tre facce di questa cella. I vettori b; hanno, quindi, la 
dimensione dell’inverso di una lunghezza e sono di grandezza pari 
all’inverso delle altezze (moltiplicate per 2n) del parallelepipedo 
costruito sui vettori a), &,, &y. 

Si vede dalle (133, 4) ‘che fra b; e a; esistono le relazioni 


b ={ a 133,5 
sua 2n, se i=-k. (133,9) 


Questo significa che il vettore b, è perpendicolare ai vettori a,, &3; 
la stessa cosa vale per b,, bs. | 
— Dopo aver determinato i vettori b; possiamo formalmente costrui- 
re il reticolo con periodi fondamentali b,, by, b3. Il reticolo così 
costruito si chiama reticolo inverso, e i vettori b,, b,, b3 sono i pe- 
riodi (fondamentali) del reticolo inverso!). 
Calcoliamo il volume della cella elementare del reticolo inverso. 
Esso è 


v' —_ bi [b,bs]. 
Sostituendovi le espressioni (133,4), troviamo 
v= (2 il 


[222] [{as01] [a;2,}] =-S5" (2205) 2) ([a52:].1) 


| 


1) La definizione (133,4) usata nella letteratura fisica moderna si differisce 
da quella utilizzata nella cristallografia pura per il fattore 21. 
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o, finalmente. 


i ya. (133,6) 
È evidente che la cella del reticolo inverso del reticolo triclino di 
Bravais è anche un parallelepipedo arbitrario. Analogamente, i 
reticoli inversi dei reticoli semplici di Bravais di altri sistemi sono 
anche reticoli semplici dello stesso sistema; per esempio, il reticolo 
inverso del reticolo cubico semplice di Bravais ha pure una cella 
cubica semplice. Inoltre, con una semplice costruzione si può facil- 
mente vedere che il reticolo inverso dei reticoli di Bravais a facce 
centrate (rombico, tetragonale e cubico) è un reticolo a volume cen- 
trato dello stesso sistema; in questo caso, il volume del parallelepi- 
pedo di Bravais del reticolo inverso è vs = 8 (21)?/v;, dove v; è il 
volume del parallelepipedo di Bravais del reticolo diretto. Viceversa, 
al reticolo a volume centrato diretto corrisponde il reticolo a facce 
centrate inverso, e si ha di nuovo v; = (2x)?8/v ,. Infine, per il 
reticolo diretto a basi centrate il reticolo inverso ha pure celle a basi 
centrate, dove vu = (2r)*4/v». 

Come è noto, un’equazione della forma br = costante, dove b è 
un vettore costante, descrive un piano perpendicolare al vettore b e 
che si trova a distanza costante/b dall’origine delle coordinate. Pren- 
diamo come origine delle coordinate uno dei nodi del reticolo di 
Bravais, e sia b = p,b, + psb, + p3b; un vettore del reticolo in- 
verso (Pi, Pz, Ps sono degli interi). Scrivendo anche r nella forma 
a= na, + n.8, + n.323, otteniamo un'equazione del piano nella 
forma i 


ba/2n = np, + nopo + N3p3 = m, (133,7) 


dove m è una costante data. Affinché questa equazione rappresenti. 
un piano riempito di una infinità di nodi del reticolo di Bravais (tali 
piani si chiamano piani cristallini), è necessario che essa sia soddi- 
sfatta dall'insieme degli interi n), ny, r3. È evidente che a tale scopo 
anche la costante m deve essere un numero intero. Per pi, ps, Ps 
assegnati e per i diversi valori interi assunti dalla costante m l’equa- 
zione (133,7) determina, quindi, una infinità di piani cristallini che 
sono tutti paralleli. A ciascun vettore del reticolo inverso corri- 
sponde una famiglia di piani cristallini paralleli cosi determinati. 

I numeri p,, ps, Pa nella (133,7) si possono supporre come primi 
tra loro, non aventi cioè un divisore comune, ad eccezione dell’uni- 
tà. Se un tale divisore esistesse, si potrebbero dividere per esso i 
due membri dell’equazione e si otterrebbe un’equazione della stessa 
forma. I numeri p,, p., ps sono detti gli indici di Miller della data 
famiglia di piani cristallini e si indicano con il simbolo (p1pP:p3). 

Il piano (133,7) interseca gli assi coordinati (scelti lungo i periodi 
fondamentali a, a;, ay) nei punti ma,/p,, ma,/ps, maz/ps. 1l rapporto 
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fra le lunghezze dei segmenti (misurate rispettivamente in unità 


. C) . ° . CI ° 4 . % 
G,, 49, 43) tra il pianoegli assi coordinati è ri + - CA cioè queste 
2 
lunghezze sono inversamente proporzionali agli indici di Miller. 


Cosi, gli indici di Miller dei piani paralleli ai piani coordinati (cioè 
intersecanti sugli assi dei segmenti nel rapporto 00:00: 1) sono pari a 
(100), (010), (001) rispettivamente per tre piani coordinati I piani 
paralleli al piano diagonale del parallelepipedo di base del reticolo 
hanno gli indici (111), ecc. 

È facile determinare la distanza fra due piani consecutivi di una 
stessa famiglia. La distanza del piano (433,7) dall'origine delle 
coordinate è 2/6, dove b è la « lunghezza » del dato vettore del 
reticolo inverso. Per il piano seguente questa distanza è 21 (m + 1)/b. 
La distanza d fra questi due piani è 


FL. (133,8) 


Diamo una formula utile nelle applicazioni: 


Zi etr=v 28 (ra), (133,9) 


dove la sommatoria del primo e del secondo membro è astesa a tutti 
i vettori dei reticoli diretto e inverso. La somma a secondo membro 
dell’uguaglianza è una funzione di r che è periodica nel reticolo 
diretto; l’espressione a primo membro è il suo sviluppo in serie di 
Fourier!). Una formula analoga 


Di etta = v' » 65 (k—b) (133,10) 


deriva immediatamente dalla (133,9), data la sua reciproca 
fra i reticoli diretto e inverso. | 


Le applicazioni fisiche della teoria della simmetria sono di solito 
legate all’utilizzazione dell'apparato matematico delle cosiddette 
rappresentazioni dei gruppi. In questo paragrafo ci soffermeremo sul 
problema della classificazione e del metodo di costruzione delle 
rappresentazioni irriducibili dei gruppi spaziali”). 

Riassumiamo, prima di tutto, in termini propriamente matema- 
tici, quanto è stato esposto nei paragrafi precedenti circa la struttu- 
ra dei gruppi spaziali. 


| $ 134. Rappresentazioni irriducibili dei gruppi spaziali 


1) La divergenza della somma per r = a è dovuta al fatto che il reticolo è 
infinito. Considerando un reticolo di volume grande ma finito, bisogna porre 
il valore della somma per r = a pari al numero N di celle nel reticolo. 

3) Si suppone che il lettore conosca la teoria dei gruppi almeno nella misura 
di quanto è stato esposto nel III, capitolo XII. 
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Ogni gruppo spaziale contiene un sottogruppo di traslazione che 
include un'infinità di tutte le traslazioni possibili che fanno coinci- 
dere il reticolo con se stesso. Questo sottogruppo rappresenta, dal 
punto di vista matematico, quello che si chiama reticolo di Bravais 
del cristallo. Un gruppo spaziale completo si ottiene da questo sot- 
togruppo aggiungendo n elementi di simmetria contenenti rotazioni 
e riflessioni, dove nr è il numero di trasformazioni della simmetria 
della classe cristallina corrispondente; chiameremo questi elementi 
elementi di rotazione. Si può rappresentare ogni elemento del gruppo 
spaziale come prodotto di una traslazione per un elemento di rota- 
zione!). 

Se il gruppo spaziale non contiene assi elicoidali e piani di stri- 
sciamento (gruppo simmorfo), come » elementi di rotazione si possono 
semplicemente prendere n trasformazioni della simmetria (rotazioni 
e riflessioni) della classe cristallina. Nei gruppi non simmorfi gli 
elementi di rotazione rappresentano rotazioni e riflessioni con con- 
temporanea traslazione di una determinata frazione di QnO dei peri- 
odi fondamentali del reticolo. 

Per caratterizzare più chiaramente gli elementi del gruppo spa- 
ziale, è comodo indicarli con i simboli (2 | t), dove P è una rotazione 
o una riflessione, e t il vettore della traslazione contemporanea; 
quarido il raggio vettore r di un punto subisce un'azione, si ha 
(P|t)r = Pr + t. La moltiplicazione degli elementi si esegue in 
sia alla regola evidente 


(P'|t)(P|t=(P'2|P't-+t). (134,1) 
L'elemento inverso dell'elemento (P |t) è 
| (P|t}1=(P1|— Pt); (134,2) 


moltiplicato per (P | t) esso dà l'elemento unitario del gruppo (£ | 0), 
dove E è il simbolo della trasformazione di rotazione identica. 

In particolare, le traslazioni pure si indicano con (E | a), dove a 
è uno dei periodi del reticolo. Gli elementi di rotazione nei gruppi 
simmorfi scelti nel modo suindicato sono elementi del tipo (P | 0). 
Nei gruppi non simmorfi, invece, gli elementi di rotazione sono del 
tipo (P/t), dove vè la parte del periodo del reticolo di cui è stata ese- 
guita una traslazione sull'asse elicoidale o nel piano di strisciamento.: 
Nel primo caso, l’insieme delle trasformazioni di rotazione (P | 0) 
forma esso stesso un sottogruppo del gruppo spaziale. Nel secondo 
caso, invece, gli elementi (P | v) non formano di per sé un. sottogrup- 
po, poiché la loro ulteriore applicazione conduce non a una tra- 


1) £ da notare che il sottogruppo di traslazioni è abeliano (tutti i suoi ele- 
menti sono commutativi) e che esso rappresenta il divisore normale di tutto il 
gruppo spaziale: tutti gli elementi del gruppo coniugati con le traslazioni sono 
anche delle traslazioni (ricordiamo che due elementi A e B sono detti coniu- 
gati se A = C-!BC, dove C è anche un elemento del gruppo). 
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sformazione identica, ma a una traslazione di uno dei periodi fonda- 
mentali del reticolo. Quanto alle rotazioni o riflessioni P (cioè senza 
distinzione in assi semplici ed elicoidali, in piani di simmetria sem- 
plici e di strisciamento), esse costituiscono sempre un gruppo, cioè un 
gruppo puntuale di simmetria che determina la classe cristallina; 
questo gruppo puntuale è comodo chiamarlo, per questo aspetto, 
gruppo di direzioni del reticolo!). 

Passiamo ora alla costruzione delle rappresentazioni irriducibili 
dei gruppi spaziali”). 

Ogni rappresentazione di questo tipo può essere realizzata con 
l'insieme di funzioni della forma 


Pra = Uroe'k", (134,3) 


dove k sono vettori d’onda costanti, uyx, funzioni invarianti rispetto 
alle traslazioni; l'indice a = 1, 2, ... enumera le funzioni con lo 
stesso k. In seguito alla traslazione r + r + a, dove a è un periodo 
del reticolo, le funzioni (134,3) si moltiplicano per la costante eîka. 
In altre parole, nella rappresentazione realizzata dalle funzioni 
(134,3) le matrici di traslazioni sono diagonali. È evidente che due 
vettori k, che differiscono per un periodo b qualsiasi del reticolo in- 
verso, conducono alla stessa legge della trasformazione delle funzioni 
@ra per traslazioni: poiché ab è un multiplo intero di 2, si ha exp 
(iab) = 1. Chiameremo tali vettori k vettori equivalenti. Supponendo 
che i vettori k siano tracciati dal vertice della cella del reticolo in- 
verso nei suoi diversi punti, allora tutti i vettori non equivalenti 
si esauriscono con una sola cella elementare. | 
Ma sotto l’azione dell’elemento di rotazione di simmetria (P | 1) 
le funzioni @yy Si trasformano in combinazione lineare delle fun- 
zioni Qua Con diversi @ e con il vettore k' che si ottiene da k me- 
diante una data rotazione o riflessione eseguita nel reticolo inverso: 
k' = Pk5). L’insieme di tutti i vettori (non equivalenti) k, che si 
ottengono gli uni dagli altri sotto l’azione di tutti gli n elementi di 
rotazione del gruppo, si chiama stella del vettore d’onda k. Nel caso 
generale di k arbitrario la sua stella contiene n vettori (raggi). Nel 
numero delle funzioni @y, della base della rappresentazione irridu- 


1) Intuttii casi, la relazione fra un gruppo spaziale e un [FERA di dire- 
zioni si può formulare, dal punto di vista dei gruppi, nel seguente modo. Distri- 
buiamo tutti gli elementi del gruppo spaziale in n classi contigue ciascuna delle 
quali contiene un infinità di prodotti di uno degli elementi di rotazione per 
tutte le traslazioni possibili, cioè tutti gli elementi del tipo (P|rt + a) con P 
e t dati. Considerando ora ciascuna delle classi contigue come elemento di un 
nuovo gruppo, otteniamo il cosiddetto gruppo fattore del gruppo spaziale ini- 
ziale. Questo gruppo fattore è isomorfo al gruppo di direzioni. 

?) Le considerazioni esposte appartengono a F. Seitz (1936). 

3) Per trasformare il vettore k nel reticolo inverso, occorre, ovviamente, 
considerare tutti gli assi e i piani di simmetria come semplici, cioè occorre 
considerare il solo gruppo di direzioni. 
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cibile devono comunque entrare le funzioni di tutti i raggi della 
stella; poiché le funzioni contenenti k non equivalenti si moltipli- 
cano durante le traslazioni per diversi fattori, nessuna scelta delle 
loro combinazioni lineari permette di ridurre il numero di funzioni 
che si trasformano le une nelle altre. 

Per determinati valori di k il numero di raggi nella sua stella può 
risultare minore di n, poiché può accadere che alcuni elementi di 
simmetria rotatori non cambiano k o lo trasformano in vettore equi- 
valente. Cosi, se il vettore k è diretto lungo un asse di simmetria 
esso non cambia per rotazioni attorno a questo asse; il vettore trac- 
ciato dal vertice verso il centro della cella elementare (k = b;/2, 
dove b è uno dei periodi fondamentali del reticolo inverso) si tra- 
sforma per inversione in vettore equivalente —k = —b;/2 = k — b,. 

L'insieme degli elementi di simmetria rotatori (considerati tutti 
come semplici rotazioni o riflessioni P), che entrano in un dato grup- 
po spaziale e non cambiano il vettore k (o lo trasformano in vettore 
equivalente), si chiama gruppo di autosimmetria del vettore k, o 
semplicemente gruppo del vettore d'onda; esso è un gruppo puntuale 
di simmetria ordinario. 

Consideriamo prima il caso elementare di gruppi spaziali sim- 
morfi. Le funzioni della base della rappresentazione irriducibile di 
ia tale gruppo si possono scrivere nella forma dei prodotti 


| Pra = Ua Pe, (134,4) 


dove le funzioni vu, sono invarianti rispetto alle traslazioni, e x 
combinazioni lineari delle espressioni e?" (con k equivalenti), inva- 
rianti rispetto alle trasformazioni del gruppo di autosimmetria del 
vettore k; il vettore k nella (134,4) assume tutti i valori della sua 
stella. Per traslazioni le funzioni u, non cambiano, e le funzioni wx 
{e con esse anche @yg) si moltiplicano per exp ika. Per rotazioni e 
riflessioni facenti parte del gruppo k, le funzioni pg non cambiano e 
le funzioni u, si trasformano le une nelle altre. In altre parole, le 
funzioni u, realizzano una delle rappresentazioni irriducibili del 
gruppo puntuale (e si chiamano allora piccole rappresentazioni). Infi- 
ne, gli elementi rotatori non appartenenti al gruppo k trasformano 
reciprocamente gli insiemi di funzioni (134,4) con k non equivalenti. 
La dimensione della rappresentazione del gruppo spaziale così co- 
struita è pari al prodotto del numero di raggi nella stella k per la 
dimensione della piccola rappresentazione. i 

Il problema della determinazione di tutte le rappres sentazioni dei 
gruppi spaziali simmorfi si riduce quindi completamente alla classi- 
ficazione dei vettori k secondo la loro autosimmetria e al noto pro- 
blema della ricerca delle rappresentazioni dei gruppi puntuali fi- 
niti. 

Passiamo ora ai gruppi spaziali con assi dicagali o piani di 
strisciamento. La presenza di questi elementi di simmetria è ancora 
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inessenziale se il vettore d'onda k, malgrado tutte le trasformazioni 
del suo gruppo, non cambia in generale (cioè non si trasforma in 
quello equivalente)!). In questo caso, le rappresentazioni irriduci- 
bili corrispondenti sono realizzate sempre da funzioni della forma 
(134,4) in cui ug formano la base della rappresentazione del gruppo 
puntuale del vettore k. L'unica differenza dal caso dei gruppi sim- 
morfi sarà che per le trasformazioni di rotazione le funzioni pg = 
= exp ikr nella (134,4) non restano immutate ma si moltiplicano 
per exp (ikt). 

Le funzioni della forma (134,4) diventano però inapplicabili se 
esistono alcuni vettori equivalenti k, che si trasformano reciproca- 
mente per trasformazioni del loro gruppo di autosimmetria. Per una 
trasformazione di rotazione legata a una contemporanea traslazione 
© le funzioni exp ikr con valori equivalenti ma diversi di k si mol- 
tiplicano per diversi fattori (in quanto bt/2x non è un numero inte- 
ro); pertanto le loro combinazioni lineari wy non si trasformano reci- 
procamente. | 

In questo caso è impossibile considerare separatamente gli ele- 
menti rotatori e le traslazioni. Tuttavia, fra la infinità di traslazio- 
ni è sufficiente tener conto soltanto di un numero finito di esse. 
Questi casi si verificano per i vettori k tracciati dal vertice della 
cella elementare del reticolo inverso verso alcuni punti interni della 
cella; le coordinate (tutte e tre o alcune di esse) di questi punti si 
esprimono con parti razionali dei periodi fondamentali b,, b., b3°). 
Chiameremo gruppo allargato del vettore d'onda il gruppo composto 
di elementi rotatori (assieme alle traslazioni di parti dei periodi © 
legate a questi elementi) e di tutte le traslazioni per cui ka/2n è 
una frazione razionale (minore di 1); le altre traslazioni sono conside- 
rate sempre come trasformazioni identiche. Le funzioni @xa, che 
realizzano le rappresentazioni irriducibili di un gruppo finito cosî 
formato (piccole rappresentazioni), insieme alle stesse funzioni @y'a 
degli altri raggi della data stella k, realizzano la rappresentazione 
irriducibile del gruppo spaziale. E da notare che la dimensione 
delle piccole rappresentazioni in questi gruppi arriva a sei (nei 
gruppi della classe cristallina Ox)®. 


1) A questa categoria, in particolare, si riferiscono sempre il vettore k = 0 
e il vettore, che occupa la posizione generale in cui l’unico elemento del suo 
gruppo è la trasformazione identica. 

) Queste parti sono di fatto uguali soltanto a 1/2, 1/3, 2/3 (i due ultimi 
valori sono per i sistemi romboedrico ed esagonale). 

3) Se si considerano le rappresentazioni del gruppo allargato del vettore 
d’onda corre rappresentazioni di ‘un gruppo non allargato (uno dei gruppi pun- 
tuali), le relazioni fra le matrici G, che rappresentano gli elementi G del gruppo, 
differiranno dalle relazioni fra questi stessi elementi: se G,G, =: G3, le matrici 
corrispondenti della rappresentazione, in generale, saranno legate fra loro non 


dalla stessa uguaglianza G,G,= Gs (come nelle rappresentazioni ordinarie), 
ma da un’uguaglianza della forma G}G3 = @012G3, dove ©,, è un fattore di fase 
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Illustriamo questo metodo con un esempio. 
Consideriamo il gruppo spaziale Dî3, che si riferisce a un reticolo 
rombico semplice di Bravais, contenente gli elementi rotatori se- 
‘i\o 
guenti): 


(E|O), (C2|0), (C8/0), (C2/0). (Z]0), (0:19), (0y]1), (0.]9), 


dove gli assi x, y, z sono diretti lungo tre periodi fondamentali del 
reticolo, e t = (a, + a, + a3)/2 (C, sono assi di simmetria sempli- 
ci, o piani di strisciamento perpendicolari a C,). Prendiamo, per 
esempio, il vettore 


I = (1/2,0,0), (134,5) 


dove i numeri fra parentesi danno valori delle componenti del vettore 
sugli assi del reticolo inverso, misurate in unità di lunghezze degli 
spigoli (b; = 25/a;) della sua cella. L’autosimmetria di questo vet- 
tore d’onda contiene tutti gli assi e i piani del gruppo puntuale 
D.n, cosicché questo vettore costituisce di per sé la stella. Il gruppo 
allargato si ottiene aggiungendo la traslazione (E|a}) per cui 
ka/2x = 1/2. Come risultato otteniamo un gruppo di 16 elementi 
distribuiti in 10 classi, come è rappresentato nella fila superiore 
della tabella 2. La coniugazione (cioè l'appartenenza a una stessa 
classe), per esempio, degli elementi (CY | 0) e (C% | aj) si verifica 
nel seguente modo. Abbiamo 


(Z|v)1(C8|0) (Z| ©) =(I] —(C8]0)(1]©)= 
| =(I|—(C8|C%)=(CK| —1+C%). 


Ma 


Ctr=5 (—a:+23—23), Cit — = — a —-83=2,—-(22,+-ag), 


| 0x9] = 41. Tali rappresentazioni si chiamano rappresentazioni proiettive. 
Tutte le diverse rappresentazioni proiettive possono essere elencate per ciascuno 
dei gruppi puntuali e poi utilizzate come piccole rappresentazioni per costruire 
le rappresentazioni irriducibili dei gruppi spaziali. 

Per la teoria delle rappresentazioni proiettive e per le tabelle delle rappre- 
sentazioni proiettive dei gruppi puntuali cristallografici vedi G. L. Bir, G. E. Pi- 
kus, Simmetrija i deformatsionnye effekty v poluprovodnikakh (Simrcetria ed 
effetti di deformazione nei semiconduttori), « Nauka », 1972. 

Esistono anche le tabelle complete delle rappresentazioni irriducibili dei 
gruppi spaziali che si possono trovare nel libro: C. J. Bradley, A. P. Cracknell, 
De mathematical theory of simmetry in solids, Clarendon Press, Oxford, 


1) Si è soliti indicare i gruppi spaziali con il simbolo della classe cristallina 


completato dall’indice superiore che è il numero convenzionale del gruppo 
nella data classe. 
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e poiché le traslazioni di a; e di 2a, si devono considerare come tra- 
sformazione identica, si ha 


(11e)1(C2|0) (Zj1)=(C2|a,). 


In base al numero di elementi e di classi del gruppo vediamo 
che esso ha 8 rappresentazioni irriducibili unidimensionali e 2 bidi- 
mensionali (3-1° + 2.2? = 416). Tutte le rappresentazioni unidimen- 
sionali si ottengono a partire dalle rappresentazioni del gruppo pun- 
tuale D>,, e alla traslazione (£ | a,) si attribuisce il carattere di 1. 
Tuttavia, queste rappresentazioni appaiono qui come « parassita- 
rie » e vanno respinte. Esse non corrispondono al problema posto: le 
funzioni della loro base sono invarianti rispetto a tutte le traslazioni, 
mentre la funzione exp ikr con dato k è a priori non invariante ri- 
spetto alla traslazione (£ | aj). Restano quindi soltanto due rappre- 
sentazioni i cui caratteri sono indicati nella tabella 2. Le funzioni 
della base di queste rappresentazioni possono essere scritte nella 
forma 


T, : Cos ni, sen nz; T, : cos nz sen 2ry, sen nz sen 2ry 


(le coordinate x, y, z sono misurate in unità di lunghezze dei periodi 
corrispondenti a,, ,, Ag). 


Tabella 2 


3 È Ca È; 
it ci d » na 
cCcel- _ |-- - |_ 
—— | girl > ala ns 
ai) i CAI SE E 

Ty 2 —-2 2| —-2 0 0 0 0 0 0 
To 0 0 0 


. Consideriamo ancora rappresentazioni corrispondenti alla stella 
|\di due vettori 


k= (4/2, 0,,%), (41/2,0, —x) (134,6) 


con autosimmetria C,, (l’asse C, è diretto lungo l’asse z); x è qui un 
numero arbitrario compreso fra 0 e 1 (tranne 4/2). Il gruppo allar- 
gato k contiene 8 elementi distribuiti in 5 classi (tabella 3). (La di- 
pendenza da z delle funzioni della base delle rappresentazioni di 
questo gruppo si riduce al fattore comune exp (2rixz) o exp(—2rixz), 
invariante rispetto a tutte le trasformazioni del gruppo; pertanto non 
occorre allargare il gruppo con traslazioni lungo l’asse z.) Esistono 4 
rappresentazioni irriducibili unidimensionali e una bidimensionale 
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di questo gruppo. Le rappresentazioni unidimensionali devono es- 
sere respinte per la stessa ragione del caso precedente, cosicché resta 
una sola rappresentazione i cui caratteri sono indicati nella tabel- 
la 3. Le funzioni della sua base possono essere scritte nella forma 


| 


con il segno + o — nell’esponente, rispettivamente, per il primo e 
per il secondo vettore (134,6); la rappresentazione irriducibile com- 
pleta di tutto il gruppo spaziale è quadridimensionale e si realizza 
con l'insieme di tutte e quattro queste funzioni. 


i e+2sixz cos nr, e+?ni% sen nr 


Tabella 3 
(CZ 0) (01 T) (0, | T) 
CIO Cela Va (o |t+9) | 0; It+81) 
2: ". . 
2 | 2 | 0 0 | 0 


$ 135. Simmetria rispetto all’inversione del tempo 


Nelle applicazioni fisiche della teoria dei gruppi di simmetria 
alle loro rappresentazioni si impone di solito una condizione supple- 
mentare: le funzioni della base della rappresentazione devono essere 
reali (più precisamente, devono permettere la riduzione a una forma 
reale). Questa condizione compare come conseguenza della simmetria 
rispetto all’inversione del tempo. Nella meccanica quantistica, in 
virtù di questa simmetria, le funzioni d'onda complesse coniugate 
devono corrispondere allo stesso livello di energia del sistema quan- 
tistico e, quindi, devono entrare nel novero di funzioni di base di 
una stessa rappresentazione fisicamente irriducibile (cfr. III, $ 96). 
Nella teoria classica, invece, questa simmetria è espressa dall’inva- 
rianza delle equazioni del moto rispetto alla sostituzione f + —f 
(le equazioni contengono derivate rispetto al tempo di ordine pari, 
secondo). E precisamente in seguito a questo fatto, le equazioni per 
gli spostamenti u, degli atomi nel reticolo restano reali quando si 
cerca la loro soluzione in forma complessa (—e-*%) (69,6); le ampiez- 
ze di queste espressioni possono quindi essere prese reali!). 

Le funzioni reali di base restano, ovviamente, reali anche sotto 
l’azione di tutti gli elementi di simmetria; in altre parole, sono re- 
ali anche tutte le matrici della rappresentazione del gruppo. Se una 
certa rappresentazione irriducibile non soddisfa questa condizione, 


1) Ma le cose stanno altrimenti in presenza di un campo magnetico o in 
cristalli a struttura magnetica. 


301264 | 
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essa deve essere unificata con la sua rappresentazione complessa 
coniugata in un'unica rappresentazione fisicamente irriducibile di 
dimensione due volte maggiore. Consideriamo da questo punto di 
vista i casi che possono aver luogo per le rappresentazioni dei gruppi 
spaziali (C. Herring, 1937). | 

In questo senso è più semplice il caso in cui le stelle dei vettori 
d'onda k e —k non coincidono. Allora le rappresentazioni irriduci- 
bili costruite su ciascuna di queste stelle sono a priori complesse. 
Cosi, per la stella k le funzioni di base delle rappresentazioni si mol- 
tiplicano durante le traslazioni (£ |a) per i fattori e'k2 fra cui non 
esistono fattori complessi coniugati; è quindi chiaro che non esisto- 
no combinazioni lineari di queste funzioni con cui si possono ridurre 
le matrici di trasformazioni a una forma reale. D'altra parte, ese- 
guendo la coniugazione complessa di queste funzioni, otterremo in 
forma complessa una rappresentazione coniugata relativa alla stella 
del vettore —k. Unificando queste due rappresentazioni, otteniamo 
una rappresentazione reale. Quindi, per ottenere una rappresentazio- 
ne fisicamente irriducibile bisogna inserire nella stella del vettore 
d'onda, oltre a ciascun k, anche il vettore —k. In altre parole, per 
ottenere tutta la stella richiesta, occorre applicare ad un vettore di 
partenza k tutti gli elementi del gruppo di direzioni completato da 
un centro di simmetria. | | 

Se, invece, la stella del vettore d’onda contiene già dall’inizio 
tutti i valori richiesti di k, questo non garantisce ancora che le rap- 
presentazioni irriducibili costruite su questi valori siano reali. 
Illustriamo questo fatto con un semplice esempio. 

Consideriamo il gruppo spaziale simmorfo Sì} riferito alla classe 
cristallina 8, e avente un reticolo tetragonale semplice di Bravais. 
Consideriamo in questo gruppo le rappresentazioni corrispondenti 
alla stella di due vettori 


k = (0,0, x), (0,0, —x), (135,4) 


dove l’asse z è diretto lungo l’asse di simmetria $,, e x un numero 
arbitrario (diverso da 1/2) compreso fra 0 e 1. L’autosimmetria di 
questi vettori è C,; questo gruppo puntuale ha due rappresentazioni 
unidimensionali con caratteri: 


|E 


Air 1 
B|i —1 


Prendendo la prima come piccola rappresentazione, otteniamo una 
rappresentazione bidimensionale di tutto il gruppo spaziale, la cui 
base può essere presa in forma di due funzioni complesse coniugate 
exp (+2rixz); quindi, questa rappresentazione è reale. Alla piccola 
rappresentazione B corrisponde la rappresentazione bidimensionale 
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di tutto il gruppo, realizzato dalle funzioni di base 
exp 2rixz cos 2nx, exp(—2zmixz) sen 2a. 


I caratteri degli elementi rotatori del gruppo in questa rappresen- 
tazione sono 


(E|0) (5,10) (0210) (5,10), 
2 0-2 00 


e i caratteri delle traslazioni 


(E|a:) (E|a.) (E]ag). 
2 2 2 cos 2r1x 


Tutti questi caratteri sono reali, ma la rappresentazione è, ciò non-: 
dimeno, complessa: le funzioni della sua base non possono essere 
ridotte a una forma reale. La rappresentazione fisicamente irridu- 
cibile si ottiene aggiungendo a queste funzioni anche le loro com- 
plesse coniugate. Quindi, la rappresentazione fisicamente irriduci- 
bile si ottiene in questo caso riunendo due rappresentazioni comples- 
se coniugate, ma equivalenti (con gli stessi caratteri)!). 

Nell'esempio considerato la simmetria rispetto all’inversione 
del tempo conduce al doppio della dimensione della rappresentazione 
fisicamente irriducibile per i valori del vettore d'onda che riempiono 
una retta (asse di simmetria) in uno spazio a k dimensioni. Esistono 
anche dei casi in cui si ottiene questo doppio della dimensione per i 
valori di k che riempiono un intero piano nello spazio k. E preci- 
samente, si tratta del piano perpendicolare all’asse elicoidale del 
secondo ordine. 

Consideriamo, per esempio, il gruppo spaziale non simmorfo Ci 
riferito alla classe cristallina C, e avente un reticolo monoclino 
semplice di Bravais. L'asse del secondo ordine in esso (prendiamolo 
come asse z) è elicoidale, con la traslazione di metà del periodo: 
(C, | &3/2). Consideriamo in questo gruppo la stella di due vettori 
d’onda 


k=(x, 2, 1/2), (—x, —A, 1/2), (435,2) 


dove x e À sono dei numeri arbitrari compresi fra 0 e 1/2 (gli assi z, y 
sono obliqui nel piano perpendicolare all’asse di simmetria); la stel- 
la include k e —k, poiché i vettori (—x, —A, —1/2) e(—x, —A, 1/2) 
sono equivalenti. A questa stella corrispondono due rappresentazioni 
irriducibili equivalenti (con gli stessi caratteri reali) bidimensio- 
nali del gruppo, realizzate rispettivamente dalle funzioni di base 


e2U(xx+Ay)cinz 


1) Ricordiamo che nei gruppi puntuali una tale situazione non si è verificata: 
per, questi gruppi tutte le rappresentazioni irriducibili con caratteri reali sono 
reali. 
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e dalle loro complesse coniugate. La rappresentazione fisicamente 
irriducibile si ottiene unificando queste due rappresentazioni com- 
plesse coniugate. Quattro funzioni della sua base si dividono in due 
coppie, ciascuna delle quali corrisponde a uno dei due vettori d'onda 
della stella 


eQni(#x+Ay)et intz 


e 2ri(Xx+-AY)e tinz i 


Se la rappresentazione irriducibile è trovata assieme alle fun- 
zioni della sua base, è evidente allora se essa sia reale o complessa. 
Ciò nondimeno, nei casi più complicati (e per lo studio di problemi 
generali) è utile avere un criterio che permetta di rispondere a questa 
domanda partendo immediatamente dai caratteri della piccola rap- 
presentazione. Si può ottenere questo criterio partendo dal seguente 
teorema generale della teoria delle rappresentazioni dei gruppil!). 

Per ciascuna delle rappresentazioni irriducibili del gruppo la 
seguente somma può avere uno dei tre valori 


i +1 (a), 
va > Y (G2)= 0 (b), (135,3) 
e 1 (0) 
| 
. | ° ». 
(la sommatoria è estesa a tutti gli elementi del gruppo, g è il suo 
ordine). A seconda di questi valori: a) la rappresentazione è reale; 
b) la rappresentazione è complessa, ma le rappresentazioni complesse 
coniugate non sono equivalenti (hanno caratteri complessi coniuga- 
ti); c) la rappresentazione è complessa, e le rappresentazioni comples- 
se coniugate sono equivalenti (hanno gli stessi caratteri reali). 
Indichiamo come questo criterio si applica ai gruppi spaziali, 
senza entrare in dettaglio. Secondo il metodo di costruzione delle 
rappresentazioni irriducibili dei gruppi spaziali descritto nel para- 
grafo precedente, i loro caratteri possono essere rappresentati nella 
forma 


xI(P|t+a)]=2ixx, IP |7)]exp (ila), (135,4) 


dove yYx [(P |k)] sono i caratteri degli elementi rotatori del gruppo 
nella piccola rappresentazione, e la sommatoria è estesa a quei raggi 
k,, k,, ... della stella del vettore d’onda per i quali P è uno degli 
elementi del suo gruppo di simmetria. Applicando questa formula 


1) La sua dimostrazione si trova, per esempio, nei libri menzionati nelle 
note alle pagg. 455 e 463. 
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all'elemento espresso dal quadrato 


(P|]xv+a)=(P?° |v+Ptta+ Pa) = 
=(P|v°(£|a+ Pa), 
abbiamo 
[(P|t+a)2] = Di xa, I(P |?) ero 


(nell’esponente abbiamo posto k;Pa = aP-!k;). Questi caratteri si 
devono sommare su tutte le traslazioni e su tutti gli elementi rota- 
tori (P | v). La somma | 


XY} exp {ia(k; + P-4k;)} 


è diversa da zero soltanto per k; + P-k; = 0, b. Infine, osserviamo 
che, data l’equivalenza di tutti i raggi della stella, tutti i termini 
nella somma su i (che deve essere calcolata per ili sono gli 
stessi. | 

Comme risultato otteniamo il seguente criterio di Herring: 


1 + 1 (a), 
+ TulP1m]=} 0 0), (135,5) 
i (c) o) 


| 
dove yx sono i caratteri della piccola rappresentazione, e la somma- 
toria è estesa a quegli elementi rotatori (P| ©) del gruppo spaziale 
che trasformano il vettore k in quello equivalente —k: Pk = —k + 
+ b'); nx è il numero di eleménti rotatori dell’autosimmetria del 
vettore d’onda. 

In particolare, se il gruppo spaziale non contiene in generale 
elementi rotatori aventi la suddetta proprietà, nella somma (135,9) 
non rimane nessun termine, cosicché si verifica il caso (b), in accordo 
con quanto detto sopra del caso in cui le stelle k e —k non coincidono. 

Nell'esempio sopra considerato, nel gruppo SÌ sono gli elementi 
(5, |0) e(S? | 0) ad avere la proprietà richiesta; i loro quadrati rap- 
presentano l'elemento (C, | 0). Pertanto la somma (135,5) diventa 


1 
+ (ave 1(841 0021 +0 [(5T10)21} = 1a [(C2 101 
ed è uguale a + 1 per la piccola rappresentazione A, e al — 1 per la 


piccola rappresentazione B per le quali si verificano, quindi, i casi 
(a) e (b), sempre in accordo con i risultati già ottenuti. 


1) In questo caso, (P | 1? non cambia il vettore k (o lo trasforma in equi- 
valente), cioè entra a priori nel gruppo di autosimmetria del vettore k. 
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$ 136. Proprietà di simmetria delle oscillazioni normali 
di un reticolo cristallino 


Una delle applicazioni fisiche dell’apparato ln delle 
rappresentazioni dei gruppi spaziali consiste nella classificazione 
delle oscillazioni normali di un reticolo partendo dalle proprietà di 
simmetria!). 

Ricordiamo che in un reticolo con v atomi nella cella elementare 
per ogni dato vettore d’onda k esistono 3v oscillazioni normali, cia- 
scuna con il suo valore di frequenza © (k). In tutto il dominio di 
variazione di k la legge della dispersione delle oscillazioni © = @ (k) 
ha, in altre parole, 3v rami @_, (k); ciascuno degli @, (k) assume i 
valori in un intervallo finito: la zona di energia dei fononi. Tutti i 
valori essenzialmente diversi del vettore d’onda sono compresi in 
una cella elementare del reticolo inverso; considerando tutto il reti- 
colo inverso infinito, si vede che le funzioni ®, (k) in esso sono perio- 
diche: 

0, (£ + b) = @y (k). (136,1) 


Le ragioni fisiche che permettono di classificare le oscillazioni di 
un reticolo in base alle rappresentazioni irriducibili del suo gruppo 
di simmetria sono le stesse che per una classificazione analoga nel 
caso dei sistemi simmetrici finiti, cioè delle molecole poliatomiche 
(vedi III, $ 100). Le coordinate normali delle oscillazioni che realiz- 
zano (come base) una rappresentazione irriducibile del gruppo di 
simmetria del reticolo si riferiscono alla stessa frequenza. 

Ogni rappresentazione irriducibile del gruppo spaziale è asse- 
gnata, essenzialmente, dalla sua stella dei vettori d’onda. Ne segue 
immediatamente che la frequenza è la stessa per tutte le oscillazioni 
normali che differiscono soltanto per i valori di k della stessa stella. 
In altre parole, ciascuna delle funzioni @, (k) gode della simmetria 
di direzioni completa di una data classe cristallina. Come è stato 
indicato nel paragrafo precedente, in virtù della simmetria rispetto 
all’inversione del tempo, la stella k deve allora essere completata da 
tutti i vettori —k (se le stelle k e —k non coincidono); in altre paro- 
le, si ha sempre?) 


0a (-k) = ®g (k). (136,2) 


Per un dato valore di k (cioè per uno dei raggi della stella), le 
coordinate normali sono distribuite in basi delle piccole rappresen- 


1) Le rappresentazioni dei gruppi spaziali sono state applicate per la prima 
volta allo studio delle proprietà fisiche dei reticoli cristallini da !. Hund (1936) 
e da L. P. Bouckaert, R. Smoluchowski, E. P. Wigner (1936). 

2) Dal punto di vista fisico la relazione fra la trasformazione k + —k per 
le oscillazioni del reticolo e l’inversione del tempo è evidente: il cambiamento 
del segno del tempo inverte la direzione di propagazione delle onde (o, in ter. 
mini dei fenomeni fononici, cambia il segno dell'impulso del fonone p = %k). 
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tazioni corrispondenti alle frequenze diverse. Se la dimensione f 
della piccola rappresentazione è maggiore di 4, questo vuol dire che 
per un dato valore di k si verifica una degenerazione: le frequenze 
di f rami coincidono. | 

Quando il vettore k occupa (nel reticolo inverso) una posizione 
generica, esso non ha nessuna autosimmetria (il suo gruppo contiene 
soltanto un elemento unitario: la trasformazione identica); in questo 
caso, tutti i 3v valori di ®, (k) sono in generale diversi. La degenera- 
zione può comparire quando l’autosimmetria del vettore d’onda è 
così elevata che il suo gruppo ha delle rappresentazioni irriducibili 
di dimensione f > 1. Se si tiene conto soltanto della simmetria spa- 
ziale, questo può avvenire o in punti isolati del reticolo inverso, o su 
rette intere (assi di simnietria) del reticolo inverso. Ma la simmetria 
rispetto all’inversione del tempo può anche condurre a una degenera- 
zione (doppia) in piani interi nello spazio k (F. Hund, 1936; C. Her- 
ring, 1937); in accordo con quanto detto al paragrafo precedente, 
una tale degenerazione può verificarsi nei piani perpendicolari all’as- 
se elicoidale del secondo ordine (vedi l'esempio di rappresentazioni 
legate alla stella (135,2))!). 

Per classificare le oscillazioni normali di un reticolo cristallino, 
occorre prima di tutto determinare la rappresentazione oscillatoria 
completa del gruppo spaziale, realizzata da tutte le coordinate oscil- 
latorie (da vettori di spostamento degli atomi). Questa rappresen- 
tazione è riducibile; sviluppandola in parti irriducibili, determinia- 
mo cosi i gradi di molteplicità di degenerazione delle frequenze e 
le proprietà di simmetria delle oscillazioni corrispondenti. In questo 
caso, può accadere che la stessa rappresentazione entri più volte nella 
rappresentazione oscillatoria; questo significherà che esistono più 
frequenze diverse dello stesso grado di molteplicità con oscillazioni 
della stessa simmetria. 

Questo procedimento è analogo al metodo di classificazione delle 
oscillazioni di una molecola (III,$ 100). Ma la differenza sostanzia- 
le sta nel fatto che le oscillazioni del reticolo sono anche caratteriz- 
zate dal parametro k che assume un insieme continuo di valori e che 
la classificazione deve essere eseguita separatamente per ogni valore 
(o per ogni categoria di valori) del vettore d'onda. L'assegnazione 
del valore di k determina la stella della rappresentazione irriducibile 
del gruppo spaziale. Pertanto è necessario, di fatto, determinare 
soltanto la piccola rappresentazione oscillatoria e svilupparla in 
piccole rappresentazioni irriducibili, cioè in rappresentazioni irri- 
ducibili del gruppo di simmetria del vettore k. 


1) Oltre alle degenerazioni legate alla simmetria del reticolo, può anche 
verificarsi una degenerazione per valori « casuali » di k; l'esistenza di queste 
degenerazioni potrebbe essere predetta teoricamente soltanto risolvendo, di 
fatto,l le equazioni del moto degli atomi in un reticolo. Per lo studio dei casi 
possibili vedi C. Herring, Phys. Rev. 52, 365, 1937. 
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É molto semplice classificare le oscillazioni limite (per k + 0) 
del reticolo. Per k = 0, le piccole rappresentazioni irriducibili per 
tutti i gruppi spaziali (simmorfi e non simmorfi) coincidono con le 
rappresentazioni irriducibili del gruppo di simmetria puntuale del 
reticolo: della sua classe cristallina. Per determinare, invece, la 
rappresentazione oscillatoria (Dosci) bisogna considerare soltanto 
gli atomi di una cella elementare (in altre parole, bisogna considerare 
tutti gli atomi traslazionalmente equivalenti!) come lo stesso ato- 
mo). Senza ripetere tutti i ragionamenti che si fanno allora per le 
oscillazioni degli atomi nella molecola, formuliamo la seguente 
regola per determinare i caratteri della rappresentazione oscillatoria 
del reticolo per k = 0. I caratteri della rotazione C (@) di angolo © 
attorno all'asse di simmetria o della rotazione S (@) attorno all’asse 
di rotazione speculare sono 


Yosci (C) = VoXo (C), = Xosen(S)= vsxo (5) (136,3) 
dove I 


Xo (C)=14+2c0s9, xo(5)=—1+2c089 


sono i caratteri della rappresentazione realizzata da tre componenti 
di un vettore (polare), e vc 0 vg è il numero di atomi che per tra- 
sformazione restano fissi o passano nei posti traslazionalmente equi- 
valenti”). Queste stesse formule determinano i caratteri per la rifles- 
sione in un piano (trasformazione S (0)) e per l’inversione in un 
centro di simmetria (trasformazione S (n)). La rotazione attorno a 
un asse elicoidale o la riflessione nel piano di strisciamento fanno 
passare a priori tutti gli atomi nelle posizioni traslazionalmente 
non equivalenti, e, quindi, si ha sempre per essi yoscii = 0. 
Illustriamo queste regole con un esempio?). Il reticolo del dia- 
mante si riferisce al gruppo spaziale non simmorfo Of. Esso ha il 
reticolo cubico a facce centrate di Bravais con due atomi identici 
nella cella elementare che occupano le posizioni ai vertici (000) e 
nei punti (1/4 1/4 1/4) sulle diagonali spaziali delle celle cubiche*). 


1) Cioè gli atomi che riempiono i nodi di uno stesso reticolo di Bravais. 

2) Nel caso di una molecola, nei caratteri della rappresentazione oscilla- 
toria si doveva eseguire una sottrazione per escludere le coordinate corrispon- 
denti a spostamento o rotazione della molecola in blocco. Nel caso di un reti- 
colo, il numero (6) di questi gradi di libertà è trascurabile rispetto al numero 
totale di gradi di libertà e la sottrazione corrispondente non occorre. 

3) A scanso di equivoci, osserviamo che la classificazione delle frequenze 
limite dei rami ottici delle oscillazioni a partire dalla sola sirametria cristallo- 
grafica del reticolo è inammissibile per i cristalli ionici. Le oscillazioni ottiche 
ad onde lunghe del reticolo ionico sono accompagnate dalla comparsa della 

olarizzazione macroscopica del cristallo e del campo elettrico macroscopico 
egato a questa polarizzazione; questo campo, in generale, cambia (diminuisce) 
la simmetria delle oscillazioni. 

4) Le coordinate degli atomi sono assegnate rispetto agli spigoli della 
cella cubica (in unità di lunghezza di questi spigoli). Ricordiamo che il volume 
di una cella cubica a facce centrate è di 4 volte superiore al volume della cella 
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La metà degli elementi rotatori del gruppo Of coincide con le rota- 
zioni e le riflessioni del gruppo Tg. Queste trasformazioni lasciano i 
due atomi fissi o li fanno passare nelle posizioni traslazionalmente 
equivalenti e, di conseguenza, i caratteri della rappresentazione 
oscillatoria di questi elementi sono yoscir = 2Yy- Gli altri elementi 
rotatori del gruppo Of sono rotazioni elicoidali e riflessioni nei piani 
di strisciamento che si ottengono combinando gli elementi del guppo 
Ti con l’inversione (/ | ©), dove x = (1/2 41/2 1/2); questi elementi 
fanno coincidere l’atomo nel punto (000) con l'atomo nel punto 
traslazionalmente non equivalente (1/4 1/4 41/4), cosicché i loro carat- 
teri sono Yoscil = 0. La decomposizione della rappresentazione oscil- 
latoria cosi ottenuta in rappresentazioni irriducibili del gruppo pun- 
tuale On è Doscit = Fsg + Fou). Le coordinate delle oscillazioni 
acustiche che per k = 0 descrivono lo spostamento della cella in 
blocco, si trasformano come componenti di un vettore: a queste 
coordinate corrisponde la rappresentazione F,, secondo la quale si 
trasformano nel gruppo O, le componenti del vettore. Quanto alla 
rappresentazione ,g, essa corrisponde alla frequenza limite tre 
volte degenere delle oscillazioni ottiche?). 

Uscendo dal punto k = 0, la degenerazione delle oscillazioni ot- 
tiche, in generale, scompare. A seconda della simmetria, la grandezza 
del decadimento può variare (nell'intorno del punto k := 0) come 
funzione omogenea del primo o del secondo ordine di una componente 
del vettore k. È facile ottenere il criterio corrispondente in termini 
della teoria quantomeccanica delle perturbazioni. L'operatore di 
Hamilton delle oscillazioni di un reticolo con piccolo vettore d’onda 


k = ék ha la forma, + y8$k, dove È, è l’operatore di Hamilton 
delle oscillazioni con k = 0, e y un operatore vettoriale; il termine 
ydk funge da perturbazione che provoca il decadimento. La grandez- 


za del decadimento sarà del primo ordine in ék se l'operatore y ha 
elementi di matrice diversi da zero per le transizioni fra gli stati 
riferiti alla stessa frequenza degenere delle oscillazioni; in caso con- 
trario, il decadimento sarà del secondo ordine in dk. In questo caso è 


elementare. I periodi fondamentali del reticolo sono i vettori tracciati dal ver- 
tice verso i punti (1/2 1/2 0), (1/2 0 4/2), (0 41/2 4/2) che sono centri delle facce 
della cella cubica. | Ò 

1) Si può considerare il gruppo puntuale On come il prodotto diretto 
OXxC; 0 TaXC;; utilizziamo qui il secondo prodotto. Ciò premesso, costruiamo 
le rappresentazioni irriducibili del gruppo Or a partire dalle rappresentazioni 
del gruppo Tg. In particolare, le rappresentazioni F,g e F., del gruppo pun- 
tuale O, si ottengono dalla rappresentazione F, del gruppo 7g e si distinguono 
l’una dall'altra per parità o disparità rispetto all’inversione (vedi III, $ 95). 

2) La Îrequenza limite delle oscillazioni acustiche è sempre degenere: il 
carattere macroscopico di queste oscillazioni conduce allo stesso valore ®© = 0 
per tuttì e tre i rami, persino se ciò non è richiesto dalla simmetria. Sotto questo 
aspetto, la degenerazione in questione è « casuale ». 
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da tener conto che l'operatore y è dispari rispetto all’inversione del 
tempo; questo è dovuto al fatto che il vettore d'onda Sk è dispari e 


che il prodotto yòk (come ogni operatore di Hamilton) deve essere 
invariante rispetto all’inversione del tempo. Quindi, la soluzione del 
problema posto si riduce alla ricerca delle regole di selezione di un 
operatore vettoriale per gli elementi di matrice diagonali (rispetto 
alla frequenza), che sia dispari rispetto all’inversione del tempo (ve- 
di III, $ 97). Se la frequenza degenere corrisponde a una rappresenta- 
zione irriducibile D, queste regole sono date dallo sviluppo della 
parte antisimmetrica del suo prodotto diretto per se stesso: {D?} ; 
gli elementi di matrice diversi da zero esistono se questo sviluppo 
contiene parti secondo cui si trasformano le componenti del vettore. 

Il decadimento sarà a priori del secondo ordine in ék se il gruppo 
puntuale di simmetria del reticolo (classe cristallina) ha un centro 
di inversione; questo è evidente già dal fatto che la base quadratica 
della rappresentazione {D?} è pari a priori rispetto all’inversione, 
mentre le componenti del vettore cambiano di segno in questa tra- 
sformazione. Se la classe cristallina non contiene inversione, sono 
possibili i due casi. Cosî, per la classe cristallina O i prodotti anti- 
simmetrici per se stessi per la rappresentazione irriducibile bidimen- 
sionale E e per le rappresentazioni tridimensionali F, e F, sono!) 


{E°}= 42, {M}={f}=F+F: 


Le componenti del vettore si trasformano, invece, secondo /;: per- 
tanto il decadimento di una frequenza due volte degenere sarà del 
secondo ordine, e di frequenze tre volte degeneri sarà del primo ordi- 
ne in dk. 

Passiamo alle oscillazioni con vettore d’onda diverso da zero. 
Nel caso dei gruppi spaziali simmorfi, queste oscillazioni si classi- 
ficano come nel caso sopra descritto in cui k = 0. Le piccole rappre- 
sentazioni irriducibili coincidono qui con le rappresentazioni del 
gruppo puntuale di simmetria del vettore k, e per determinare la 
piccola rappresentazione oscillatoria occorre, come prima, conside- 
rare gli atomi soltanto in una cella elementare. 

Illustriamo questo procedimento sull'esempio delle: oscillazioni 
ottiche del reticolo del diamante. Al reticolo a facce centrate di Bra- 
vais di questa struttura corrisponde il reticolo cubico a volume cen- 
trato inverso. Nel punto k = 0 (vertice della cella cubica) l’auto- 
simmetria del vettore d'onda è O7, ed esiste (come è stato chiarito 
sopra) una frequenza tre volte degenere delle oscillazioni ottiche, 
corrispondente alla rappresentazione Fg; i caratteri di questa rap- 


| 1) Per le notazioni delle rappresentazioni irriducibili dei gruppi puntuali 
edi III, $ 95. | 
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presentazione sono!) 


| E 8C3 3C, 60° 6S, I 8S 30 6C; 6C,. 
| Fog: 3 0 —1 1 —13 0 —1 1 ina! 


Seguiamo il decadimento di questa frequenza quando si esce dal 
punto k = 0. 

Spostandosi lungo la diagonale spaziale della cella cubica, il 
vettore k acquista l’autosimmetria C'3,. Rispetto a questo gruppo la 
rappresentazione realizzata dalle stesse tre coordinate oscillatorie è 
riducibile: 


I E 2C, 30° 


30 A4=E+4, 


cioè la frequenza tre volte degenere decade in una frequenza due 
volte degenere e una volta non degenere. Un decadimento dello stes- 
so genere avverrà quando il vettore d'onda si sposta lungo gli spi- 
goli della cella cubica in cui la sua autosimmetria è C,,: 


I E: :C;-2C;. 20 20° 
8-41 -1-1 (i1=EF+B. 


Spostandosi invece lungo le diagonali di una faccia della cella cubi- 
ca, l’autosimmetria del vettore k diminuisce sino a C',,; e il deca- 
dimento delle frequenze è totale: 


E Ci 0 o' 


| 
| 
| 3 1-1 4A=Aj+ A, + B.. 

‘Per i reticoli cristallini dei gruppi spaziali non simmorfi, il pro- 
cedimento di classificazione delle oscillazioni normali è più laborioso 


e non ci soffermeremo su questo?), 3 


$ 137. Strutture con periodicità a una e due dimensioni 


I cristalli solidi sono caratterizzati dalla periodicità tridimensio- 
nale della funzione di densità 0 (x, y, 2) che si estende a distanze 
infinite. Consideriamo il problema della possibilità dell’esistenza in 


1) Sono elencati pila gli elementi di simmetria appartenenti al gruppo 
puntuale 7; e poi quelli che si ottengono moltiplicando gli elementi precedenti 
per l’inversione /. Gli elementi 3C, sono rotazioni di angolo x attorno agli 
assi passanti per gli spigoli della cella cubica; 6C4 rotazioni di angolo x attorno 
alle diagonali delle facce della cella cubica; 60’ riflessioni nei piani passanti 
per gli spigoli opposti della cella cubica; 30 riflessioni nei piani coincidenti 
con le facce della cella. 

?) Esempi di tali gruppi si possono trovare nel libro di G. L. Bire G. E. Pikus 
citato alla nota alla pag. 463. 
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natura di corpi, la cui funzione di densità sia periodica soltanto a 
una o a due dimensioni (R. Peierls, 1934; L. D. Landau, 1937). 

Cosi, un corpo con p = g (x) si potrebbe suppporre composto di 
piani paralleli disposti regolarmente gli uni rispetto agli altri (per- 
pendicolari all'asse x) in ciascuno dei quali gli atomi sono, però, 
disposti caoticamente. Per o = g (x, y) gli atomi sarebbero disposti 
caoticamente lungo rette (parallele all'asse 2), mentre queste rette 
stesse sarebbero disposte regolarmente le une rispetto alle altre. 

Per studiare il problema posto, consideriamo gli spostamenti subi- 
ti da piccole parti del corpo in seguito alle fluttuazioni termiche. 
E ovvio che se questi spostamenti cresceranno indefinitamente 
all'aumentare delle dimensioni del corpo, questo implicherà auto- 
maticamente lo « smussamento » della funzione fg, cioè sorgerà una 
contraddizione con l’ipotesi fatta. In altre parole, possono essere 
realizzate soltanto le strutture per le quali lo spostamento medio 
resta finito comunque siano grandi le dimensioni del corpo. 

Mostriamo prima di tutto che questa condizione si verifica per un 
cristallo ordinario. Indichiamo con u (x, y, z) il vettore spostamento 
fluttuazionale di una piccola parte di coordinate «, y, 2 e scriviam o- 
lo in forma di una serie di Fourier: 


u= Y uyeikr, (137,1) 
k | 
Î I | 
dove le componenti del vettore k assumono dei valori sia positivi 
che negativi, e i egefficienti ux sono legati dalla relazione u_y = uf 
che deriva dal fatto che u è reale. Nella serie (137,1) figureranno sol- 
tanto termini con vettori d'onda non troppo grandi (% < 1/d, dove 
d sono le dimensioni lineari della parte spostata). Considereremo le 
fluttuazioni a temperatura costante; la loro probabilità è è data allora 
dalla formula 
wo exp(— AFot/7), (137,2) 
dove 


AFio= | (FF) dV | (137,3) 


è la variazione totale dell'energia libera del corpo durante la flut- 
tuazione, e F l’energia libera riferita ora all’unità di volume del 
corpo (cfr. la (116,7). 

Per calcolare AFtot, bisogna sviluppare F — f in serie di poten- 
ze dello spostamento. In questo caso, nello sviluppo figurerà non la 
funzione stessa u (x, y, z), ma soltanto le sue derivate, poiché la 


differenza 7 — F deve annullarsi per u = costante, il che corri- 
sponde a un semplice spostamento del corpo in blocco. È evidente, 
inoltre, che lo sviluppo non può contenere termini lineari rispetto 
alle derivate: in caso contrario, F non potrebbe avere un minimo 
per u = 0. Poi, essendo i vettori d'onda k piccoli, nello sviluppo 
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| 


| 
dell’energia libera ci si può limitare a termini quadratici rispetto 
alle derivate prime di u e trascurare termini contenenti derivate di 
ordine superiore. Come risultato troviamo che AFtot ha la forma 


AFio=V S uimtfc@ia (lx, kyo ko), (137,4) 


k 
dove gli elementi del tensore reale ©; (i, ! sono gli indici tensoriali 
su cui è supposta la sommatoria) sono funzioni quadratiche delle 
componenti del vettore k!). 
In accordo con la (111,9) ricaviamo di qui le fluttuazioni quadra- 
tiche medie delle componenti di Fourier del vettore spostamento: 


(intel) = 1 Pit (kx Fyo k2), (ini) =0 per k'£ —k, (137,9) 


dove Pi sono le componenti del tensore inverso del tensore @;.?. Per 
maggiore evidenza scriviamo questa espressione nella forma 


(uni) = S Auto) ; (137,6) 


dove le grandezze A;; dipendono soltanto dal verso del vettore 
k (n=k/k). I valori medi (u;u;) si ottengono dalla (137,6) som- 
mando su k; passando in modo usuale dalla sommatoria su k all’in- 
tegrazione, otteniamo, per esempio, il quadrato medio clel vettore 
spostamento | 
Au (n) dik dk do | 
| (u?)=7 | ser =T | Au (n) Tao? (137,7). 
Questo integrale converge nel limite inferiore (k + 0) come la prima 
potenza di 4*, Quindi, il quadrato medio dello spostamento fluttu- 
azionale è, come doveva essere, una grandezza finita indipendente 
dal volume del corpo. 

Consideriamo, inoltre, un corpo con la funzione di densità p = 
= (x). Poiché lungo le direzioni degli assi y e z in un tale corpo si 
ha f = costante, nessuno spostamento lungo questi assi può « smus- 
sare » la funzione di densità e pertanto non presenta interesse. Bi- 
sogna quindi considerare soltanto lo spostamento u,. Inoltre, è fa- 
cile vedere che le derivate prime 0u,/0y, du,/0z non possono in gene- 
rale entrare nello sviluppo dell’energiea libera: ruotando il corpo in 
blocco attorno all'asse y o z, queste derivate variano, mentre l’ener- 


1) I termini con i prodotti uixug’ exp [i (k + k’) r] conk’ L£ —k scom- 
paiono quando si integra sul volume. 

2) Per determinare il coefficiente numerico generale nella (137,5), bisogna 
tener conto che ogni prodotto u; jieik entra due volte (+k) nella (137,4) dando 
2 Re (u;ku7k) e che la parte r0ale del prodotto u;kuik è di per sé la somma di due 
prodotti indipendenti. 

3) Ricordiamo che questa forma Sellhegpressione integranda sì riferisce 
soltanto a valori non troppo grandi di % 
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gia libera deve, evidentemente, restare invariata. Quindi, nello svi- 


luppo di 7 — F bisogna considerare i seguenti termini quadratici 
rispetto allo spostamento: ii 


dU, \ du, (Pu 02ux ALA: 0?uy (Pa 0°Ur SRL lla) 
dx È dx dy? 022 }? dy? 02? 
(le derivate rispetto a y e z devono entrare in combinazione simme- 


trica data la simmetria completa nel piano y, z). Sostituiti nella 
(137,3) essi daranno rispettivamente termini della forma 


| Uxk |? ki. ? | Uxk |? k,%°, Î Uxk se xi, 


dove x? = Xkî + X7. Benché le due ultime ni contengano 
potenze delle componenti del vettore d’onda più alte che non la pri- 
ma espressione, esse possono essere dello stesso ordine di grandezza 
del vettore, poiché non sappiamo a priori niente della grandezza 
relativa di %, e x. 

La variazione dell'energia libera avrà quindi la forma 


AFia=5V 3, Luna |P P(kx, #3), (137,8) 


dove p è una funzione ai delle variabili £, e x?. Al posto 
della (137,7), avremo ora o 
Se 4 Bk _ T dk, d (x?) 

ub=T |a ian) 


Ma questo integrale è logaritmicamente divergente per % + 0. La 
divergenza del quadrato medio dello spostamento significa che il 
punto cui si riferisce un determinato valore di p (7) può spostarsi a 
distanze molto grandi; in altre parole, la densità p (x) sarà « distri- 
buita » su tutto il corpo, cosicché nessuna funzione p (x) (oltre a 
quella banale p = costante) risulta possibile. 

Ragionamenti analoghi per il caso di un corpo soli p=@(<, y) 
conducono alla seguente espressione dei quadrati medi dello sposta- 
mento: 


(137,9) 


hide, | 
(uz), (ug) = (276)3 J (kx, ky k2)? i 


dove q è di nuovo una funzione quadratica dei suoi argomenti. Come 
è facile vedere, questo integrale è convergente nel limite inferiore, 
cosicché lo spostamento medio fluttuazionale resta finito. Quindi, 
i corpi con tale struttura potrebbero, in linea di massima, esistere; 
ma non si sa se essi esistano effettivamente in natura. 

In questo paragrafo si è trattato finora di corpi a tre dimensioni 
e si è supposta bidimensionale (o unidimensionale) soltanto la di- 
sposizione regolare degli atomi in questi corpi. Studiamo ora il pro- 


(137,10) 
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blema della possibilità di una disposizione regolare di atomi in 
sistemi bidimensionali con atomi che occupano soltanto una deter- 
minata superficie').» Analogo bidimensionale dei cristalli solidi 
ordinari sarebbe una membrana con atomi disposti regolarmente nei 
nodi del reticolo piano. Questa disposizione potrebbe essere descritta 
dalla funzione di densità p (x, y) (avente ora un altro significato ri- 
spetto a quello studiato sopra, poiché si considerano gli atomi sol- 
tanto su una sola superficie z = costante). Tuttavia, è facile vedere 
che le fluttuazioni termiche « smussano » un tale cristallo, cosicché 
l'unica possibilità è p = costante. Infatti, i valori medi dei prodotti 
delle componenti dello spostamento fluttuazionale u (nel piano x, y) 
sono dati di nuovo da formule del tipo (137,6-7) con la sola diffe- 
renza che si integra ora sullo spazio bidimensionale k: 
Ai (n) dk dk 
| (u;u)=T | o, (137,11) 


e l'integrale è logaritmicamente divergente per £K + 0.0 

Tuttavia occorre qui fare la seguente osservazione. Il risultato 
ottenuto significa, a rigore, che lo spostamento fluttuazionale di- 
venta infinito al crescere indefinitamente delle dimensioni (dell’a- 
rea) del sistema bidimensionale il che permette di considerare valori 
piccoli a piacere del vettore d'onda). Ma dato il carattere lento (lo- 
garitmico) della divergenza dell’integrale, le dimensioni della mem- 
brana, per cui le fluttuazioni restano ancora piccole, possono essere 
sufficientemente grandi”). In tali casi una membrana di dimensioni 
finite potrebbe praticamente manifestare delle proprietà « solide 
cristalline » e nei riguardi di questa membrana si potrebbe approssi- 
mativamente parlare di un reticolo bidimensionale. Vedremo nel 
prossimo paragrafo che queste proprietà dei sistemi bidimensionali 
si accentuano ancora al diminuire della temperatura. 


$ 138. Funzione di correlazione in sistemi bidimensionali 


L'espressione (137,11) determina il quadrato medio dello spo- 
stamento fluttuazionale in ogni dato punto di un sistema cristallino. 
bidimensionale. Le proprietà di tali sistemi possono essere comprese 
più profondamente grazie allo studio della funzione di correlazione 
fra le fluttuazioni nei diversi punti del sistema. 

Osserviamo anzitutto che per 7 = 0 un reticolo bidimensionale 
potrebbe effettivamente esistere per qualsiasi dimensione: la diver- 
genza dell’integrale (137,11) è legata proprio alle fluttuazioni ter- 
miche (7 # 0); sia po (r) la funzione di densità di questo sistema 


1) Tali sono le membrane monomolecolari di assorbimento che si trovano 
sulla frontiera fra due fasi isotrope; vedi $ 159 

2) Si può dire lo stesso dei corpi tridimensionali con periodicità monome- 
trica per cui l'integrale (137,9) diverge logaritmicamente. 
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per 7 = 0!). Determiniamo ora la funzione di correlazione fra le 
fluttuazioni della densità a temperature finite ma sufficientemente 
basse (piccole rispetto alla temperatura di Debye). In queste condi- 
zioni nel reticolo sono eccitate soltanto le oscillazioni ad onde lunghe; 
in altre parole, la variazione della funzione di densità è determinata 
essenzialmente dalle fluttuazioni di onde lunghe. 

Supponiamo che gli atomi nei punti r del reticolo subiscano gli 
spostamenti fluttuazionali u (r). Se la funzione u (r) varia poco a 
distanze dell'ordine della costante del reticolo (che corrisponde alle 
fluttuazioni con piccoli vettori d’onda che ci interessano), la varia- 
zione della densità in ogni punto dello spazio si può considerare co- 
me risultato di un semplice spostamento del reticolo di grandezza 
pari al valore locale del vettore spostamento. In altre parole, la 
densità fluttuante si scrive allora p (r) = po Ir — u (r)], e la cor- 
relazione fra le sue fluttuazioni nei diversi punti mer, è data dal 
valore medio 


(p (11) p (r2)) =(po{r1-— u (r;)] po [rz — u (r2)]): (138,1) 
Sviluppiamo la funzione periodica po (r) in serie di Fourier (cfr. 
la (133,2)): 


Po (1)=p + dI preît®, | (138,2) 
b#0 | 


dove b sono vettori del reticolo inverso (piano); nella somma è isola- 


to il termine costante p. Sostituendo queste serie nella (138,1) e 
prendendo la media, i termini contenenti i prodotti prg con b' 4 
#- — b, come vedremo più avanti, scompaiono. Ma il prodotto con 
b' = —b dà alla (138,1) il contributo 


pr? exp [ib(r,j— r2)] (exp[—ib(u— i (138,3) 


(per brevità, scriviamo u (r;)= u,, u(r,)= u,), 

La distribuzione delle probabilità per le fluttuazioni del vettore 
spostamento è data dalla formula (137,2) nella quale AF dipende 
quadraticamente da u (r). Considerando i valori di u (r) nei diversi 
(discreti) punti dello spazio come diverse grandezze fluttuanti 
Za (a=41,2...), questo significa che la distribuzione delle loro 


probabilità è quella di Gauss. Per prendere la media Rella (138,3) 
si può allora utilizzare la formula 


(Exp (CaXa)) = exp (3 dadi (%ats)) 
(vedi il problema del $ 114),il che dà 
| ‘ 1 
(exp{—ib(u,— u,)])=exp ( — > 3 bibita). . (138,4) 


1) Qui e più avanti in questo paragrafo r = (2, y) è un raggio ‘vettore 
bidimensionale nel piano del sistema. I 
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dov 
Vir (1) = ((Uia — Uio) (Uz1 — U1o)) = 2 (UiU1) — (Us sio) — (UigUta) 


(r=r,— r). Non resta altro che sostituirvi u, e u, nella forma 
dello sviluppo (137,1). Osservando allora che i valori medi (u;xUx.) 
sono nulli per k' # —k, e per k' = —k sono dati dalle espressioni 
(137,11), otteniamo 

Ai (n) dk, dky 


vu =T (2 (1-tos he) Fl. | (138,5) 


Questo integrale è convergente per piccoli %, poiché il fattore 
(1 — coskr) wo k? per X+ 0!). Invece da parte di grandi X l'inte- 
grale diverge logaritmicamente. Questa divergenza è dovuta, in 
realtà, soltanto all’inapplicabilità delle approssimazioni usate per 
grandi %: per % > Xmax, lickmax — T (cè la velocità del suono; vedi 
$ 110) le fluttuazioni non sono più classiche (a basse temperature 
questa condizione è violata prima che la condizione X « 1/a, dove a 
è la costante del reticolo). Osservando anche che per grandi £% il 
termine contenente il fattore rapidamente oscillante cos kr nell’e- 
spressione integranda può essere omesso, troviamo che 


| Xii (1) 1 Auln (Kmax”) (133.6) 


(il trattino sopra A; significa la media sui versi del vettore k nel 
piano). 

Sostituendo la (138,6) nelle (138,3-4) e sommando su b, otteniamo 
ora la funzione di correlazione richiesta; la legge asintotica della 
decrescenza di questa funzione con la distanza r è determinata dal 
termine della somma che decresce meno rapidamente: , 

| 


(p (11) P (r2)) — p° oo TE cosbr, ap= > bibrAi, (138,7) 


dove come b bisogna prendere quel periodo fondamentale del reti- 
colo inverso per cui la grandezza ap ha un minimo. 

Quindi, in un reticolo bidimensionale la funzione di correla- 
zione tende a zero per r + co (contrariamente a un reticolo tridi- 
mensionale in cui essa tende a un limite finito), e ciò avvione con 


un andamento che è tanto più lento quanto più bassa è la tempera- 
tura ?).. 


1) Seguendo l’origine di questo fattore osserviamo che esso i apparso in 
seguito all’uguaglianza b' = —b nella (138,3). È facile vedere che per b’ -#+ —b 
questa riduzione non avviene nell’espressione integranda e l’integrale diverge. 
Poiché questi integrali entrano nell’esponente (vedi la (138,4)), la loro diver- 
genza fa si che i contributi corrispondenti alla funzione di correlazione si annul- 
ano. 
2) La funzione di correlazione di questo tipo è stata trovata da 7. M. Rice 
(1965) per un altro sistema bidimensionale (superconduttore a due dimensioni) 
e da 8. Jancovici (1967) e V.L. Berezinskij(1971)per un reticolo bidimensionale. 
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Calcoli analoghi, anche se più laboriosi, conducono a una legge 
dello stesso tipo anche per la funzione di correlazione in un sistema 
a tre dimensioni con la funzione di densità p (2). i 

Ricordiamo, a titolo di paragone, che in un liquido ordinario 
la funzione di ‘correlazione decresce secondo una legge più rapida 


(vedi $ 116). 


$ 139. Simmetria rispetto all'orientazione delle molecole| 


La condizione fp = costante è necessaria ma non sufficiente perché 
il corpo sia isotropo. Questo si vede chiaramente dal seguente esem- 
pio. Supponiamo che un corpo sia composto di molecole di forma 
allungata e che tutte le posizioni nello spazio della molecola in bloc- 
co (il suo baricentro) siano equiprobabili ma che gli assi delle mole- 
cole siano orientati prevalentemente in uno stesso verso. È chiaro 
che un tale corpo sarà anisotropo, malgrado che per ciascun atomo 
che entra nella molecola si abbia pf = costante. 

La proprietà di tale simmetria si può formulare; come correla- 
zione reciproca fra due posizioni dei diversi atomi. Sia p,gdV, la pro- 
babilità dell’atomo 2 di trovarsi nell'elemento di volume dV, per 
una posizione assegnata dell’atomo 1 (in questo caso, si tratta usual- 
mente di atomi di diverse specie); 0,, è una funzione delle coordi- 
nate r, e r, di due atomi e le proprietà di simmetria di questa fun- 
zione determinano la simmetria del corpo (per il quale p == costante). 

La costanza della funzione di densità p significa che gli sposta- 
menti delle parti del corpo le une rispetto alle altre (senza cambia- 
mento del loro volume) non implicano un cambiamento dello stato 
di equilibrio del corpo, cioè cambiamento delle sue grandezze ter- 
modinamiche. Questa è la proprietà che caratterizza i liquidi (cosî 
come i gas). Pertanto i corpi conp = costante e la funzione di corre- 
lazione anisotropa 1, rappresentano una determinata categoria 
di cristalli liquidi, cioè di fluidi anisotropi. Si tratta di corpi con 
la distribuzione anisotropa delle molecole rispetto alla loro orien- 
tazione nello spazio. 

Per quanto riguarda la simmetria di questa distribuzione, sono 
possibili due categorie di casi. In una di esse (i cosiddetti cristalli 
liquidi nematici) la funzione di correlazione dipende soltanto dalla 
differenza r,y = rj — Fry; quando la lunghezza del vettore r,, varia 
e il suo verso si conserva, essa non rivela nessuna periodicità (benché 
possa subire oscillazioni ‘che si smorzano al crescere di rio). In altre 
parole, la funzione di questo tipo non ha simmetria traslatoria e il 
suo gruppo di simmetria può essere composto soltanto di diverse 
rotazioni e riflessioni, cioè rappresenta un certo gruppo puntuale. 
Dal punto di vista geometrico, questo può essere un gruppo puntuale 
qualsiasi con assi di simmetria di ordine arbitrario. Tuttavia, tutti 
i cristalli liquidi nematici noti hanno l’asse di simmetria assiale 


Ù \ 
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completa e i due versi lungo questo asse sono equivalenti. Di queste 
proprietà godono i gruppi puntuali Cwr, Do, Don). Ma nel 
prossimo paragrafo vedremo che la simmetria Daw (non contenente 
nessun piano di simmetria) conduce a stati instabili del cristallo 
liquido e, come risultato, compare automaticamente una struttura 
periodica « seconda » che caratterizza i cristalli liquidi di un’altra 
categoria, i cosiddetti cristalli liquidi colesterici. 

Oltre alle due suddette categorie, esistono altre sostanze liquide 
anisotrope di diversa struttura stratificata che di solito sono riu- 
nite nel gruppo di cristalli liquidi smettici. Almeno alcuni di essi 
rappresentano, evidentemente, dei corpi con la funzione di densità 
e (x) periodica in una sola direzione. Si possono supporre questi 
corpi come composti di strati piani spostantisi liberamente fra di 
loro e disposti alle stesse distanze gli uni dagli altri. In ciascuno 
degli strati le molecole sono orientate regolarmente, ma la disposi- 
zione dei loro baricentri è caotica. 

È stato mostrato al $ 137 che le strutture con la funzione di den- 
sità a periodicità unidimensionale sono smussate dalle fluttuazioni 
termiche. La divergenza di queste fluttuazioni è, però, soltanto 
logaritmica. Benché questo escluda la possibilità di periodicità 
unidimensionale estesa a distanze grandi a piacere, non si esclude 
(come è stato già detto alla fine del $ 137) la possibilità di una sua 
esistenza nei domini dello spazio relativamente piccoli ma sempre 
macroscopici. 

Ricordiamo, infine, che i liquidi isotropi ordinari hanno anche 
due tipi di simmetria diversi. Se il liquido è composto di sostanza 
non avente stereoisomeri, esso è completamente simmetrico non 
solo rispetto alla rotazione di qualsiasi angolo attorno a qualsiasi 
asse, ma anche rispetto alla riflessione in qualsiasi piano; in altre 
parole, il suo gruppo di simmetria è il gruppo completo di rotazioni 
intorno al punto, completato da un centro di simmetria (gruppo 
K,). Se invece la sostanza ha due forme stereoisomere e il liquido 
contiene molecole dei due isomeri in quantità diverse, il liquido 
non avrà centro di simmetria (e quindi non ammetterà riflessioni 
nei piani); il suo gruppo di simmetria sarà semplicemente il gruppo 
completo di rotazioni attorno al punto (gruppo K). | | 
| 


$ 140. Cristalli liquidi nematici e colesterici | 


La simmetria di orientazione dei cristalli liquidi nematici è mo- 
noassiale: in ciascun punto del liquido esiste in tutto una direzione 
fissa di orientazione delle molecole, cioè la direzione dell'asse della 
simmetria assiale. Pertanto lo stato macroscopico di un tale corpo 


1) Negli altri gruppi di simmetria assiale (Cxo, Coop) i due versi lungo l’asse 
non sono equivalenti. Tali cristalli liquidi sarebbero, in generale, piroelettrici. 


x 


3181 | 
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si può descrivere assegnando in ogni suo punto un versore n (r) che 
determina la direzione fissata; questo versore si chiama direttore. 
In uno stato di equilibrio completo il corpo è omogeneo, cioè n = 
= costante. Le distribuzioni non omogenee di n (r) descrivono, 
invece, gli stati deformati del cristallo liquido. 

In una deformazione macroscopica n (r) varia lentamente lungo 
il corpo (le dimensioni caratteristiche della deformazione sono grandi 
rispetto alle dimensioni molecolari). Pertanto le derivate della 
funzione n (r) rispetto alle coordinate sono piccole quantità, di un 
ordine di grandezza infinitesima più alto quanto più alto è l’ordine 
della derivata. Rappresentando l’energia libera totale di un cristallo 
liquido deformato (a temperatura data) nella forma dell’integrale 


Fiot = | FdV, sviluppiamo la densità dell’energia libera F in serie 


di potenze delle derivate della funzione n (r) (C. W. Oseen, 1933; 
F. C. Frank, 1958). 

Lo sviluppo della grandezza scalare F può contenere soltanto 
combinazioni scalari delle componenti del vettore n e delle sue deri- 
vate. Esistono in tutto due combinazioni scalari che sono lineari 
rispetto alle derivate prime: il vero scalare div n e lo pseudoscalare 
n rot n. Il primo, integrando su volume, si trasforma in integrale 
di superficie del corpo e, quindi, è inessenziale per lo studio delle 
proprietà volumetriche della sostanza. 

I veri scalari, quadratici rispetto alle derivate prime, si pos- 
sono ottenere scrivendo un tensore di rango quattro: : 


Onan Oni 


e si possono formare degli invarianti contraendo su coppie di indici 
o moltiplicando per le componenti del vettore n. In questo caso, 
bisogna tener presente che n è un versore e pertanto 


Troviamo cosi gli invarianti 


Ons On L On, On; 
DI h kh 2 kh i 
[(nV)n}®, —— d5r da; * (div n)°, da dar * 


Ma i due ultimi differiscono solo per la divergenza 


gni dna _ Ina Fiat (ni SL) 
Oz; dx dz; dry dx * dxk h dx, J? 


cosicché i loro contributi all'energia libera totale si distinguono solo 
per l’integrale di superficie del corpo che non ci interessa (J. L. Eri- 
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chsen, 1962). Invece l’invariante !) 


; onn Ong E 
! ERI Vaia (n rot n)? 4 (div n)?, 


cosicché come indipendente si può prendere (n rot n) ?. Infine, si può 
costruire lo pseudoscalare quadratico rispetto alle derivate prime: 
(n rot n) div n °). 

Alle grandezze infinitesime dello stesso ordine si riferiscono gli 
scalari lineari rispetto alle derivate seconde, ma tutte queste gran- 
dezze si riducono integrando per parti a termini quadratici rispetto 
alle derivate prime. 

Siamo arrivati quindi alla seguente espressione per la densità 
dell'energia libera del cristallo liquido: 


F=Fo-+bnrot n+3- (div n°+-? (n rot n° +3- 2 ((nV)n)+ 
+a,, (nrotn)divn, (140,1) 


dove bd, 4, 03, 43; 4;, sono costanti (funzioni della temperatura). 

Come è stato già detto al paragrafo precedente, in tutti i cri- 
stalli liquidi noti delle categorie in esame i versi n e —n sono equi- 
valenti; per verificare questa condizione, bisogna porre a;, = 0. 
Inoltre, se fra gli elementi di simmetria del cristallo vi è un piano, 
questo deve essere db = 0. Infatti, poiché n rot n è uno pseudoscalare, 
e l’energia libera un vero scalare, deve essere pseudoscalare anche 
il coefficiente b. Ma il mezzo avente dei piani di simmetria non può 
essere caratterizzato da pseudoscalari, poiché una riflessione nel 
piano condurrebbe all’uguaglianza b = —b. Quindi, l’energia libe- 
ra del cristallo liquido nematico è | 


i F=Fo+-5- (div n)? +-# (nrot n) +2 ((nv) n). (140,2) 


Tutti e tre i coefficienti a,, 4g, 43 devono essere positivi. Allora allo 
stato di equilibrio corrisponde n = costante. 

Se il cristallo liquido non ha piani di simmetria, allora d # 0 *). 
Riscriviamo allora la (140,1) (con a,, = 0) nella forma 


F=F+-5-(div n)? +2 (nrotn+ 90)? +-# ((nV)n)?, (140,3) 
| 


1) È facile convincersene sviluppando le espressioni in componenti ed 
orientando uno degli assi coordinati (asse z) lungo il verso n in un dato punto 
dello spazio (allora dn,/dx; = 

2) Il prodotto ((nV) n) rot n è pari a zero, poiché da Vn? = 0 segue che 
(nv)n= —[nrot n]. 

3) Di tale simmetria gode comunque un cristallo liquido composto di uno 
stereoisomero della sostanza con molecole specularmente asimmetriche (tali 
sono tutti i cristalli liquidi colesterici noti). I cristalli composti di due diversi 
stereoisomeri della stessa sostanza sì distinguono per il segno della costante b. 
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dove go = b/a, (e la costante —b?/2a, è inclusa in Fo). Allo stato 
equilibrio di tale sostanza corrisponde la distribuzione dei versi 
del direttore per cui 


divn = 0, (nV)n =0, nrotn= —9o. 
Queste equazioni hanno come soluzione 
nx= 0, Ny == COS Qo%, n, = sen qui. (140,4) 


Si può rappresentare questa struttura (corrispondente ai cri- 
stalli liquidi colesterici) come risultato di un avvolgimento unifor- 
me attorno all’asse x del mezzo nematico orientato inizialmente dai 
suoi n = costante in una direzione nel piano y, z. La simmetria 
di orientazione del cristallo colesterico risulta periodica lungo una 
direzione (asse 7) nello spazio (cosicché la funzione di correlazione 
P12= L12 (C, T12)). Il vettore n riprende il valore precedente dopo 
ogni intervallo di lunghezza 2/9, lungo l’asse zj ma poiché i versi 
n e—n sono fisicamente equivalenti, il vero periodo di reiterazione 
della struttura è pari a x/g. Una struttura cosî descritta si chiama 
di solito struttura elicoidale. 

È ovvio che la teoria esposta è valida soltanto se il periodo della 
struttura elicoidale è grande rispetto alle dimensioni molecolari. 
Questa condizione si verifica di fatto nei cristalli liquidi coleste- 
rici (periodo 1/g, — 107° cm). 


$ 141. Fluttuazioni nei cristalli liquidi 


Consideriamo le fluttuazioni subîte dal verso del direttore n in 
un cristallo liquido nematico (P. G. de Gennes, 1968). 


Rappresentiamo n nella forma n = n, + v, doven,a=n è un 
versore costante di equilibrio lungo tutto il volume, e v = An la 
deviazione fluttuazionale da questo valore. Poiché n? = nî = 1, 
si ha nyv = 0, cioè il vettore v è perpendicolare a n,. In accordo con 
questo, la funzione di correlazione fra le fluttuazioni 


(va (11) VG (ra)) (141,1) 


è un tensore bidimensionale nel piano perpendicolare a n, (a e p sono 
indici vettoriali in questo piano). In un liquido omogeneo ma ani- 
sotropo questa funzione dipende non soltanto dalla grandezza del 
vettore ma anche dal verso r = r, — r;. 

Una forte influenza sulle fluttuazioni del direttore è esercitata 
dal campo magnetico. Questo effetto è dovuto alla comparsa nella 
densità dell'energia libera del cristallo liquido di un termine sup- 
‘plementare della forma 


Fmagn = dla (nH)?, (141,2) 
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dipendente dal vettore stesso n e non dalle sue derivate, come nella . 
(140,2) 1). Se x, >0, il versore di equilibrio n coincide con la dire- 
zione del campo, e se ya <0 questo versore si trova nel piano per- 
pendicolare al campo. Per fissare le idee, supporremo yy >0, cosic- 
ché n, || H. In questo caso, (nH)? € H? (1 — v?); omettendo il 
termine dipendente da v, scriviamo i 


Fragn=& H"y?. | (141,3) 


Prendendo F dalle (140,2) e (141,3) e conservando soltanto le 
grandezze del secondo ordine in v, otteniamo la seguente espres- 
sione per la variazione dell’energia libera totale in una fluttuazione 


AFtot= 3 { {a, (div v)?+- as (rot, v)?+as ($) i + xa} dV 
I (141,4) 


| I 
(l’asse x è diretto nel verso ny). Sottolineiamo che, utilizzando l’e- 
spressione (140,2) per l'energia di un cristallo deformato, ci limitiamo 
allo studio delle fluttuazioni con grandi (rispetto alle dimensioni 
molecolari) lunghezze delle onde. 
Procediamo poi allo stesso modo come nel $ 116. Scriviamo la 
grandezza fluttuante v (r) in forma di serie di Fourier nel volume V 


v= » vyeikr, v_x=vî. | (141,9) 


Dopo aver sostituito questa serie, l'espressione (141,4) si separa in 
una somma di termini (AFot)x ciascuno dei quali dipende solo dalla 
componente vx con un determinato valore di k. Scegliendo il piano 
xy tale che esso passi per il verso k (e di H), otteniamo , 


| | 
(AF10t)k = + {(a,ky 4 a3k% + val?) |vyx |?4+-(aoky + @3k+ val?) | vax [3 


Di qui (cfr. $ 116) ricaviamo le fluttuazioni quadratiche medie 
T 
2) — nali 
(al=TARTAvAAI i 


T 
(val) = Varaita | | SAS 


(VyiVzk) =0. 


Si vede che in assenza di campo le fluttuazioni delle componenti 
di Fourier vg crescono indefinitamente per k-+0 (gli integrali 
in d*k, determinanti il quadrato medio del vettore stesso v, restano 


1) Nel mezzo anisotropo monoassiale la suscettività magnetica rappresenta 
un tensore della forma Xi = Xodin + Yan, © la magnetizzazione della sostan- 
ibera ì 


za dà alla sua energia li contributo —y;xH7;Hx/2. La grandezza (141,2) 
è una parte di questo contributo, dipendente da n. | 
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invece finiti). La sovrapposizione del campo magnetico sopprime. 
le fluttuazioni con i vettori d'onda % < H (Yy/a)!? (dove a è l’or- 
dine di grandezza dei coefficienti @,, @,, 4g)}). 

La funzione di correlazione (141,1) può essere calcolata a partire 
dalle (141,6) mediante la formula | 

È 3 
(va (11) vo (12)) = | e! (vai) 7 (141,7) 
(cfr. la (116,13)). Non diamo qui il risultato dell’integrazione assai 
laborioso *). Indichiamo soltanto che in assenza di campo la fun- 
zione di correlazione decresce con la distanza r = |r, — r; } come 
1/r. In presenza di campo la decrescenza diventa esponenziale con 
il raggio di correlazione ro — (0/Xa)!? H. 

Si possono considerare in modo analogo le fluttuazioni del ver- 
sore in un cristallo liquido colesterico; limitiamoci soltanto a brevi 
osservazioni in merito. 

Nel mezzo colesterico si possono distinguere le fluttuazioni della 
direzione locale dell’asse di una struttura elicoidale e le fluttuazioni 
di fase, cioè dell’angolo di rotazione del vettore n attorno a questo 
asse. Le fluttuazioni del primo tipo sono finite. Quanto al quadrato 
medio della fluttuazione di fase, esso risulta (in assenza di campo 
magnetico) logaritmicamente divergente per k + 0. Sotto questo 
aspetto, le fluttuazioni nel mezzo a periodicità unidimensionale 
della struttura d’orientazione sono analoghe alle fluttuazioni nel 
mezzo a periodicità unidimensionale della disposizione delle par- 
ticelle ($ 137). A rigore, tale periodicità risulta quindi impossibile 
nel mezzo di estensione infinita. Tuttavia, poiché il periodo della 
struttura elicoidale nei cristalli liquidi colesterici è grande, la diver- 
genza delle fluttuazioni avverrebbe su dimensioni cosî enormi che 
tutto il problema diventa puramente astratto. 


1) Un tale carattere di fluttuazioni è analogo al comportamento delle 
fluttuazioni della densità di un liquido ordinario nell'intorno del suo punto 
critico, o delle fluttuazioni del parametro d’ordine nell'intorno del punto della 
transizione di fase di seconda specie (vedi $$ 146, 152). Mentre negli ultimi 
casi la « distanza » dai suddetti punti funge da fattore sopprimente le fluttua- 
zioni, questo ruolo è giocato qui da un fattore indipendente dalla temperatura, 
cioè da un campo magnetico esterno. Notiamo che proprio il crescere delle flut- 
tuazioni di n, per piccoli valori di k, permette di considerare queste fluttuazioni 
indipendentemente dalle altre grandezze. In relazione a ciò è essenziale che 
non consideriamo l’intorno dei punti della transizione di fase di seconda specie. 
Nell’intorno di questi punti crescono anche le fluttuazioni delle altre grandezze 
che caratterizzano la transizione, e le fluttuazioni di n, generalmente parlando, 
non si possono considerare indipendentemente dalle altre grandezze. Sotto- 
lineiamo .anche che il crescere delle fluttuazioni non conduce a. nessuna restri- 
zione dell’applicabilità della formula (141,6) mentre l'applicabilità, per esem- 
pio, della formula (146,8) è limitata dall’uguaglianza (146,15). 

3) Per ottenere questo risultato, le espressioni (141,6) devono, ovviamente, 
essere riscritte in forma non legata a una determinata scelta degli assi coordi- 
nati. 
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Diciamo qualche parola delle fluttuazioni nei cristalli liquidi 
smettici composti di strati piani regolarmente disposti. Come è stato 
detto al $ 139, una tale struttura è smussata dalle fluttuazioni ter- 
miche e pertanto può essere realizzata soltanto in misura limitata. 
Presenta però interesse il fatto che queste fluttuazioni sono soppresse 
da un campo magnetico. Vediamo quale è l’origine di questo effetto. 

In ciascuno strato le molecole sono orientate regolarmente con 
prevalenza alla direzione data dal vettore n; supponiamo che questa 
direzione sia normale alla superficie dello strato. Per fluttuazione 
avviene una deformazione della superficie degli strati e una rota- 
zione del direttore; siano u il vettore spostamento dei punti dello 
strato e v la variazione del direttore (n = n, + v). Nelle deforma- 
zioni ad onde lunghe si può considerare lo strato come una super- 
ficie geometrica, e allora le piccole grandezze v c u sono legate reci- 
procamente dalla relazione v = — grad (un) (variazione della dire- 
zione della normale alla superficie); le loro componenti di Fourier 
sono vy = —ix (uno), dove x è la componente di k nel piano dello 
strato. In presenza di campo magnetico la variazione del versore 
porta a AFtoy il contributo supplementare (141,3), proporzionale 
a v?. A sua volta, questo fa sî che nell'integrale (137,9), che deter- 
mina il quadrato medio dello spostamento fluttuazionale, a deno- 
minatore dell'espressione integranda compare (accanto al termine 
= x') anche il termine — x?; come risultato, la divergenza dell’in- 
tegrale scompare. 

Infine, soffermiamoci sul problema delle fluttuazioni nei si- 
stemi liquido-cristallini bidimensionali (membrane). In un tale 
sistema l’orientazione delle molecole è data dal direttore n che 
si trova nel piano della membrana. Considerandone le flut- 
tuazioni (coni vettori d'onda k che si trovano nel piano 
della membrana), si ottiene un’espressione delle fluttuazioni 
analoga alla (141,6): in assenza di campo (vi)co 1/ (kx, ky), dove 
@ (kx, £,) è una funzione quadratica delle componenti del vettore 
k. Ma per determinare la fluttuazione completa (v?), questa espres- 
sione deve essere integrata ora in d? £ co £ dk, e l'integrale diverge 
logaritmicamente. Quindi, le fluttuazioni termiche smussano il si- 
stema liquido-cristallino bidimensionale. Come nel caso della strut- 
tura solido-cristallina bidimensionale ($ 137), il carattere logarit- 
mico della divergenza non esclude però l’esistenza di questa strut- 
tura in domini di dimensione finita. 


Capitolo XIV 


TRANSIZIONI DI FASE DI SECONDA SPECIE 
E FENOMENI CRITICI 


$ 142. Transizioni di fase di seconda specie . 


È stato detto al $ 83 che le transizioni fra le fasi di simmetria 
diversa (cristallo, liquido, diverse modificazioni cristalline) non 
possono avvenire in modo continuo, come invece è possibile per 
un liquido e un gas. Il corpo gode in ogni stato di una o di un’altra 
simmetria, e pertanto si può sempre indicare a quale delle due fasi 
esso si riferisce. 

Il passaggio fra le diverse modificazioni cristalline si effettua 

di solito mediante una transizione di fase, con un brusco cambia- 
mento del reticolo cristallino, e lo stato del corpo subisce un salto. 
Tuttavia accanto a tali transizioni discontinue sono possibili altre 
transizioni, legate a un cambiamento di simmetria. . 
Per esplicitare la natura di queste transizioni riferiamoci ad 
‘un esempio. Ad alte temperature BaTiO, ha un reticolo cubico con 
la cella rappresentata nella fig. 60 (gli atomi di Ba si trovano ai 
vertici, gli atomi di O nei centri delle facce e gli atomi di Ti nei 
centri delle celle). AI diminuire della temperatura, per un determi- 
nato valore di questa, gli atomi di Ti e di O cominciano a spostarsi 
rispetto agli atomi di Ba lungo uno degli spigoli del cubo. È evi- 
dente che appena inizia questo spostamento la simmetria del reti- 
colo cambia immediatamente trasformandosi da cubica in tetrago- 
nale. i | 

Questo esempio caratterizza il cambiamento di stato del corpo 
senza salto. La disposizione degli atomi nel cristallo !) cambia in 
modo continuo. Ma già uno spostamento infinitesimo degli atomi 
dalla loro disposizione simmetrica iniziale è sufficiente perché la 
simmetria del reticolo cambi immediatamente. Un tale passaggio 
da una modificazione cristallina ad un'altra si chiama ?ransizione 


1) Per semplificare i ragionamenti, parliamo convenzionalmente della 
disposizione degli atomi e della simmetria di questa disposizione come se gli 
atomi fossero fissi. In realtà, si dovrebbe parlare della distribuzione delle pro- 
babilità delle diverse posizioni degli atomi nello spazio e della simmetria di 
questa distribuzione. 
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di fase di seconda specie a differenza dalle transizioni di fase ordinarie 
dette di prima specie '). 

Quindi, una transizione di fase di seconda specie è continua- 
nel senso che lo stato del corpo cambia in modo continuo. Sotto- 
lineiamo, però, che la simmetria nel punto di transizione cambia, 
evidentemente, con salti e si può indicare ad ogni istante a quale 
delle due fasi il corpo si riferisce. Mentre nel punto di transizione 
di prima specie i corpi si trovano in equilibrio nei due stati diversi, 
nel punto di transizione di seconda specie 
gli stati delle due fasi coincidono. 

Oltre ai casi in cui il cambiamento di sim- 
metria del corpo è realizzato mediante uno 
spostamento degli atomi (come nell’esempio 
precedente), il cambiamento di simmetria 
durante la transizione di fase di seconda specie 
può essere legato al cambiamento dell’or- 
dine del cristallo. Come è stato già detto al 
$ 64, il concetto di ordine compare se il nume- hl 
ro di nodi del reticolo, in cui possono trovarsi ® Ba © @ Ti 
gli atomi di una data sorta, supera il numero Fio. 60 
di questi atomi. Chiameremo « propri » i pun- Î 
ti in cui si trovano gli atomi di una data 
sorta in un cristallo perfettamente ordinato, a differenza dei punti 
« impropri » in cui passano parzialmente gli atomi quando il cri- 
stallo risulta « disordinato ». Parlando delle transizioni di seconda 
specie, vedremo che in molti casi, che ci interessano, i nodi propri 
e impropri sono geometricamente del tutto simili e si distinguono 
soltanto per il fatto che le probabilità di trovare atomi di una data 
sorta sono diverse 2). Se ora queste probabilità nei punti propri 
ed impropri sono le stesse (ma non sono, evidentemente, uguali 
a uno), tutti questi nodi sono equivalenti e, di conseguenza, compaiono 
nuovi elementi di simmetria, vale a dire che la simmetria del reti- 
colo aumenta. Chiameremo disordinato un tale cristallo. 

Illustriamo quanto detto con un esempio. La lega ben ordinata 
CuZn ha un reticolo cubico con gli atomi di Zn disposti, per esem- 
pio, ai vertici, e con gli atomi di Cu nei centri delle celle cubiche 
(fig. 61,a; il reticolo di Bravais è semplice cubico). Quando l’or- 
dine si rompe (all'aumentare della temperatura), gli atomi di Cu 
e di Zn cambiano di posto, cioè per tutti i nodi compaiono le pro- 
stat | 

1) Le transizioni di fase di seconda specie si chiamano anche punti di Curie 
O nei casi in cui sono legate al cambiamento della struttura magnetica 
ei cor 

2) FS che in questo caso possiamo sempre supporre che la probabi- 
lità dell atomo di trovarsi nel proprio nodo sia maggiore di quella di un nodo 
improprio semplicemente per il fatto che, in caso contrario, si potrebbero chia- 
mare impropri i nodi propri e viceversa. 
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babilità diverse da zero di avere un atomo dei due tipi. Finché le pro- 
babilità di avere un atomo di Cu (o di Zn) ai vertici e nei centri 
delle celle non sono le stesse (cristallo completamente non ordinato) 
questi nodi sono non equivalenti e la simmetria primitiva del reti- 
colo è conservata. Ma appena queste probabilità diventano le stes- 
se, tutti i nodi diventano equivalenti e la simmetria del cristallo 
aumenta: compare un nuovo periodo traslatorio (dal vertice al 
centro della cella) e il cristallo acquista il reticolo cubico a volume 
centrato di Bravais (fig. 61,b5) 1). 


Fig. 64 


Abbiamo parlato sopra soltanto di transizioni fra le modifica- 
zioni cristalline diverse. Ma le transizioni di fase di seconda 
specie non devono essere necessariamente legate al cambiamento 
di simmetria della disposizione degli atomi nel reticolo. Mediante 
una transizione di seconda specie può essere realizzata anche la 
mutua trasformazione di due fasi che differiscono per un’altra pro- 
prietà di simmetria. Tali sono i punti di Curie delle sostanze fer- 
romagnetiche o antiferromagnetiche; in questo caso si ha a che 
fare con un cambiamento di simmetria della disposizione dei mo- 
menti magnetici elementari nel corpo (e precisamente, con la 
scomparsa di correnti j in esso; vedi la nota alla pag. 450). Il pas- 
saggio di un metallo allo stato superconduttore (in assenza di campo 
magnetico) e il passaggio dell’elio liquido allo stato superfluido sono 
anche transizioni di fase di seconda specie. In questi due casi lo 
stato del corpo cambia in modo continuo, ma nel punto di transi- 
zione il corpo acquista una proprietà qualitativamente nuova. 

Poiché gli stati delle due fasi nel punto di transizione di seconda 
specie coincidono, è chiaro che la simmetria del corpo nel punto 


| 1) In linea di principio, sono possibili dei casi in cui la comparsa dell'or- 
“dine non implica un cambiamento di simmetria del cristallo. In questo caso 
una transizione di fase di seconda specie è impossibile; anche se una transizione 
da un cristallo ordinato in quello disordinato avvenisse in modo continuo, non 
vi sarebbe nessun salto di calore specifico (vedi più avanti) (una transizione di 
fase di prima specie è possibile, evidentemente, anche in questo caso). 
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stesso di transizione deve comunque contenere tutti gli elementi 
di simmetria di entrambe le fasi. Sarà mostrato in seguito che la 
simmetria nel punto stesso di transizione coincide con la simmetria 
da un lato di questo punto, cioè con la simmetria di una delle fasi. 
Quindi, il cambiamento di simmetria del corpo in una transizione 
di fase di seconda specie gode della seguente proprietà generale 
molto importante: la simmetria di una fase è più alta che la sim- 
metria dell’altra 1). Sottolineiamo che in una transizione di fase 
di prima specie il cambiamento di simmetria del corpo non è sog- 
getto a nessuna restrizione, e le simmetrie delle due fasi possono 
non avere niente in comune. 

Nella maggioranza dei casi di transizioni di fase di seconda spe- 
cie la fase più simmetrica corrisponde alle temperature più alte, 
e la fase meno simmetrica alle temperature più basse. In partico- 
lare, una transizione di seconda specie da uno stato ordinato in quel- 
lo disordinato è accompagnata sempre da un aumento di temperatura. 
Questa regola, però, non è legge termodinamica e ammette quindi 
delle eccezioni ?). 

Per brevità, chiameremo più avanti semplicemente simmetrica 
la fase più simmetrica, e asimmetrica quella meno simmetrica. 

Per dare una caratteristica quantitativa al cambiamento della 
struttura del corpo passando per il punto di transizione di fase, 
si può introdurre la grandezza n (che chiameremo parametro d’or- 
dine) definita in modo tale da assumere valori diversi da zero (posi- 
tivi o negativi) nella fase asimmetrica e da essere nulla nella fase 
simmetrica. Cosî, nelle transizioni legate allo spostamento degli 
atomi dalle loro posizioni nella fase simmetrica si può intendere 
con n la grandezza di questo spostamento. Per le transizioni legate 
a un cambiamento dell’ordine del cristallo (per esempio, nella lega 
già citata CuZn) il parametro n) può essere definito come 


I n= 


dove wcu € Wzn sono le probabilità di un atomo di Cu o di Zn di tro- 
varsi in un nodo. Per transizioni magnetiche si può intendere con 
n un momento magnetico macroscopico (riferito all’unità di volume) 
di un materiale ferromagnetico, o il momento magnetico di un sot- 
toreticolo nel caso di un materiale antiferromagnetico. 


1) Ricordiamo che si dice più alta quella simmetria che comprende tutti 
gli elementi (rotazioni, riflessioni e periodi traslatori) della simmetria più 

assa e contiene, inoltre, elementi di simmetria supplementari. 

La suddetta condizione è necessaria ma non ancora sufficiente perché sia 
possibile una transizione di fase di seconda specie; vedremo più avanti che i 
cambiamenti di simmetria possibili in una tale transizione sono soggetti ad 
altre limitazioni. 

.. 3) Tale è, per esempio, il punto di Curie inferiore del sale di Seignette, sotto 
il quale il cristallo si riferisce al sistema rombico e sopra a quello monoclino 
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Sottolineiamo ancora una volta che la simmetria del corpo cam- 
bia (aumenta) soltanto all’istante in cui n passa per lo zero; un valore 
del parametro d'ordine piccolo a piacere ma diverso da zero con- 
duce già a una diminuzione della simmetria. Passando per il punto 
di transizione di fase di seconda specie n si annulla in modo conti- 
nuo, senza salto. 

L’assenza di salto dello stato nel punto di transizione di fase 
di seconda specie conduce alla continuità delle funzioni termodina- 
miche dello stato del corpo (entropia, energia, volume, ecc.) nel 
passaggio per il punto di transizione. Pertanto la transizione di 
seconda specie, a differenza delle transizioni di prima specie, non 
è accompagnata da emanazione o assorbimento di calore. Vedremo 
però che le derivate delle suddette grandezze termodinamiche (cioè 
il calore specifico del corpo, il coefficiente di dilatazione termica, 
la compressibilità, ecc.) subiscono una discontinuità nel punto di 
transizione di seconda specie. 

È da tener conto che dal punto di vista matematico il punto 
di transizione di fase di seconda specie è un punto singolare delle 
sue grandezze termodinamiche, in particolare del potenziale ter- 
modinamico ® (il carattere di questa singolarità verrà esplicitato 
ai $$ 148, 149). Per capire questo fatto, ricordiamo preliminarmente 
che il punto di transizione di fase di prima specie non ha singola- 
rità: questo è un punto in cui i potenziali termodinamici delle 
due fasi D, (P, 7) e D, (P, 7) sono identici e ciascuna delle fun- 
zioni ®, e D, da entrambi i lati del punto di transizione corrispon- 
de a uno stato di equilibrio (anche se possibilmente metastabile) 
del corpo. In una transizione di fase di seconda specie, invece, il 
potenziale termodinamico di ciascuna fase, dall’altro lato del punto 
di transizione, non corrisponde in generale a nessuno stato di equi- 
librio, cioè a nessun minimo di ® (vedremo al paragrafo prossimo 
che il potenziale termodinamico della fase simmetrica dall’altro 
lato del punto di transizione corrisponderebbe persino a un mas- 
simo di ©). 

Questa circostanza è legata al fatto che nelle transizioni di fase 
di seconda specie i fenomeni di surriscaldamento o di congelamento 
sono impossibili (il che è possibile invece nelle transizioni di fase 
ordinarie). In questo caso ciascuna delle fasi non può in generale 
esistere dall’altro lato del punto di transizione (a prescindere, ovvia- 
mente, dal tempo in cui si stabilisce la distribuzione di equilibrio 
degli atomi che può risultare notevole nei cristalli solidi). 


PROBLEMA 


.._ Sia c la concentrazione di atomi di una delle componenti della soluzione 
binaria solida, e c, la concentrazione di punti « propri » di questi atomi. Se 
C + co, il cristallo non può essere del tutto ordinato. Supponendo la differen- 
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za c — co piccola e il cristallo quasi del tutto ordinato determinare la concen- 
trazione ) di atomi nei punti « impropri » esprimendola mediante il valore %y 
che avrebbe (per dati P e 7) se fosse c= c) (C. Wagner, W. Schottky, 1930). 

Soluzione. Considerando sempre gli atomi di una sola componente, introdu- 
ciamo la concentrazione 4 di atomi nei punti impropri e la concentrazione 7’ 
nei puntì propri in cui non si trova il proprio atomo (le concentrazioni sono 
determinate dal rapporto del numero totale di tutti gli atomi nel cristallo). 
E evidente che | 


c_-ceo=i—-X. (1) 


Considereremo tutto il cristallo come « soluzione » di atomi in punti impro- 
pri e di nodi in cui non si trova il proprio atomo; le particelle che si trovano 
nei punti propri fungono da « solvente ». Si può considerare il passaggio degli 
atomi dai punti impropri in quelli propri come « reazione chimica » fra i « solu- 
ti » (con piccole concentrazioni À e 2’) accompagnata dalla formazione di un 
« solvente » (con concentrazione = 41). Applicando a questa «reazione » la 
legge dell’azione delle masse, otteniamo 44/ = X, dove KX dipende soltanto da 
Pe T. Perc= cc, deve essere A = 2’ = do; pertanto K = 48, cosicché 


20=M2. (2) 


Ricaviamo dalle (1) e (2) le concentrazioni richieste 


n=3 le—c)+V EF, 


x ii (00) + VE= SF II. 


$ 143. Salto di calore specifico 


La teoria quantitativa delle transizioni di fase di seconda spe- 
cie parte dallo studio delle grandezze termodinamiche del corpo 
per deviazioni date dallo stato di simmetria (cioè per valori dati 
del parametro d'ordine m); cosî, il potenziale termodinamico del 
corpo si presenta come funzione di P, T e n. In questo caso, bisogna 
evidentemente tener conto che nella funzione ® (P, 7, n) la varia- 
bile n è diversa, in un certo senso, dalle variabili P e 7; mentre 
la pressione e la temperatura possono essere assegnate arbitrarie, il 
valore realmente realizzato di n deve essere determinato di per sé 
dalla condizione di equilibrio termico, cioè dalla condizione di 
minimo di ® (per Pe 7 date). : I 

La continuità della variazione dello stato in una transizione 
di fase di seconda specie si traduce matematicamente nel fatto che 
nell’intorno del punto di transizione la grandezza n assume valori 
piccoli a piacere. Considerando l’intorno del punto di transizione, 
sviluppiamo ®© (P, 7, n) in serie di potenze di n | 


D(P,7,n)=D+an+ A+ Cn+Bnt+...,| (143,1) 
dove i coefficienti a, 4, B, C,... sono funzioni di Pe 7. 


È da sottolineare, però, che © scritta nella forma dello sviluppo 
regolare (143,1) non tiene conto del già menzionato fatto che il punto 
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di transizione è un punto singolare per il potenziale termodinamico; 
lo stesso si riferisce allo sviluppo ulteriore dei coefficienti nella 
(143,1) in serie di potenze della temperatura. Questo paragrafo e i 
$$ 144-146 sono dedicati all’esposizione della teoria basata sulla 
supposizione che la presenza della singolarità non influisca sui ter- 
mini dello sviluppo 1); il problema delle condizioni di ammissibi- 
lità sarà studiato nel $ 146. 

Si può mostrare (vedi il paragrafo seguente) che se gli stati con 
n=0en-x0si distinguono per la loro simmetria (cosa che sup- 

© poniamo), il termine del primo ordine 

nello sviluppo (143,1) si annulla iden- 

ticamente: a = 0. Per quanto riguar- 

da il coefficiente A (P, ”) nel termine 

del primo ordine, è facile vedere che 

A>0 A<0 esso deve annullarsi nel punto stesso 

di transizione. Infatti, nella fase sim- 

metrica al minimo di © deve corri- 

spondere il valore n = 0; è evidente a 

7 talescopo che si abbia 4 >0. Vice- 

3 versa, dall’altro lato del punto di 

Fig. 62 transizione, nella fase asimmetrica, 

allo stato stabile (cioè al minimo 

di D) devono corrispondere valori di n diversi da zero; questo 

è possibile soltanto per A <0 (nella fig. 62 è rappresentata la for- 

ma della funzione © (mn) per A <0 e A >0). Essendo positivo da 

un lato del punto di transizione e negativo dall'altro A deve, quin- 
di, annullarsi nel punto stesso: A. (P, 7) =0. 

Ma perché il punto di transizione stesso sia uno stato stabile, 
cioè perché in esso © come funzione di n abbia un minimo (per n = 
= 0), è necessario che in questo punto si annulli anche il termine 
del terzo ordine, e il termine del quarto ordine sia positivo. Si deve 
quindi avere 


Ac (P, T)=0, C:(P,T)=0,B:(P,T)>0 (143,2) 


(l’indice c distingue il punto di transizione). Essendo positivo nel 
punto di transizione stesso il coefficiente B, ovviamente, è positivo 
anche nel suo intorno. 

Sono possibili due casi. Il termine del terzo ordine può essere 
identicamente uguale a zero in virtù delle proprietà di simmetria 
del corpo: C (P, T7)==0. Allora per il punto di transizione resta 
la sola condizione A (P, 7) = 0 che definisce P e 7 come funzione 


1) Questa teoria appartiene a L. D. Landau (1937). Egli ha scoperto origi- 
nariamente il legame esistente fra le transizioni di fase di seconda specie e il 
cambiamento di simmetria del corpo. 
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l’una dell’altra. Esiste quindi (nel piano P, 7) tutta una linea di 
punti di transizione di fase di seconda specie 1). 

Se invece C non si annulla identicamente, i punti di transizione 
sono determinati a partire da due equazioni: A4 (P, 7) = 0, C (P, 
T)= 0. In questo caso, i punti di transizione di fase continua pos- 
sono essere soltanto punti isolati 2), ; 

È evidente che maggiore interesse presenta il caso in ‘cui esiste 
tutta una linea di punti di transizioni continue, e nel seguito inten- 
deremo con transizioni di fase di seconda specie soltanto questo 
caso. Ne fanno parte, in particolare, le transizioni legate alla com- 
parsa o scomparsa della struttura magnetica. Questa circostanza 
è conseguenza della simmetria rispetto a un cambiamento del segno 
del tempo. Il potenziale termodinamico del corpo non può cambiare 
in questa trasformazione, mentre il momento magnetico (che funge 
qui da parametro dell’ordine) cambia di segno. È evidente quindi 
che in questi casi lo sviluppo di D non contiene in generale nessun 
termine dispari. 

Riterremo quindi che C = 0, cosicché lo sviluppo del potenziale 
termodinamico ha la forma 


® (P, T, n)=®(P,T)+A(P, T)n2+B(P, T)nf.| (443,3) 


Qui B >0, e il coefficiente A è positivo nella fase simmetrica e ne- 
gativo in quella asimmetrica; i punti di transizione sono determi- 
nati dall’equazione A (P, T) = 0. 

Nella teoria in esposizione si suppone che la funzione A (P, 7) 
non abbia singolarità nel punto di transizione, cosicché nell’intorno 
di esso la si può sviluppare in serie di potenze della « distanza » 
da questo punto | 


A(P,T)=a(P)(T-T%), (143,4) 


dove T. = Te (P) è la temperatura della transizione. Quanto al 
coefficiente B (P, 7), si può sostituirlo con B (P) = 5 (P, 7... 
Lo sviluppo del potenziale termodinamico assume quindi la forma 


| | ®(P,T)=®,(P,T)+a(P)(T--T.)n°+8(P)mf, (143,5) 


dove B (P) >0. i 

La dipendenza di n dalla temperatura nell’intorno del punto 
di transizione nella fase asimmetrica è determinata dalla condizione 
di minimo di ® come funzione di n. Eguagliando a zero la derivata 


1) Questa condizione, però, necessita di un’esplicitazione; vedi la nota 
alla pag. 509. 

2) Si può mostrare che il termine del terzo ordine nello sviluppo esiste in 
ogni caso per la transizione tra un liquido isotropo e un cristallo solido. Vedi 
163; Landau, ZETF 7, 627 (1937) (Opere scelte, articolo 29, Pergamon Press, 

965). 


32+-2641 
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0D/dn, otteniamo n (A+ 28m?) = 0 da cui 


e=-4- (1. (143,6) 


(la radice n = 0 corrisponde alla fase simmetrica; per A <0 non 
si ha un minimo, ma un massimo di ®). È da notare che la dispo- 
sizione delle due fasi secondo la scala di temperature dipende dal 
segno di a: per a >0 alla fase asimmetrica corrispondono le tempe- 
rature 7 < T., e per a <0 le temperature 7 > 71). 
Trascurando le potenze più elevate di n, troviamo l’entropia 
dD © 0A 
(il termine contenente la derivata di n rispetto «alla temperatura 
scompare in quanto 0D/@n = 0). Nella fase simmetrica n= 06 S = 
= Sy; nella fase asimmetrica si ha invece 


S=S4+ 7 (T-T)). (143,7) 


Nel punto di transizione stesso questa espressione si riduce a Sy, 
cosicché l’entropia resta, come doveva essere, continua. 

Infine, determiniamo il calore specifico C, = 7 (0S/07)p delle 
due fasi nel punto di transizione. Derivando la (143,7), abbiamo 
per la fase asimmetrica 

aTe 


Co=Cot5p- (143,8) 


Per la fase simmetrica abbiamo S = S,, e pertanto C,, = Cp. Quin- 
di, nel punto di transizione di fase di seconda specie il calore spe- 
cifico subisce un salto. Siccome B >OQ0, si ha nel punto di transi- 
zione Cp >Cpo, cioè il calore specifico aumenta passando dalla 
fase simmetrica in quella asimmetrica (a prescindere dalla loro 
disposizione secondo la scala di temperature). 

Oltre a C,, anche le altre grandezze, C,, il coefficiente di dila- 
tazione termica, la compressibilità, ecc., fanno salti. È facile espri- 
mére questi salti di tutte le grandezze gli uni mediante gli altri. 
Partiamo dal fatto che il volume e l’entropia nel punto di transi- 
zione sono continui, cioè che i loro salti AV e AS sono nulli: 


AV=0, AS =0. 


Deriviamo queste uguaglianze rispetto alla temperatura lungo la 
curva dei punti di transizione, considerando cioè la pressione come 


1) Per fissare le idee, supporremo dappertutto che la fase simmetrica sia 
disposta per 7 > 7., come questo avviene nella maggioranza dei casi, e riter- 
remo, quindi, a > 0 
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funzione della temperatura data da questa curva, Abbiamo 


a (7)+-7 (1) | (143,9) 
FA (F),=0 (143,10) 


(poiché (05/0P), = —(0V/0T)p). Queste due uguaglianze legano 
i salti nel punto di transizione di fase di seconda specie del calore 
specifico Cp, del coefficiente di dilatazione termica e della compres- 
sibilità (W. Keesom, P. Ehrenfest, 1933). 

Derivando lungo la curva dei punti di transizione le uguaglianze 
AS =0 e AP=0 (è ovvio che la pressione non cambia nella tran- 
sizione), ma prendendo come variabili indipendenti la teraperatura 
e il volume, otteniamo 


n (87), 4a (SE), css 
Afp dra (8E),0 | 6 
È da notare cho 
AC=T(G)4(-3F): (143,13) 
AC,=—T (FF) A(-GF)z (143,14) 


cosicché i salti del calore specifico e della compressibilità sono dello 
stesso segno. Tenendo conto di quanto detto sopra del salto del 
calore specifico, ne segue che la compressibilità decresce disconti- 
nuamente in una transizione dalla fase asimmetrica a quella sim- 
metrica. 

Per concludere questo paragrafo, ritorniamo a soffermarci sul 
significato della funzione ® (P, 7, n). 

In generale, l’introduzione formale di questa funzione per valori 
arbitrari di n non richiede di per sé che esistano realmente stati 
macroscopici (cioè stati di equilibrio incompleto) corrispondenti 
a questi valori. Sottolineiamo, però, che nell'intorno cel punto 
di transizione di fase di seconda specie tali stati, di fatto, esisto- 
no. Infatti, nell’avvicinarsi al punto di transizione il minimo di 
© come funzione di n diventa sempre più declive. Questo significa 
che la « forza di ritorno » tendente a ridurre il corpo a uno stato 
con valore di equilibrio di n diventa sempre più debole, cosicché 
il tempo di rilassamento per stabilire un equilibrio in base al para- 
metro d'ordine cresce indefinitamente (e diventa comunque grande 
rispetto al tempo necessario perché si stabilisca la pressione costante 
lungo il corpo). 
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PROBLEMA 


Determinare il legame fra i salti del calore specifico e del calore di disso- 
luzione per una transizione di fase di seconda specie in una soluzione (I. M. Lif- 
Sits, 1950). 

° Soluzione. Il calore di dissoluzione riferito a una molecola del soluto è 
definito come 


oW 
On 


dove W è la funzione termica della soluzione, e wj la funzione termica di una 
particella della sostanza pura da dissolvere. Poiché wj non ha niente a che 
vedere con la transizione di fase nella soluzione, per il salto di qg abbiamo 


dW d OD 02D 
banh Aa (0) ar 


(abbiamo tenuto conto qui che il potenziale chimico up’ = @®/on è continuo 
nella transizione). D'altra parte, derivando l'equazione A_(9D/97) = 0 (con- 


tinuità dell’entropia) lungo la curva che determina la relazione fra la tempera- 
tura della transizione e la concentrazione c (a pressione costante), troviamo 


q= — 0: 


dTo , 920 ELIO) 
de A oT2 + NA On dT sia 
Di qui la relazione richiesta è 
dTo 
N Agro AC p- 


E da notare che nel dedurre questa relazione non abbiamo fatto nessuna ipotesi 
circa il grado di concentrazione della soluzione. 


$ 144. Influenza di un campo esterno sulla transizione di fase 


Vediamo ora come cambiano le proprietà della transizione di 
fase se sul corpo è sovrapposto un campo esterno la cui azione dipen- 
de dal parametro n. Senza precisare la natura fisica di questo cam- 
po, formuliamo le ipotesi generali inerenti al suo carattere. Queste 
ipotesi si riducono all’affermazione che la sovrapposizione di un 
tale campo è descritta dalla comparsa nell’operatore di Hamilton 
del corpo di un operatore di perturbazione della forma 


Î,= —hY, (144,4) 


lineare rispetto all’« intensità » del campo È e all’operatore » della 
grandezza n; V è il volume del corpo !). 


1) Cosî, per un mezzo ferromagnetico (nell’intorno del suo punto di Curie, 
cioè punto di transizione alla fase paramagnetica) il parametro r. è un momento 
‘magnetico macroscopico (riferito all'unità di volume) e il camvo 4 un campo 
‘magnetico; per un ferroelettrico il parametro n è un momento di dipolo elettrico 
dell'unità di volume del corpo, e 4 un campo elettrico. In altri casi il campo 
può anche non avere un significato fisico diretto, ma la sua introcluzione formale 
aiuta ad esplicitare le proprietà della transizione di fase. 
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Se il potenziale termodinamico è determinato come funzione di 
P, T e h, il valore medio (di equilibrio) di n è dato dalla formula 
RE 00 (P, 7, h 

nV = SLI (144,2) 
(in accordo con il teorema della derivazione rispetto a un parame- 
tro; cfr. le (11,4), (15,141)). 

Perché questa relazione sia verificata nella teoria di Landau, 
occorre aggiungere allo sviluppo (143,5) un termine della forma 
—nhV: 

D(P,T,n)=Do(P, T)+-atn?+ By — mhr, (144,3) 


dove abbiamo posto t = T — 7. (P))). 

È da notare anzitutto che la presenza di un campo per quanto 
debole, fa sî che il parametro n diventa diverso da zero in tutto il 
dominio delle temperature. In altre parole, il campo diminuisce 
la simmetria della fase più simmetrica, cosicché la differenza fra 
ambedue le fasi scompare. Corrispondentemente scompare anche 
il punto discreto di transizione di fase; la transizione è « smussata ». 
In particolare, al posto di un salto brusco di calore specifico com- 
pare un’anomalia estesa a un determinato intervallo di tempera- 
ture. L'ordine di grandezza di questo intervallo si può determinare 
partendo dalla condizione nhV — atn?; prendendo n dalla (143,6), 
di qui troviamo 
A pi/8y2/3 

a 


È 


Per uno studio quantitativo della transizione, scriviamo la con- 
dizione di equilibrio (0D/0n)r, a = 02) 


2atn + 4Bn? = AV. (144,4) 


La dipendenza di n dal campo % ha un carattere diverso a seconda 
che le temperature siano superiori o inferiori a 7*)). 

Per # >O0 il primo membro dell’equazione (144,4) è una fun- 
zione monotonamente crescente di n (fig. 63,a). Pertanto l’equazione 
ha per ogni dato valore di 4 una sola radice (reale) che si annulla 


1) Nella teoria di Landau il valore di equilibrio n (P, 7) è determinato 
dalla minimizzazione di questo sviluppo, cioè dalla condizione 0@ (P, 7, n)/an= 
= 0. È ovvio che in questo caso la relazione (144,2) è soddisfatta: 


900 _{ 60 Î 0D \ dn _(90 
dh (Ft mi dh (FT) 2 
2) Le transizioni sono considerate dappertutto a una data pressione; l’indi- 
* P esprimente la costanza della pressione nella derivazione si omette, per 
revità. 


3) Ricordiamo che abbiamo convenuto di ritenere a > 0, cosicché alla 
fase simmetrica (n = 0 per % = 0) corrispondono le temperature t > 0(7 > Te), 
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per & = 0. La funzione n (4) è monodroma e il segno di n coincide 
con il segno di È (fig. 64,a). 

Se invece t <0, il primo membro dell’equazione (144,4) non 
è più funzione monotona di n (fig. 63,d) e, come risultato, in un 
determinato intervallo di valori di % l’eqazione ha tre radici reali 


2atp+4875 -Zaltig+4875 


0) 


Fig. 63 
distinte, cosicché la funzione m (4) diventa non monodroma, come 
si vede nella fig. 64,b. I confini di questo intervallo sono, eviden- 
temente, determinati dalla condizione 


$- (2atn + 4Bn°) = 2at +-12Bn?=0 
e dati dalle disuguaglianze —hr <% <h, dove 


__12\32 (a|t|)3/ 
u=(3) ir. (144,5) 


Tuttavia è facile vedere che tutta la porzione della curva B2B', in 
cui (0n/0h)7 <0, corrisponde a degli stati termodinamicamente 
instabili. Infatti, derivando l’equazione (144,4) rispetto a %, tro- 


viamo 
(#), (Fra =Vi a) 


da cui si vede che (8°D/0n°)r, a <0 per (0n/0h)r <0, vale a dire 
che ® ha qui un massimo anziché un minimo. | 
Sulle porzioni AB e A'B' il potenziale termodinamico ha un 
minimo, ma la grandezza di questo minimo supera i minimi cor- 
rispondenti alle porzioni A'D' e AD; è facile convincersene con 
un calcolo diretto, ma il risultato è evidente anche a priori: poiché 
il campo È entra in ® nella forma del termine —nhV, è più vantag- 
gioso termodinamicamente che il segno di n coincida con quello 
di h. In altre parole, le porzioni AB e A°B” corrispondono a stati 
metastabili del corpo. Quindi, l'andamento del vero e proprio equi- 
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librio della funzione nm (4) è dato dalla curva continua DAA'D' 
nella fig. 64,b, tutti i punti della quale corrispondono agli stati 
termodinamicamente stabili. Se per una data temperatura t <0 
facciamo variare il campo, nel passare per il valore & = 0 compare 


#>0 


una transizione di fase di prima specie: in questo punto si trovano 
in mutuo equilibrio le fasi di segno contrario n = +(a |t|/2B)Y?. 
Definiamo la suscettività del corpo come derivata 


x latta hee0 (144,7) 


Derivando l'uguaglianza (144,4), troviamo 


Mia 
0h © 2at---12Bn? 


e, sostituendovi (per 4 + 0) n? = 0 per t >0 0 9° = —at/2B per 
t<0, otteniamo 


x=7 per t>0, y=—77 per t<0. (144,8) 


x diventa infinita per # +0, come naturale conseguenza del fatto 

già menzionato (alla fine del paragrafo precedente) che avvicinan- 

dosi al punto di transizione il minimo della funzione © (n) diventa 

sempre più declive; in virtù di questa pendenza, già una piccola 

perturbazione cambia notevolmente il valore di equilibrio di n. 
La grandezza ù 


hai (aft })9/2 
lag 


dà un valore del campo per cui il parametro indotto dal campo Nipi — 
= yh diventa dello stesso ordine di grandezza che il valore sponta- 
neo (senza campo) Mspon “ (a 1# |/B)N?, I campi XK i sono « de- 
boli » nel senso che, nella prima approssimazione, non incidono 
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sulle grandezze termodinamiche del corpo. I campi % > k; costitui- 
scono un dominio di campi « forti » in cui i valori delle grandezze 
termodinamiche, nella prima approssimazione, sono determinati 
dal campo; è evidente che per £ = 0 ogni campo è forte in questo 
senso. 

Nel dominio di campi forti il parametro d’ordine è 


n= (17) a, (144,9) 


È facile anche provare che in questo limite il calore specifico Cp 
risulta indipendente dalla grandezza del campo. 


$ 145. Cambiamento di simmetria per una transizione di fase di 


seconda specie | 


Nella teoria esposta nei paragrafi precedenti abbiamo conside- 
rato una transizione di fase di seconda specie con un determinato 
cambiamento di simmetria del corpo supponendo preventivamente 
possibile questa transizione. Tuttavia questa teoria non permette 
di sapere se il cambiamento di simmetria considerato possa real- 
mente avvenire in seguito a una transizione di fase di seconda spe- 
cie. Diamo in questo paragrafo un'altra teoria che parte da un’impo- 
stazione diversa del problema: si dà una determinata simmetria 
del corpo nel punto di transizione stesso e si chiede di esplicitare 
quale può essere la simmetria dai due lati di questo punto. 

Per fissare le idee, parleremo di transizioni di fase legate a un 
cambiamento di struttura del reticolo cristallino, cioè a un cam- 
biamento di simmetria di disposizione degli atomi nel reticolo. 
Sia 0 (x, y, 2) la funzione di densità (introdotta nel $ 128) che deter- 
mina la distribuzione delle probabilità delle diverse posizioni degli 
atomi nel cristallo. La simmetria di un reticolo cristallino è l’in- 
sieme (gruppo) di trasformazioni di coordinate tali che lasciano 
invariante la funzione p (x, y, 2). È ovvio che supponiamo qui la 
simmetria del reticolo completa che comprende sia rotazioni e ri- 
flessioni che un insieme infinito (discreto) di tutte le traslazioni 
possibili; in altre parole, si tratta di uno dei 230 gruppi spaziali. 

Sia G, il gruppo di simmetria del cristallo nel punto di transizio ne. 
Come è noto dalla teoria dei gruppi, si può rappresentare una funzione 
arbitraria fp (x, y, z) in forma di combinazione lineare di alcune 
funzioni @;, @,,. . . aventi la proprietà di trasformarsi mutuamente 
per tutte le trasformazioni del gruppo in esame. Nel caso generale 
il numero di queste funzioni è uguale al numero di elementi del 
gruppo, ma per una data simmetria della funzione sviluppata g il 
numero di funzioni @; può anche essere minore, 
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Tenendo conto di questa circostanza, scriviamo la funzione di 
densità del cristallo p (7, y, z) nella forma della somma 


pi di NiPis 
L 


dove le funzioni @; si trasformano mutuamente le une nelle altre per 
tutte le trasformazioni del gruppo G,. Le matrici di queste trasforma- 
zioni realizzano una determinata rappresentazione del gruppo Gy. 
La scelta delle funzioni @; è non univoca; al loro posto si possono, 
evidentemente, prendere loro combinazioni lineari qualsiasi. Come 
è noto, è sempre possibile prendere le funzioni @; tali che esse si 
decompongano in insiemi contenenti, per quanto possibile, un nume- 
ro piccolo di funzioni, e le funzioni che entrano in ciascuno di questi 
insiemi si trasformano soltanto le une nelle altre per tutte le trasfor- 
mazioni del gruppo G,. Le matrici di trasformazioni delle funzioni, 
che entrano in questi insiemi, sono rappresentazioni irriducibili 
del gruppo G,, mentre le funzioni stesse sono la base di queste rap- 
presentazioni. Possiamo quindi scrivere 


p= 2 Info" (145,1) 


dove n è il numero di ordine della rappresentazione irriducibile, e i 
il numero di ordine della funzione nella sua base. In seguito riterremo 
le funzioni @j” normalizzate in un determinato modo. 

Fra le funzioni gf” esiste sempre una funzione che di per sé è 
invariante rispetto a tutte le trasformazioni del gruppo G, (essa 
realizza la rappresentazione unitaria del gruppo). In altre parole, 
questa funzione (che indichiamo con g0) gode della simmetria Gy. 
Indicando la parte restante di p con òp, possiamo scrivere 


p=po+$p, 6p= Xi Di PoP, (145,2) 


dove ora dalla somma è esclusa la rappresentazione unitaria (questo 
fatto è indicato con l’apice nel segno di somma). La funzione 6g gode 
di simmetria inferiore alla simmetria G,, poiché anche se 6p resta 
invariante rispetto ad alcune trasformazioni di questo gruppo, non 
lo è per tutte. Osserviamo che la simmetria G della funzione gp (coin- 
cidente, evidentemente, con la simmetria di è) è supposta sin 
dall’inizio inferiore alla simmetria G,; in caso contrario, tutta 
la somma (145,1) avrebbe in tutto un solo termine: la funzione stessa 
p che realizza la rappresentazione unitaria !). 

Poiché la grandezza fisica dp è reale e deve restare tale per tutte 
le trasformazioni, è chiaro che parlando delle rappresentazioni irri- 


1) Per transizioni magnetiche al posto della densità p (x, y, z) bisognerebbe 
considerare la densità di correnti j (x, y, 2) nel corpo. Nella fase paramagnetica 
j= 0, e dall’altra parte del punto di transizione dj = j è piccolo. 
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ducibili dobbiamo intendere le rappresentazioni fisicamente irri- 
ducibili della funzione di base che possono essere scelte reali ($ 135); 
ciò premesso, le funzioni gf” sono supposte reali. 

Il potenziale termodinamico © del cristallo con la funzione di 
densità p dalla (145,2) è la funzione della temperatura, della pres- 
sione e dei coefficienti nf” (e dipende, ovviamente, dalla forma 
concreta delle funzioni stesse pf”). I valori di nf realmente realiz- 
zati come funzioni di P e 7 sono determinati termodinamicamente 
a partire dalle condizioni di equilibrio, cioè dalle condizioni di 
minimo di D. È determinata cosî anche la simmetria G del cristallo, 
poiché è evidente che la simmetria della funzione (145,2) con le fun- 
zioni gf”, le cui leggi di trasformazione sono note, è determinata 
dai valori dei coefficienti nella combinazione lineare degli ultimi. 

Affinché nel punto di transizione stesso il cristallo abbia la sim- 
metria G, è necessario che in questo punto si annullino tutte le gran- 
dezze mi”, cioè che sia òèp = 0, p = po. Poiché il cambiamento del 
cristallo in seguito a una transizione di fase di seconda specie è 
continuo, 6p deve annullarsi nel punto di transizione in modo conti- 
nuo e non con un salto, cioè i coefficienti ni” devono annullarsi 
assumendo nell'intorno del punto di transizione valori infinitesimi. 
Ciò premesso, sviluppiamo il potenziale ® (P, 7, nf”) nell’intorno 
del punto di transizione in serie di potenze di nf”. 

Osserviamo preliminarmente che, poiché nelle trasformazioni 
del gruppo G, le funzioni gp?” si trasformano mutuamente le une 
nelle altre (nella base di ciascuna rappresentazione irriducibile), 
si possono rappresentare queste trasformazioni in modo tale come se 
si trasformassero (secondo la stessa legge) non le funzioni gi” bensi 
i coefficienti nf”. Inoltre, in quanto il potenziale termodinamico del 
corpo non può, evidentemente, dipendere dalla scelta di un sistema 
di coordinate, esso deve essere invariante rispetto a qualsiasi trasfor- 
mazione del sistema delle coordinate, in particolare, rispetto alle 
trasformazioni del gruppo G.,. Pertanto lo sviluppo di © in serie di 
potenze di nf” deve contenere in ogni termine soltanto una combina- 
zione invariante delle grandezze nî°° della potenza corrispondente. 

Non si può formare un invariante lineare di grandezze che si 
trasformano secondo una rappresentazione irriducibile (non unitaria) 
del gruppo!). Esiste un solo invariante del secondo ordine per ogni 
rappresentazione che è una forma quadratica positiva di nf”, ridu- 
cibile sempre a una somma di quadrati. 

Quindi, la forma iniziale dello sviluppo di ® è 


D=- D+ > AD x n, 
n i 


dove A© sono funzioni di P e 7. 


(145,3) 


1) Se ciò avvenisse significherebbe che la data rappresentazione contiene 
una rappresentazione unitaria, vale a dire che essa è riducibile. 
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Nel punto di transizione il cristallo deve avere la simmetria Go, 
vale a dire che all'equilibrio devono corrispondere i valori delle 
grandezze n?” = 0. È evidente che © può avere un minimo per tutti 
gli n° = 0 soltanto nel caso in cui tutte le Al sono non negative. 

Se nel punto di transizione tutte le Al fossero positive, sareb- 
bero positive anche nell'intorno del punto di transizione, cioè si 
avrebbe sempre n?” = 0 e non si verificherebbe in generale nessun 
cambiamento di simmetria. Perché compaiano i valori di nf” diversi 
da zero, è necessario che uno dei coefficienti 4° cambi di segno; 
quindi, nel punto di transizione questo coefficiente deve annullarsi!). 
(Due coefficienti 4% possono annullarsi contemporaneamente sol- 
tanto in un punto isolato nel piano P, 7. Un tale punto è l’interse- 
zione di più curve di transizione di seconda specie.) 

Quindi, da un lato del punto di transizione tutti gli A‘ sono 
positivi, e dall’altro lato uno di questi coefficienti è negativo. Di 
conseguenza, da un lato del punto di transizione tutti gli nf” sono 
sempre nulli, e dall'altro lato compaiono alcuni ni” diversi da zero. 
In altre parole, possiamo concludere che da un lato del punto di 
transizione il cristallo gode della simmetria più alta G, che si conserva 
anche nel punto di transizione, e dall’altro lato del punto di transi- 
zione la simmetria diminuisce, cosicché il gruppo G@ è un sottogruppo 
del gruppo Go. 

Quando uno degli A cambia di segno, compaiono degli nf” 
diversi da zero che si riferiscono all’n-esima rappresentazione cor- 
rispondente. Il cristallo con la simmetria G, si trasforma quindi in 
cristallo con densità p = po + 6g, dove 


do = dint pi” (145,4) 


1) A rigore, questa condizione deve essere formulata più esattamente nel 
seguente modo. I coefficienti 4‘ dipendono, ovviamente, dall'andamento delle 
funzioni pf, sono loro espressioni funzionali quadratiche, dipendenti da P e 7 


come da parametri. Da un lato del punto di transizione tutte queste espressioni 
funzionali A‘ {pi”; P, 7} sono essenzialmente positive. Il punto di tran- 


sizione sarà determinato come un Ape in cui (con una graduale variazione di 
P odi 7) uno degli A può annullarsi: 


A° foi”; P, T}>0. 


All’uguaglianza a zero corrisponde un insieme ben determinato di funzioni 
gp‘? che, in linea di principio, possono essere definite risolvendo il problema 
variazionale corrispondente. Queste sono le funzioni @! che determinano il 
cambiamento ép verificatosi nel punto di transizione. Sostituendo queste fune 
zioni in A°{pU°;P, T}, otteniamo semplicemente la funzione A‘ (P, 7) 
per la quale la condizione A‘) (P, 7) = 0 è soddisfatta nel punto di transizio- 
ne. Dopo di che le funzioni pl si possono già considerare assegnate, cosa che 


L 
si suppone dappertutto più avanti (se si tenesse conto della variazione di gi” 


in funzione di P e 7, sì avrebbero termini correttivi di ordine pi elevato di 
quello che qui ci interessa). 
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è la combinazione lineare di funzioni di base di una sola rappresenta- 
zione irriducibile (qualsiasi ma non unitaria) del gruppo G,. In accor- 
do con questo, ometteremo più avanti l'indice n che dà il numero del- 
la rappresentazione, intendendo sempre quella che compare esat- 
tamente nella transizione in esame. 

Introduciamo le notazioni 


n= dm mm | (145,5) 


(cosicché dI yî = 1) e scriviamo lo sviluppo di © nella forma 
®=®p (P, T)+ 194 (P, T) +1? NCa(P, DIE (M)+ 
+! di Ba (P.,T)fx (W)+.|.., (145,6) 


dove fé, fé°,... sono gli invarianti del terzo, quarto, ecc. ordine, 
composti delle grandezze y;; le somme su a contengono tanti termini 
quanti invarianti indipendenti dell’ordine corrispondente si possono 
comporre a partire dai y;. In questo sviluppo del potenziale termodi- 
namico il coefficiente A deve annullarsi nel punto di transizione. 
Affinché il punto di transizione sia uno stato stabile (cioè che D ab- 
bia un minimo in questo punto per n;= 0) è necessario che i termini 
del terzo ordine si annullino e i termini del quarto ordine siano 
essenzialmente positivi. Come è stato detto nel paragrafo 143, la cur- 
va (nel piano P, 7) di transizioni di fase di seconda specie può 
esistere soltanto se i termini del terzo ordine sono identicamente nul- 
li nello sviluppo di @. Si può ora formulare questa condizione come 
l’impossibilità di comporre invarianti del terzo ordine a partire 
dalle grandezze n; che si trasformano in base a una data rappresenta- 
zione irriducibile del gruppo GJ)). 

Supponendo soddisfatta questa condizione, scriviamo lo sviluppo 
a meno dei termini del quarto ordine nella forma I 


©— 4A (P, T)+m DB (P, T)fe (n). (145,7) 


Poiché il termine del secondo ordine non contiene y;, ul grandez- 
ze si determinano semplicemente a partire dalla condizione di minimo 


| 


1) Nel linguaggio della teoria delle rappresentazioni questo vuol dire che 
il cosiddetto cubo simmetrico [F*] della data rappresentazione T non deve 
comprendere una rappresentazione unitaria. Per le rappresentazioni irriducibili 
(nel senso letterale) dei gruppi spaziali può esistere non più di un invariante del 
terzo ordine (per la dimostrazione di questa asserzione vedi M. S. Sur, ZETF SI, 
1260 (1966)). Unificando invece due rappresentazioni in una sola fisicamente 
irriducibile, possono comparire due invarianti del terzo ordine. 
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dei termini del quarto ordine, cioè del coefficiente di n* nella (145,7)?). 
Indicando il corrispondente minimo di questo coefficiente semplice- 
mente con B (P, 7) (che deve essere positivo in accordo con quanto 
detto sopra), torniamo allo sviluppo di ® nella forma (143,3), e la 
grandezza n sarà determinata dalla condizione di minimo di ® come 
funzione soltanto di n, cosi come è stato fatto nel paragrafo prece- 
dente. I valori delle grandezze y; cosi ottenuti determinano la sim- 
metria della funzione 


do=n vivi, (145,8) 


cioè la simmetria G del cristallo comparso in seguito a una transi- 
zione di seconda specie dal cristallo con la simmetria Gy). 
L'insieme di grandezze n; funge nel formalismo esposto da para- 
metro d'ordine che descrive la deviazione della fase asimmetrica da 
quella simmetrica. Si vede che nel caso generale questo parametro 
ha molte componenti e che la relazione y;= n;/n determina la sim- 
metria della fase asimmetrica, e il fattore comune n dà la misura 
quantitativa di deviazione per una data simmetria. | 
Tuttavia, le condizioni ottenute sono di per sé ancora insuffi- 
cienti perché possa esistere una transizione di fase di seconda specie. 
Esiste ancora una condizione importante se si tiene conto di una 
circostanza (che sin qui intenzionalmente abbiamo trascurato) lega- 
ta alle proprietà di classificazione delle rappresentazioni dei gruppi 
spaziali*). Abbiamo visto al $ 134 che queste rappresentazioni sono 
classificate non soltanto secondo un criterio discreto (per esempio, il 
numero di ordine della piccola rappresentazione), ma anche secondo 


1) Può risultare che esiste un solo invariante del quarto ordine (Vini)? = nf. 


In questo caso, il termine del quarto ordine non dipende dalle grandezze ;, 
e per determinare queste ultime, occotre riferirsi a termini di ordine superiore, 
dipendenti da 7;. È indispensabile tener conto dei termini di ordine superiore 
anche in alcuni casi in cui la minimizzazione dei termini del quarto ordine 
dipendenti da y; annulla questi termini. 

2) Nel paragrafo precedente abbiamo studiato la transizione con un dato 
cambiamento di simmetria. Utilizzando i concetti qui introdotti, si può dire 
che le grandezze y; si sono supposte a priori aventi valori assegnati (cosicché la 
funzione ép aveva una data simmetria). Con una tale impostazione del problema 
l’assenza di termine del terzo ordine (nello sviluppo (143,3)) non poteva essere 
condizione sufficiente per garantire l’esistenza di una curva di punti di tran- 
sizioni di seconda specie, poiché non esclude la possibilità di presenza di ter- 
mini del terzo ordine nello sviluppo generale in più y; (se una data. rappresen- 
tazione irriducibile non è unidimensionale). Per esempio, se esistono tre gran- 
dezze n; e se il prodotto y,YrYs è invariante, lo sviluppo di © contiene un termine 
del terzo ordine, mentre per una determinata simmetria della funzione ép, che 
para ay l'uguaglianza a zero di una o di due grandezze y;, questo termine si 
annulla. 

3) I risultati e gli esempi di cui si parla in questo paragrafo appartengono 
a E. M. LifSits (1941). 
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i valori del parametro k che assume una serie di valori continua. 
Pertanto anche i coefficienti A‘ nello sviluppo (145,3) devono di- 
pendere non soltanto dal numero discreto n, ma anche dalla variabile 
continua k. 

Supponiamo che la transizione di fase sia legata all’uguaglianza 
a zero (come di una funzione di P e 7) del coefficiente A (k) con 
un determinato numero di ordine r e un determinato valore k = ko. 
Perché la transizione possa realmente avvenire è necessario, però, 
che A°% come funzione di k abbia per k = ky (e quindi per tutti i 
vettori della stella k,) un minimo, vale a dire che lo sviluppo di 
A (k) in serie di potenze di k — k, nell’intorno di k, non debba 
contenere termini lineari. In caso contrario, alcuni coefficienti 4° (k) 
si annullano prima di A°° (k;) e la transizione del tipo considerato 
non potrà verificarsi. Si può ottenere una comoda formulazione di 
questa condizione partendo dalle seguenti considerazioni. 

Il valore di k, determina la simmetria di traslazione delle funzio- 
ni @; e, di conseguenza, anche della funzione dp (145,8), cioè deter- 
mina la periodicità del reticolo della nuova fase. Questa struttura 
deve essere stabile rispetto alle strutture corrispondenti ai valori 
di k vicini a ko. Ma la struttura con k = k, + x (dove x è un infi- 
nitesimo) differisce dalla struttura con k = k, per una «modulazione» 
spaziale della periodicità di questa ultima, cioè per la comparsa di 
una non uniformità a distanze (--1/x) grandi rispetto ai periodi 
(dimensioni delle celle) del reticolo. Si può descrivere macroscopi- 
camente questa non uniformità considerando i parametri dell'ordine 
ni come funzioni delle coordinate variabili lentamente (contraria- 
mente alle funzioni @; oscillanti su distanze interatomiche). Siamo 
giunti cosi alla condizione di stabilità dello stato del cristallo rispetto 
alla violazione della sua uniformità macroscopica!). 

Quando le grandezze n; non sono costanti nello spazio, la densità 
del potenziale termodinamico del cristallo dipenderà non solo dalle 
n; stesse, ma anche dalle loro derivate rispetto alle coordinate (in 
prima approssimazione, dalle derivate prime). Di conseguenza, 
nell’intorno del punto di transizione bisogna sviluppare ® (unità di 
volume) in serie di potenze di n; e dei loro gradienti Vn;. Affinché 
il potenziale termodinamico (di tutto il cristallo) sia minimo a ni 
costanti, è necessario che in questo sviluppo i termini del primo ordi- 
ne nei gradienti si annullino identicamente (mentre i termini qua- 


1) Sottolineiamo, però, che nei ragionamenti esposti si suppone di trattare 
le transizioni in cui la simmetria della fase meno simmetrica sia la stessa lungo 
tutta la curva di punti di transizione, cioè il valore di k, non dipende dalla 
temperatura. Oltre a questa categoria di transizioni di fase (a cui si riferisce 
soltanto tutto quanto detto più avanti in questo paragrafo) esistono anche le 
transizioni in cui k, dipende dalla temperatura, cosicché la periodicità della 
fase meno simmetrica cambia lungo la curva di punti di transizione. Tali tran- 
sizioni saranno considerate in un altro volume del presente Corso (volume VIII) 
in relazione alle transizioni di fase magnetiche. 
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dratici nelle derivate devono essere essenzialmente positivi; questo 
fatto, però, non impone nessuna limitazione a ;, poiché questa forma 
quadratica esiste per n; che si trasformano in base a qualsiasi rappre- 
sentazione irriducibile). 

Fra i termini lineari rispetto alle derivate ci possono interessare 
soltanto quelli che sono semplicemente proporzionali a 0M;/0x,. . . , 
e quelli contenenti i prodotti n; 0nx/0x,... I termini di ordine 
superiore sono, evidentemente, inessenziali. Deve essere minimo il 
potenziale termodinamico di tutto il cristallo, cioè l’integrale 


@ dV su tutto il volume. Ma quando si integra, tutte le derivate 


»I 


totali in D danno una costante che è inessenziale per determinare 
il minimo dell’integrale. Pertanto si possono omettere tutti i termini 
in ©, proporzionali semplicemente alle derivate di n;. Fra i termini 


contenenti i prodotti n;0n,/0,. . . si possono omettere tutte le com- 
binazioni simmetriche 


o) 
me + ge = Mir cea 
lasciando soltanto le parti antisimmetriche 


òni ima 
Mage Niba? 00° (145,9) 


Nello sviluppo di ® possono entrare soltanto le combinazioni 
lineari invarianti delle grandezze (145,9). Pertanto la condizione che 
la transizione di fase possa avvenire consiste nell'assenza di tali 
invarianti. 

Le componenti dei gradienti Vn; si trasformano come prodotti 
delle componenti di un vettore per le grandezze n;. Pertanto le dif- 
ferenze (145,9) si trasformano come prodotti delle componenti di 
un vettore per i prodotti antisimmetrizzati delle grandezze n;. 
Quindi, la condizione di impossibilità di comporre uno scalare lineare 
delle grandezze (145,9) è equivalente alla condizione di impossibilità 
di comporre dai prodotti antisimmetrizzati 


Xin = PiPA— Pa Pi (145,10) 


combinazioni che si trasformano come componenti di un vettore 
(qui ; e @; sono le stesse funzioni di base di una data rappresenta- 
zione irriducibile che si suppongono prese in due diversi punti x, yY, 
zex', y', z' perché questa differenza non si annulli identicamente)!). 
Segnando le funzioni di base della rappresentazione con due indici 


1) Nel linguaggio della teoria delle rappresentazioni questo significa che 
il quadrato antisimmetrico {T?} della data rappresentazione I° non deve com- 
prendere rappresentazioni irriducibili secondo le quali si trasfortnano le com- 
ponenti di un vettore. 
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ka (come al $ 134), scriviamo le differenze (145,10) nella forma 
Xko,, kB = Pia Pk'B — Pra PB, | (145,11) 


dove k, k',... sono i vettori di una stessa stella. 

Supponiamo che il vettore k occupi la posizione più generale e 
non goda di nessuna autosimmetria. La stella k contiene, secondo il 
numero di elementi rotatori del gruppo, r vettori (o 2r se il gruppo 
spaziale non contiene l’inversione); oltre a ciascun vettore k, esiste 
un vettore distinto —k. La rappresentazione irriducibile corrispon- 
dente è realizzata da altrettante funzioni gx (una per ciascun k, e 
pertanto l’indice a è omesso). Le grandezze 


Xi, —k = Pe PLL — PkPL IC * (145,12 


sono invarianti rispetto alle traslazioni. Ma sotto l’azione degli 
elementi rotatori queste x (o 2n) grandezze si trasformano le une nelle 
altre realizzando una rappresentazione del gruppo puntuale corrispon- 
dente (della classe cristallina) con dimensione pari all’ordine del 
gruppo. Ma una tale rappresentazione (detta regolare) comprende 
tutte le rappresentazioni irriducibili del gruppo, incluse quelle 
secondo le quali si trasformano le componenti di un vettore. 

Considerazioni analoghe dimostrano che è possibile comporre un 
vettore mediante le grandezze Yxa, -xg anche nei casi in cui il 
gruppo del vettore k contiene un asse e piani di simmetria passanti 
per esso. 

Queste considerazioni diventano però inapplicabili se il gruppo 
del vettore k contiene assi intersecantisi o intersecati da piani di 
simmetria, o contiene un’inversione (diremo che tali gruppi hanno 
un punto centrale). In questi casi il problema della possibilità di 
costruire un vettore mediante le grandezze (145,11) necessita di uno 
studio speciale in ogni caso concreto. In particolare, non si può co- 
struire a priori un tale vettore se il gruppo k contiene un'inversione 
(cosicché k e —k sono equivalenti) e se a ciascun k nella stella cor- 
risponde una sola funzione qy: in questo caso non esistono Ygk' tali 
da essere invarianti rispetto alle traslazioni, come questo dovrebbe 
essere in ogni caso per le componenti di un vettore. 

Quindi, la condizione formulata limita notevolmente cambia- 
menti di simmetria possibili in una transizione di fase di seconda 
specie. Fra un numero infinito di rappresentazioni irriducibili 
diverse del gruppo G, bisogna considerare soltanto quelle per cui il 
gruppo del vettore k ha punto centrale. 

Di questa autosimmetria possono, ovviamente, godére soltanto 
i vettori k che occupano posizioni privilegiate nel reticolo inverso; 
le loro componenti sono uguali a determinate porzioni (4/2, 1/3, 1/4) 
dei periodi fondamentali del reticolo inverso. Questo significa che 
un cambiamento della simmetria di traslazione del cristallo (cioè 
del suo reticolo di Bravais) in una transizione di fase di seconda specie 
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non può essere altro che un aumento di un piccolo numeroc di volte 
di un periodo fondamentale. Si può vedere nella maggioranza dei 
casì che un cambiamento possibile del reticolo di Bravais consiste 
nel raddoppio dei suoi periodi. Inoltre, nei reticoli a volume centrato 
(rombico, tetragonale, cubico) e in quelli cubici a facce centrate alcuni 
periodi possono essere quadruplicati, e nel reticolo esagonale triplica- 
ti. Il volume di una cella elementare può allora aumentare di 2, 4, 
8 volte; in un reticolo cubico a facce centrate esistono dei casi di 
aumento di 16 e 32 volte, e in quello esagonale di 3 e 6 volte. 

È ovvio che sono possibili delle transizioni anche senza cambia- 
mento del reticolo di Bravais (a tali transizioni corrispondono rap- 
presentazioni irriducibili con k = 0). In questi casi il cambiamento 
di simmetria si traduce a una diminuzione del numero di elementi 
di rotazione, cioè cambia la classe cristallina. 

Enunciamo il seguente teorema generale: una transizione di fase 
di seconda specie può esistere per ogni cambiamento di struttura 
legato alla diminuzione di due volte del numero di trasformazioni 
di simmetria (un tale cambiamento può avvenire sia mediante aumen- 
to di due volte della cella elementare, restando invariata la classe 
cristallina, sia mediante diminuzione di due volte del numero di 
rotazioni e riflessioni, restando invariata la cella elementare). La 
dimostrazione è basata sul fatto che se il gruppo G, ha un sottogruppo 
G di ordine due volte minore, fra le rappresentazioni irriducibili di Gy 
vi è almeno una rappresentazione unidimensionale realizzata da una 
funzione invariante rispetto a tutte le trasformazioni del sottogruppo 
G e che cambia di segno per tutte le altre trasformazioni del gruppo 
G,. E ovvio che in questo caso gli invarianti di ordine dispari non 
esistono e non si possono in generale comporre grandezze del tipo 
(145,14) a partire da una sola funzione. 

E evidente che sussiste anche il seguente teorema: le transizioni 
di fase di seconda specie non possono esistere per cambiamenti di 
struttura legati a una diminuzione del numero di trasformazioni di 
simmetria di tre volte (grazie alla presenza di termini del terzo 
ordine nello sviluppo di ®D). 

Infine, per illustrare le applicazioni della teoria generale esposta, 
consideriamo la comparsa dell’ordine nelle leghe che, in uno stato 
disordinato, hanno un reticolo cubico a volume centrato cor. gli atomi 
che si trovano ai vertici e nei centri delle celle cubiche (come nella 
fig. 61, b)?). Il problema è di determinare gli ordini diversi possibili 
(cioè la sovrastruttura) che possono comparire in un tale reticolo in 
una transizione di fase di seconda specie. 

Per un reticolo cubico a volume centrato il reticolo inverso è cu- 


| 1) Un tale reticolo si riferisce al gruppo spaziale simmorfo On. 


33+-264 | 
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bico a facce centrate. Prendiamo come unità di lunghezza uno spigolo 
della cella cubica del reticolo diretto. Allora lo spigolo della cella 
cubica del reticolo inverso è pari a 2-2n.1 seguenti vettori k del 
reticolo inverso hanno gruppi di autosimmetria icon un punto 
centrale: 


(a) (0,0,0)— 4, 
(b) (1/2, 1/2, 1/2)— Ox, 


(c). (1/4, 1/4, 1/4), (—1/4, —1/4, —1/44)--Ta, (145,13) 


(d) (0, 1/4, 4/4), (1/4, 0, 1/4), (1/4, 1/4,0), 
(0, 1/4, — 1/4), (—1/4,0, 1/4), (1/4, —1/4,0)— Dan. 


Sono indicate qui le componenti dei vettori k lungo gli spigoli della 
cella cubica del reticolo inverso (assi 7, yY, z), misurate in porzioni 
di questi spigoli; per ottenere i vettori k nelle unità suindicate, bi- 
sogna moltiplicare questi numeri per 2-27 = 4a. Nella (145,13) sono 
dati soltanto i vettori non equivalenti, cioè i vettori di ciascuna stel- 
la k. 

Lo studio ulteriore si semplifica molto, poiché per risolvere il 
problema posto non è necessario considerare tutte le piccole rappre- 
sentazioni. Ci interessiamo, infatti, soltanto agli eventuali cambia- 
menti di simmetria che possono essere realizzati con la comparsa 
di una sovrastruttura, cioè dagli atomi disposti in ordine nei nodi 
del reticolo senza loro spostamento relativo. In questo caso la cella 
elementare del reticolo non ordinato contiene un solo atomo. Per- 
tanto la comparsa di una sovrastruttura può significare soltanto la 
comparsa di nodi non equivalenti delle diverse celle. Questo vuol 
dire che la variazione della funzione di distribuzione della densità 
o deve essere invariante rispetto a tutte le trasformazioni di rota- 
zione del gruppo k (senza traslazione contemporanea). În altre parole, 
è possibile soltanto una piccola rappresentazione identica. Di con- 
seguenza, si può sostituire u, con 1 nelle funzioni di base della (134,3). 

Consideriamo ora una a una le stelle k enumerate nella (145,13). 

(a) La funzione con k = 0 ha un’invarianza totale di traslazione. 
In altre parole, in questo caso la cella non cambia, e poiché ciascuna 
cella contiene un solo atomo, non può prodursi nessun cambiamento 
di simmetria. 

(b) A questo k corrisponde la funzione exp 2xi (x + y + z). La 
combinazione lineare (di questa funzione con funzioni che si ottengo- 
no da essa con tutte le rotazioni e riflessioni) che gode della simmetria 
O, del gruppo k, è | 


@ = cos 2nz cos 2ry cos 2x2. (145,14) 
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La simmetria della fase comparsa è la simmetria della funzione di 
densità p = pot 6g, dove 6ép = np!). La funzione @ è invariante 
rispetto a tutte le trasformazioni della classe O, e alle traslazioni 
lungo uno spigolo qualsiasi della cella cubica, ma non rispetto alle 
traslazioni pari alla metà della sua diagonale spaziale (1/2 1/2 1/2). 
Pertanto la fase ordinata ha un reticolo cubico semplice di Bravais 
con due nodi non equivalenti (0 0 0) e (1/2 1/2 1/2) nella cella elemen- 
tare, che saranno occupati dai diversi atomi. Le leghe che possono 
essere completamente ordinate secondo questo tipo, si riferiscono alla 
on AB (come, per esempio, la lega CuZn menzionata al 
$ 142). 

— _(c) Le funzioni corrispondenti a questi vettori k e aventi la sim- 
metria T; sono 


= COS MX COSIY COSNZ; @, =sSen nz sen ny sen nz. (145,15) 


Mediante queste funzioni si possono costruire due invarianti del 
quarto ordine: (@î + 3)? e (pi + @f). Pertanto lo sviluppo di ® 
(145,7) ha la forma 


D =D + An? + Bini + Ban (vit +74). (145,16) 


Bisogna distinguere qui due casi. Sia B,< 0; allora ® come funzione 
di Y;, Y con la condizione supplementare y} + yj = 1 ha un minimo 
per y;= 1, y,= 0. La funzione èp = np, ha una simmetria della 
classe O, con un reticolo a facce centrate di Bravais la cui cella cubica 
ha un volume di 8 volte superiore al volume della cella cubica del 
reticolo iniziale. La cella elementare contiene 4 atomi (e la cella 
cubica ne ha 16). Disponendo atomi identici nei nodi equivalenti 
vediamo che questa sovrastruttura corrisponde a una lega tripla di 
composizione ABG, con gli atomi nelle seguenti posizioni: 


| 4A(000), (01/21/2;C), 4B(1/24/24/2), (001/2;C), 
4 (1/4 1/41/4), (3/43/43/4), (1/43/43/45O), (1/4 1/4 3/4; 0) 


(le coordinate degli atomi sono date qui in unità di lunghezze degli 
spigoli della nuova cella cubica, che è il doppio delle lunghezze 
degli spigoli della cella iniziale; vedi la fig. 65,4; il segno { indica 
una permutazione ciclica). Se gli atomi B e C sono identici, otterremo 
un reticolo ordinato di composizione AB,. 

Sia ora B,> 0. Allora © ha un minimo per y2= yj= 1/2, cosic- 


ché Sp = n (Pt ®2)/V2 (o Sp = n (pi 92)/V2, il che conduce 


1) Questo non significa, ovviamente, che la variazione di ép in. un cristallo 
reale sia data propo dalla funzione (145,14). Nell’espressione (145,14) è essen- 
ziale soltanto la sua simmetria. 
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allo stesso risultato)!). Questa funzione ha una simmetria della clas- 
se Or con lo stesso reticolo a facce centrate di Bravais, come nel pre- 
cedente caso, ma soltanto con due insiemi di nodi equivalenti che 
possono essere occupati da due 
tipi di atomi A e B: 


o A 8A (000), (1/4 1/4 1/4), 
e 8° (1/43/43/4 O), (041/21/22;C), 
°C 8B(1/21/24/2), (3/43/43/4), 
(1/4 1/43/4500), (001/20) 
(vedi la fig. 65,b). 
(d) A questi vettori k corri- 


spondonole seguenti funzioni con 
la simmetria richiesta D,: 


p,= cos n (Y — 2), 
@s= c08 n (7 — 7), 
- Pg = COSI (€ — 2), 
pa= cos © (Y + 2), 
pu= cosn (7 + y), 
Pe = cos t (x + z). 


Mediante queste funzioni si pos- 
sono costruire un invariante del 
terzo ordine e quattro invarianti del quarto ordine, cosicché lo 
sviluppo (145,6) assume la forma 


O=D+An+CN (Yivsts + YaYstoe + YaYaYo + YaWaYs) + Bin + 
+ Bon (vi + vi + + vi + vi + v6) + Bamf (vini + vivi + veve) + 
+ Bin! (YivaVsYa + VaVaVsVo + YaYaYoVo) - 


Data la presenza di termini cubici, la transizione di fase di seconda 
specie è impossibile in questo caso. Per studiare la possibilità di 
esistenza e le proprietà dei punti isolati di una transizione continua 
(vedi $ 150), occorrerebbe studiare il comportamento della funzione 
© nell’intorno del suo minimo; ma non ci soffermeremo su questo. 

L'esempio studiato mostra quanto siano rigorose le limitazioni 


imposte dalla teoria termodinamica alle transizioni di fase di seconda 


1) Il fatto che nei due casi yy e yy siano semplicemente dei numeri è dovuto 
alla presenza di un ‘solo termine (dipendente da yi, vs) in ®. Per un numero 
maggiore di diversi invarianti del quarto ordine fra gli insiemi che minimizzano 
© si potrebbero trovare y; dipendenti anche da P, 7. 


TRANSIZIONI DI FASE DI SECONDA SPECIE E FENOMENI CRITICI 5417 


specie; così, nel caso presente, queste transizioni possono esistere 
soltanto per formare sovrastrutture di tre tipi. 

È da osservare ancora un fatto. Nel caso (c) (per B,<0), la varia- 
zione effettiva della funzione di densità ò$p = ng; corrisponde sol- 
tanto a uno dei due parametri y1, Y, che figurano nel potenziale ter- 
modinamico (145,16). Questo mette in evidenza un tratto importante 
della teoria esposta: considerando un dato cambiamento del reticolo 
in una transizione di fase di seconda specie, può risultare indispen- 
sabile tener conto anche di altri cambiamenti «virtualmente possi- 
bili», 


$ la Fluttuazioni del parametro d'ordine 


È stato già detto reiteratamente che il punto di transizione di 
fase di seconda specie è in realtà un punto singolare per le funzioni 
termodinamiche del corpo. La natura fisica di questa singolarità 
consiste in un aumento anomalo di fluttuazioni del parametro d'’or- 
dine legato, a sua volta, alla già menzionata inclinazione del minimo 
del potenziale termodinamico nell’intorno del punto di transizione. 
E facile determinare la legge di questo aumento (nell’ambito della 
teoria di Landau in esame). Supporremo che il cambiamento di 
simmetria in una transizione sia descritto da un solo parametro n. 

Il lavoro minimo richiesto per far uscire il sistema dall'equilibrio 
per dati valori costanti della pressione e della temperatura è pari 
alla variazione AD, del suo potenziale termodinamico”, Pertanto 
la probabilità delle fluttuazioni a P e 7 costanti è 


we exp (-ADxo/7). (146,1) 


Indicheremo in questo paragrafo con n il valore di equilibrio del 
parametro Me Per una piccola deviazione dall’equilibrio si ha 


A —\2 { 9°Dtot 

i AD = (M—- n) et" 

Esprimiamo mediante la (144,6) la derivata 0%®D;:/0n? in funzione 
della suscettività della sostanza in un campo debole in accordo con 
la definizione (144,7). Allora la probabilità delle fluttuazioni (per 
temperature nell’intorno del punto di transizione 7.) si scrive nella 
forma 


wenerp[| II], 


lic see I 


- 3 Indichiamo în questo paragrafo con l’indice « tot » il potenziale termo- 
dinamico totale (© e più avanti 2), ei potenziali senza queste indice sono quelli 
riferiti all'unità di volume. 
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Di qui il quadrato medio delle fluttuazioni è!) 
T 
((An)} ==. (146,2) 


In accordo con la (144,8) esso cresce come 1/t per TY + T.. 
— Per esplicitare più nettamente il carattere e il significato di questa 
divergenza, determiniamo la funzione di correlazione spaziale fra 
le fluttuazioni del parametro d'ordine. Ci interessano allora le flut- 
tuazioni di onde lunghe in cui la grandezza fluttuante varia lenta- 
mente lungo il volume del corpo; come vedremo più avanti, sono 
proprio queste fluttuazioni a crescere anomalmente nell’intorno 
del punto di transizione. 

Per un corpo non omogeneo (quale esso è se si tiene conto di 
fluttuazioni non uniformi lungo il suo volume) il potenziale termo- 
dinamico del corpo deve essere rappresentato nella forma dell’inte- 


grale Dit = ( @®dV della densità del potenziale, cioè della funzione 


delle coordinate di un punto del corpo. Ma quando lo stato termodi- 
namico è descritto dal potenziale D, va assegnato il numero N di 
particelle del corpo e non il suo volume (dipendente da P e 7). Per- 
tanto è opportuno passare alla descrizione mediante un altro poten- 
ziale riferito a un dato volume V nel mezzo (contenente un numero 
variabile di particelle N). Questo potenziale è ot (7, u) che è la 
funzione della temperatura e del potenziale chimico u (per V dato); 
la variabile con proprietà analoghe —u funge allora da variabile P 
(come P la grandezza resta costante lungo il sistema di equilibrio). 
Nell’intorno del punto di transizione i termini dello sviluppo 
della funzione ® (P, 7, n) (144,3) dipendenti da n rappresentano 
una piccola aggiunta a ®,(P, 7) (dopo aver determinato n per mini- 
mizzazione i termini restanti sono dello stesso ordine di grandezza). 
In accordo con il teorema delle piccole aggiunte si può immediata- 
mente scrivere lo stesso sviluppo del potenziale £ (u, 7, n): 


Q(u, T, n)= Lo (uu, 7) +atn?+ bn — nh, (146,3) 


con gli stessi coefficienti ma espressi mediante la variabile —u al 
posto di 7 (il potenziale £ è riferito qui all’inità di volume, cosicché 
i coefficienti in esso sono a = a/V, db = B/V)?. 


1) Si può ottenere questa espressione anche dal teorema della fluttuazione 
dissipativa. A tale scopo è sufficiente osservare che se il campo 4 va eguagliato 
alla perturbazione esterna f (con frequenza © = 0), che figura nella formulazio- 
ne di questo teorema ($ 124), la grandezza corrispondente x sarà AnV, e la 
suscettività generalizzata « (0) sarà il prodotto yV. La formula (146,2) deriva 
allora dalla (124,14). 

2 È da tener conto in questo caso che lo sviluppo dei coefficienti A = at 
va eseguito ora in serie di potenze della differenza t = 7 — T;(u) e non di 
T — T;(P); in questo senso il valore del coefficiente a = a/V non cambia. 
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Lo sviluppo (146,3) si riferisce a un mezzo uniforme. In un corpo 
eterogeneo questo sviluppo contiene non soltanto le diverse potenze 
della grandezza stessa n, ma anche delle sue derivate dei diversi 
ordini rispetto alle coordinate. Per quanto riguarda le fluttuazioni 
di onde lunghe, ci si può allora limitare solo ai termini dello sviluppo 
contenenti derivate di ordine inferiore (e potenze inferiori di queste 
derivate). I termini lineari nelle derivate prime, cioè termini della 
forma f (n) 0n/0x; si trasformano, integrando sul volume, in integrali 
di superficie del corpo che rappresentano un effetto superficiale che 
non ci interessa’). Analogamente per i termini della forma costante 
0%n/0x;0xx. Pertanto i primi termini di cui si deve tenere conto nello 
sviluppo di £ nelle derivate sono i termini proporzionali a 


n du n 
| n dx; dxk ori dx °° 


| 
integrando sul volume i primi si riducono ai secondi. Troviamo, in- 
fine, che la funzione £? scritta sopra deve essere completata da termi- 
ni della forma 

| gu, DI (146,4) 
(come sempre, con indici vettoriali ripetuti si intende la sommato- 
ria). Ci limiteremo più avanti a un caso elementare (corrispondente 
alla simmetria cubica per n = 0) in cui g;x= g£6;4} in questo caso si 
manifestano già tutte le proprietà caratteristiche della funzione di 
correlazione. Scriviamo quindi la densità del potenziale termodina- 
mico nella forma | 


2 
I Q=L,+ atm? + bn + g (2) 1h. (146,0) 


È evidente che per la stabilità di un corpo omogeneo deve essere g > 
> 0; in caso contrario, £oy non potrebbe avere un minimo per n = 
= Costante. 

Considerando le fluttuazioni per up e 7 dati, bisogna scriverne la 
probabilità nella forma 


w co exp ( — Aot/7) 


in quanto il lavoro minimo richiesto in queste condizioni per far 
uscire il sistema dall’equilibrio è Rrnin= —A8t0t7. 


1) I termini del primo ordine nelle derivate prime sono assenti nello svi- 
luppo di £ anche nei casi in cui la transizione è descritta da più parametri 
d'ordine. Per giustificare questa affermazione, è necessario utilizzare anche le 
condizioni di stabilità del corpo nel punto di transizione ($ 145). 

® L'assegnazione del valore di n nel volume isolato V non ostacola lo 
scambio di particelle (e di energia) fra questo volume e il « mezzo » circostante. 
Pertanto si possono considerare le fluttuazioni di n a up costante (e 7° costante); 
cfr. l’inizio del $ 115, 
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Per fissare le idee, consideriamo le fluttuazioni nella fase sim- 
metrica (in assenza di campo È); allora n= 0, cosicché An = n. 
Limitandoci ai termini del secondo ordine nelle fluttuazioni, scri- 
viamo la variazione del potenziale £, nella forma!) 


AQ = | [at (Am? +g (F)] dV. (146,6) 


Inoltre, procediamo in modo analogo a quello del $ 116. Svilup- 
piamo la grandezza fluttuante An (r) in serie di Fourier nel volume 


An= Di Ange, An-x= An. (146,7) 
k 


Il suo gradiente è 


dA . 
ci == di ikAnge'kr. 
k 


Sostituendo queste espressioni nella (146,6) e integrando sul volume, 
tutti i termini si annullano, tranne i termini contenenti i prodotti 
mxgAn-x=|Anx|?. Otteniamo infine 


ASot =V D (gk? + (048) Î Ang |}, 


da cui 


T 
({ Am = Ata (146,8) 
(cfr. il passaggio dalla (116,410) alla (116,12)). Si vede che per t + 0 
le fluttuazioni di onde lunghe crescono effettivamente con k 
= Vatig . Sottolineiamo che la formula stessa (146,8) è applica- 
bile soltanto per le lunghezze d’onde sufficientemente grandi 1/k, 
in ogni caso più grandi rispetto alle distanze interatomiche. 


© La teoria delle fluttuazioni basata su un espressione {di questo tipo 
è stata originariamente esposta (come applicazione alle fluttuazioni nell’in- 
torno di un punto critico) da L. S. Ornstein e F. Zernicke (1917). 

® Risultati analoghi si ottengono, ovviamente, anche dall'altro lato del 
ada di transizione, nella fase asimmetrica. Qui n=(—at/2b)? e si ottiene 
a seguente espressione della variazione del potenziale Qtot (sempre a meno di 
grandezze — (An)?): 


2 
AQtot= | | —206(Am)+g (DI) Jay 
invece della (146,6). È evidente quindi che per (jAnyl?) (e più avanti per la 


funzione di correlazione) si ottengono risultati che differiscono da questi scritti 
soltanto per la sostituzione di at con 2a | t|. 
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Introduciamo la notazione per la funzione di correlazione richie- 
sta: 


G(r) = (Anf(r) AN(r.), r=T,— F,. | (146,9) 
Questa funzione si calcola come la somma 


G(r)= Xi (| Anu (9) e 


o, passando all’integrazione sullo spazio k, 


G(n)= | (| An [2) etke oa | (446,10) 


tilizzando la formula della trasformazione di Fourier|data nella 
nota alla pag. 396, troviamo (per r # 0) © 


cm=Zie(-£). 


| 8r1gr 
dove 


(146,41) 


(146,12) 


ds dr 
La grandezza r. si chiama raggio di correlazione delle fluttuazioni; 
mediante questo raggio si determina l’ordine di grandezza delle 
distanze su cui la correlazione decresce notevolmente. Avvicinandosi 


al punto di transizione, il raggio di correlazione cresce come 1/7 #, 
oa punto di transizione la funzione di correlazione decresce come 
1/r. 

: Perr = 0 l’integrale (146.10) determina il quadrato medio della 
fluttuazione del parametro n in un elemento infinitesimo di volume; 
l’integrale (146,10) è divergente per grandi %. Questa divergenza, 
però, è dovuta semplicemente all’inapplicabilità a questo dominio 
dell’espressione (146,8) (che si riferisce alle fluttuazioni di onde lun- 
ghe) e significa che in ((An)?} è presente un termine indipendente da 
t 


A scanso di equivoci, sottolineiamo che la precedente espressione 
(146,2) determina le fluttuazioni del parametro n mediato sul volume 
Y le cui dimensioni lineari sono / > r.; si può indicare questa gran- 
dezza con ((An)?)y. Il valore medio della funzione Am (r) sul volume 
V è proprio la componente di Fourier Anp=0; è quindi naturale che 
per % = 0 l’espressione (146,8) coincida con la (146,2). Questa ultima 
può anche essere ottenuta partendo dalla funzione di CPEPRIREIone 
mediante la formula evidente ! 

| 

((An)v= Fr | (Am (1,) An (r2)) dV dV.= + | G(}AV,, (146,13) 
applicabile per un qualsiasi volume finito V. Notiamo ché nel punto 
stesso £ = 0 (dove G co 1/r) questo integrale è proporzionale a 4/2, 
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dove / sono le dimensioni lineari del dominio in cui si considerano 
le fluttuazioni. Allora il quadrato medio ((Am)?)y dipende non sol- 
tanto dal volume ma anche dalla forma del dominio. 

Possiamo ora formulare la condizione che determina il dominio 
di applicabilità della teoria delle fluttuazioni qui esposta, basata 
sullo sviluppo (146,5). Bisogna richiedere che il quadrato medio 
della fluttuazione del parametro n mediato sul volume di correlazione 


sia piccolo (rispetto al valore caratteristico n2> a |t# | /b). Questa 
grandezza si ricava dalla (146,2) per V- r.*, e si ottiene la condizione 


To 

ug illl | (146,14) 
ossia (prendendo x e r. dalle (144,8) e (146,12) 

alt To (146,15) 


(A. P. Levanjuk, 1959; V. L. Ginzburg, 1960))). 

‘Per determinare le dipendenze dalla temperatura nelle formule 
ottenute sopra, si doveva anche sviluppare in serie di potenze di 
t= T — T. (in coefficienti dello sviluppo in mn). L’ammissibilità 
di un tale sviluppo richiede che sia soddisfatta la condizione t « T., 
e perché esso sia compatibile con la condizione (146,15) è necessario 
in ogni caso che sia | | 


T_b* 
agi K 1. (146,16) 
Le condizioni (146,14-16), garantendo che le fluttuazioni siano 
sufficientemente piccole,sono al tempo stesso le condizioni di appli- 
cabilità di tutta la teoria delle transizioni di fase di Landau esposta 
nei paragrafi precedenti. Si vede che il dominio delle temperature 
in cui questa teoria è valida esiste se è soddisfatta la disuguaglianza 
(146,16). In questi casi restano in vigore i corollari della teoria rela- 
tivi alla regola di scelta dei cambiamenti di simmetria ammissibili 
nelle transizioni®. Ma per la dipendenza delle grandezze termodina- 
miche dalle temperature esiste inevitabilmente uno stretto dominio 
nei pressi di 7. in cui la teoria di Landau è inapplicabile. Le conclu- 
sioni di questa teoria vanno quindi riferite soltanto agli stati delle 
due fasi fuori del suddetto intervallo stretto di temperature. Cosî, 
le espressioni dei salti delle grandezze termodinamiche, ottenute nel 
$ 143, si devono intendere come differenze fra i loro valori in due 


1) Questa condizione è confermata anche da un calcolo diretto della corre- 
‘zione fluttuazionale al calore specifico del corpo nell’intorno del punto di tran- 
sizione (vedi il problema del $ 147). 

1) Per le transizioni descritte da più parametri di ordine la determinazione 
di tutte le condizioni di applicabilità della teoria di Landau richiede, però, 
uno studio più particolareggiato. 
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estremi di questo intervallo. L’intorno stesso del punto 7° relativo 
al segno opposto nella disuguaglianza (146,15) lo chiameremo intorno 
di fluttuazione; qui le fluttuazioni giocano un ruolo determinante. 

Nei calcoli esposti non si è tenuto conto della specificità delle 
proprietà di un solido che lo differenziano dal liquido!). Non si è te- 
nuto conto neanche dell’effetto di deformazione del corpo che appare 
in seguito alla comparsa in esso dell’ordine (chiameremo questo 
effetto strizione). Nell'ambito della teoria di Landau questi effetti 
non incidono sulle conclusioni esposte nei paragrafi precedenti. 
L’azione contemporanea di questi due effetti può tuttavia influire 
essenzialmente sulle fluttuazioni del parametro d’ordine e, di conse- 
guenza, sul carattere della transizione di fase. Lo studio di questo 
problema richiede una larga applicabilità della teoria della elasticità 
e quindi non si considera in questo volume. Ci limitiamo soltanto 
ad indicare alcuni risultati. 

La deformazione di strizione può essere (a seconda della sim- 
metria del cristallo) o lineare o quadratica sul parametro d'ordine. 
Il carattere di influenza delle proprietà elastiche del corpo sulla 
transizione di fase in questi casi è diverso. 

Nel caso della strizione lineare indichiamo con %v l'ordine di 
grandezza dei coefficienti della proporzionalità tra le componenti 
del tensore di deformazione (u;x) e il parametro d'ordine u;g— yn. 
L'influenza di questo effetto sulle fluttuazioni si manifesta in un 
tale intorno del punto di transizione, dove at < y?/MA è l'ordine di 
grandezza dei moduli di elasticità del corpo). In molti casi la stri- 
zione rappresenta l’effetto debole, e in questo senso la grandezza y 
è piccola. Allora il dominio indicato di temperature è stretto e si 
trova all’interno del dominio di fluttuazione. 


Le fluttuazioni di onde lunghe (kK< V vg) risultano qui 
smorzate, e il raggio di correlazione, raggiungendo il valore re — 


O, VEeMp, cessa di crescere. Come risultato, il calore specifico in 
un punto di transizione subisce soltanto un salto finito, come nella 
teoria di Landau?), 

A risultati diversi conduce la strizione quadratica?). Questo effet- 
to smorza anche le fluttuazioni, ma più debolmente. Se senza tener 


1) In questo caso è essenziale non tanto il fatto stesso di anisotropia di 
queste proprietà, quanto il fatto che le deformazioni non si possono portare ad 
una sola deformazione di compressione totale. In questo senso quanto detto più 
avanti si sarebbe riferito anche ad un solido isotropo con il modulo di sposta- 
mento diverso da zero. _ 

2) Vedi A. P. Levanjuk, A. A. Sobjanin, Lettere ZETF 11, 540 (1970). 

3) Questo caso ha luogo, in particolare, per le transizioni dallo stato para- 
magnetico a quello ferromagnetico, dove parametro d'ordine è il vettore ma- 
gnetizzazione del cristallo. La dipendenza lineare della deformazione dalla ma- 
gnetizzazione è esclusa dall’esigenza'della simmetria rispetto alla trasformazione 
del tempo (che lascia inalterata la deformazione, ma che cambia il segno del 


momento magnetico). | 
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conto della strizione nel punto di transizione il calore specifico si 
trasformasse nell’infinità (vedi $ 148), la strizione quadratica con- 
durrebbe alla comparsa di un piccolo salto dell’entropia, cioè la 
transizione di fase diventa transizione di prima specie, vicina alla 
seconda; il calore specifico rimane finito, anche se raggiunge valori 
grandi in modo anomalo”. | 


PROBLEMA 


Determinare il raggio di correlazione delle fluttuazioni del parametro 
d'ordine in un campo esterno k per 7 = 7. 

Soluzione. Il valore d’equilibrio n è dato dall'espressione (144,9), e la 
densità del potenziale termodinamico è 


an \2 301/3h28  — om \2 
Q=Qo+ dn'4+g (3) —lin=2+—a_ M_n*+e (7) ; 


Per la funzione di correlazione si ottiene lo stesso risultato (144,14);con il rag- 
gio di correlazione 
re" FILI » 


$ 147. Operatore di Hamilton efficace 


Prima di passare alla descrizione delle proprietà di una transi- 
zione di fase fuori del dominio di applicabilità della teoria di Landau 
(cioè nell’intorno stesso del punto di transizione), mostriamo in che 
modo si potrebbe impostare il problema statistico dello studio di 
queste proprietà”). 

In accordo con la (35,3) il potenziale termodinamico £ è determi- 
nato dalla somma statistica 


Q= — Tn Y esW? | e-Pn® © dry, (147,4) 
N 


dove si integra su tutto lo spazio delle fasi del sistema di N particelle. 
Se invece si integra soltanto su quella parte dello spazio delle fasi, 
che corrisponde a una data distribuzione del parametro dell’ordine 
n (r), si può allora considerare l’espressione funzionale  [m (r)] 
determinata dalla formula (147,1) come potenziale corrispondente 
a questa distribuzione. In questo caso, è opportuno sostituire la 
distribuzione continua n (r) con un insieme discreto di variabili com- 
plesse nyx=nx + ink che sono le componenti di Fourier dello sviluppo 


© Vedi A. I. Larkin, S. A. Pikin, ZETF 56, 1664 (1969). 
2) Questa impostazione del problema di una transizione di fase di seconda 
specie è stata fatta da ZL. D. Landau (1958). 
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6,7). Allora la definizione di  [m] si scrive nella forma 


ult” ewN/T | exp (— En (P. d) u 


X Il Bini (p,g; N)S(M—-n (pg N) dii (147,2) 


devo nx(p, 9; N) sono funzioni del punto p, q dello npazio: delle fasi. 
evidente che per questa distribuzione 


. Q=-Tnfexp(-EP)][Vanew = (447,3) 
° k 


‘Nel paragrafo precedente è stato dimostrato che sino del 
punto di transizione soltanto le fluttuazioni con piccoli vettori d’on- 
da k sono soggette a un aumento anomalo; sono quindi queste flut- 
tuazioni a determinare le singolarità delle funzioni termodinamiche. 
Al tempo stesso, le caratteristiche quantitative della sostanza, come 
la temperatura stessa della transizione 7, sono determinafe essen- 
zialmente dalle interazioni atomiche nella sostanza a brevi distanze 
cui corrispondono le componenti di onde corte ng. Questa circostanza 
fisicamente evidente si manifesta nell’integrale statistico nel fatto che 
a grandi valori di k corrisponde un grande volume delle fasi. 

Sia k,un determinato valore di £, piccolo rispetto alla dimensione 
caratteristica atomica inversa (parametro di taglio). La parte di 
onde lunghe della distribuzione m (r) è data dalla somma 


n(1)= I mete, (147,4) 
| Rho 


e il potenziale termodinamico © [m] corrispondente a questa distri- 
buzione è dato dalla formula (147,2) nella quale il prodotto in k deve 
essere esteso soltanto ai valori % <%y,. Di conseguenza, anche la 


relazione fra 2 [m] e Q è data dalla formula (147,3), dove si integra 
soltanto in mx con È <ko}). 


Nell’intorno del punto di transizione il funzionale Q (m] può 


essere sviluppato in serie di potenze della funzione n (r), e poiché 
questa è una funzione lentamente variabile, nello sviluppo ci si 
può limitare ai termini di ordine inferiore nelle derivate di questa 
funzione. Al tempo stesso, questo sviluppo deve tener conto del fatto 
stesso dell’esistenza di una transizione di fase, poiché il valore di 


1) Per semplicità, riteniamo classica la grandezza fisica n. Questa ipotesi 
non ha importanza poiché la variabile di onde lunghe n è in ogni caso classica. 
Tuttavia per i sistemi quantistici è necessario che sia soddisfatta una condizione 
del tipo fku< 7, dove u è la velocità caratteristica di propagazione di oscilla- 
zioni del parametro d'ordine. 
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T; è determinato dalle componenti di onde corte già escluse da n 
Questo vuol dire che lo sviluppo di £ [mn] deve avere la forma (146,5) 


Qim=+ | ta + 8 + e (vm)? — hm dr. 


Finalmente, omettendo il segno —, otteniamo la seguente espressione 
del potenziale termodinamico £: 


Q-Q= —Tln | exp(— Fe) DIV did (147,5) 


dove 


Hew= | [ain?+bnt+g(Vn)?—hn}dY | (147,6) 


funge da operatore di Hamilton efficace del sistema sai subisce una 
transizione di fase. 

Nel dominio di applicabilità della teoria di dana le fluttua- 
zioni sono piccole. Questo significa che nell’ integrale statistico 
(147,5) hanno importanza i valori di n contenuti in uno stretto inter- 


vallo attorno al vettore n = n che minimizza l'operatore di Hamilton 
efficace. Calcolando l’integrale con il metodo del punto sella (sosti- 
tuendo cioè l’esponente col suo sviluppo nell’intorno del minimo), 
dobbiamo tornare al potenziale termodinamico della teoria di Lan- 
dau; pertanto i coefficienti dell'operatore di Hamilton efficace e del 
potenziale termodinamico della teoria di Landau devono coincidere. 
Ma le correzioni dovute alle fluttuazioni implicheranno una devia- 
zione dal valore della temperatura 7. nella transizione rispetto al 
valore 7” che figura nella (147,6) nella differenza t = T—T®. 

L'’integrale (147,5) si calcola su un'infinità di variabili ng (dopo 
aver espresso l’operatore di Hamilton efficace con una sostituzione 
di n (r) dalla (147,4) mediante queste variabili). Se questo integrale 
potesse essere calcolato, sarebbe cosi esplicitato il carattere della 
singolarità della funzione e. (1, T) nell’intorno del punto di transi- 
zione. Tuttavia questo è impossibile. 

Nella formazione della singolarità hanno importanza le fluttua- 
zioni con i vettori d'onda % — 1/r.. Per t +0 il raggio di correla- 
zione ro +00 cosicché sono essenziali i valori piccoli a piacere di £. 
E del tutto probabile che il carattere di questa singolarità non dipen- 
da dalla grandezza del parametro del taglio X,. Se si suppone che 
questa singolarità implichi la comparsa nel potenziale termodina- 
mico di termini con potenze non intere della temperatura £ e del cam- 
po h, l’affermazione fatta significa l'indipendenza da 4, degli espo- 
nenti di queste potenze (dei cosiddetti indici critici). 

Di qui deve derivare, a sua volta, l'indipendenza di questi espo- 
nenti dai valori concreti dei coefficienti b egnell’operatore di Hamil- 


TRANSIZIONI DI FASE DI SECONDA SPECIE E FENOMENI i aa 527 


ton efficace (e quindi da up oppure P di cui sono funzioni). Infatti, 
il cambiamento k,> kg/4 è equivalente al cambiamento di scala di 
misura delle coordinate (r + Ar), e quindi questo ultimo non deve 
cambiare gli indici critici. D'altra parte, la trasformazione r + Ar 
cambia il coefficiente g nell’operatore di Hamilton efficace, senza 
cambiare il coefficiente db; pertanto gli indici critici non devono 
dipendere da g. Analogamente, sostituendo, contemporaneamente 
con la trasformazione r + Àr, anche la variabile di integrazione 
continua n + %n, cambiamo bd, senza cambiare g, e pertanto gli 
indici critici non dipendono da bd (quanto al coefficiente a, il suo 
cambiamento è in generale inessenziale in quanto si elimina con un 
cambiamento appropriato di scala di # che non incide a priori 
sull’esponente della potenza). 

C’è da aspettarsi quindi che gli indici critici saranno gli stessi 
per tutti i sistemi con un operatore di Hamilton efficace della forma 
(447,6). Tuttavia essi possono essere diversi se la simmetria del si- 
stema è tale che (sempre con un solo parametro d’ordine) il termine 
quadratico rispetto alle derivate nell’operatore di Hamilton efficace 
abbia la forma più generale (146,4). 

Continuando questi ragionamenti, ci si può aspettare che, nei casi 
più generali in cui un cambiamento di simmetria in una transizione 
è descritto da più parametri d’ordine, gli indici critici dipendono 
solanto dalla struttura dell’operatore di Hamilton efficace e non 
dai valori concreti dei suoi coefficienti. ]l concetto di struttura di 
un operatore di Hamilton comprende il numero e la forma di inva- 
rianti del quarto ordine (nonché i segni e le relazioni in forma di 
disuguaglianze fra i coefficienti degli invarianti) e la forma di ter- 
mini quadratici nelle derivate rispetto ai parametri d’ordine. Ma 
questi problemi sono ancora quasi sconosciuti. 

Infine, diciamo qualche parola sul calcolo dei termini successivi 
nello sviluppo della somma statistica (147,5-6) sulle potenze di b. 
Siah = 0, t >; cosicché n = 0; per b = 0 l'operatore di Hamilton 
efficace è 


HS&=V di (at+g42)|mx{?; | (447,7) 
hA<hko0 Î 


esso si separa in somma di termini ciascuno dei quali dipende sol- 
tanto da uno degli ny; in questo caso, l'integrale statistico si cal- 
cola facilmente (vedi il problema). I termini ulteriori dello sviluppo 
(corrispondenti al fatto che si tiene conto delle « interazioni » fra 
le fluttuazioni con diversi k) sono prodotti dei diversi ng la cui 
media è presa in accordo con la distribuzione di Gauss 
[co exp (—H/7.)]. Per tali integrali è valido un teorerna secondo 
il quale il valore medio dei prodotti di più ny è pari alla somma di 
valori medi di coppie di fattori scelti in tutti i modi possibili fra 
quelli esistenti. Ciascun valore medio è la funzione di correlazione 
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delle fluttuazioni (nella rappresentazione k) e, quindi, il calcolo 
dei termini successivi nello sviluppo in d si riduce al calcolo di 
alcuni integrali dei prodotti delle funzioni di correlazione!). Avvici- 
nandosi al punto di transizione, questi integrali divergono, ma 
è impossibile individuare fra essi un insieme di integrali divergenti 
«in modo più forte » per poterlo sommare?). 

Questa impostazione del problema suppone che il carattere della 
singolarità non dipenda dalla presenza nello sviluppo dell’operatore 
di Hamilton efficace in serie di potenze di n di termini di ordine 
superiore. Esistono validi argomenti per credere che sia effettiva- 
mente cosi, poiché tali termini conducono ad integrali che diver- 
gono più debolmente che non gli integrali provenienti da un ter- 
mine = n°. 


PROBLEMA 


Determinare la prima correzione di fluttuazione al calore specifico nel 
dominio di applicabilità della teoria di Landau (A. P. Levanjuk, 1963). 

Soluzione. Eseguiamo il calcolo per la fase simmetrica in assenza di campo. 
Nella prima approssimazione, l'operatore di Hamilton efficace è dato dall'e- 
spressione (147,7). Calcolando l’integrale statistico mediante la formula (147,5), 
si ottiene 


ho 
a n si V (at+gk?) 2nk® dk 
Q-Q=—-T, dj In ui Ta = | In —— eni 
h<ho 0 


(l'integrazione si effettua sulla metà dello Spazio k poiché ny e n_y sono indi- 
pendenti). Essendo una piccola correzione al potenziale £, questa espressione 
dà anche una correzione al potenziale ®. Derivando due volte questa espressione 
rispetto a t, si ottiene la correzione al calore specifico | 


00 
__T?îVa? kèdk _ TV? 1 
Co-Cn0= "Ga | Tag} — 16ngP yi: di 


1) Il suddetto teorema gioca qui un ruolo analogo a quello del teorema di 
Vick nell’elettrodinamica quantistica, e alcuni termini della serie possono essere 
rappresentati da grafici analoghi ai diagrammi di Feynman. Per il calcolo delle 
somme statistiche mediante la « tecnica di diagrammi » cosîf costruita vedi 
A. Z. PataSZinskij, V. L. Pokrovskij, Fluktuatsionnaja teorija fazovykh perekho- 
dov (Teoria fluttuazionale delle transizioni di fase), « Nauka », 1975. 

2) È possibile fare questa operazione risolvendo un problema formale della 
transizione di fase nello spazio a quattro dimensioni (in questo caso, gli inte- 

ali divergono logaritmicamente per # + 0). Su questa circostanza è basato 
il metodo proposto da K. G. Wilson (1974) per. valutare gli indici critici: essi sono 
calcolati per il caso dî uno spazio a « 4 — e dimensioni » (con e piccolo), e poi 
il risultato è estrapolato a e = 1. 
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Richiedendo che questa correzione sia piccola rispetto al salto del calore spe- 
cifico (143,8), torniamo alla condizione di applicabilità della teoria di Landau 
Hari 15) nella forma 


aldo. ! 2) 


Si deve richiamare l’attenzione su un grande coefficiente numerico al deno- 
minatore dell'espressione al secondo membro della disuguaglianza, 


$ 148. Indici critici | 


La teoria esistente delle transizioni di fase di seconda specie 
è basata su alcune ipotesi che, anche se non dimostrate rigorosa- 
mente, sono del tutto verosimili. È ovvio che la teoria parte dal 
fatto che queste ipotesi sono confermate da dati empirici, nonché 
dai risultati di calcoli numerici eseguiti su modelli semplici. 

Questi dati permettono di ritenere che per 7 + 7. la derivata 
0C,/0T diventa sempre infinita e che, in molti casi, diventa infinito 
anche il calore specifico stesso C,. Già partendo da questo fatto, 
sì possono trarre alcune conclusioni circa il comportamento di 
alcune altre grandezze termodinamiche. Partiamo dall'ipotesi che 
diventi infinito il calore specifico stesso (A. B. Pippard, 1956). 

Il fatto che C, = 7 (0S/0T)p diventa infinito significa che 
l'entropia del corpo può essere rappresentata nella forma 


| = S(T,P- P.(T), 
d 


ve Pz: è, (7) è l'equazione dei punti della curva di una transi- 
zione di fase ‘nel piano P, 7; la derivata di questa funzione rispetto 
al suo secondo argomento tende all’infinito per P— P.+>0. Indi- 
cando con l'apice la derivazione rispetto a questo argomento e con- 
servando soltanto i termini divergenti, abbiamo | 


(7) -"# -(7):=(7)=* 
da cui | 
Co=T.5-(F), per T+T,, (148,4) 


cioè il coefficiente di dilatazione termica diventa infinito secondo 
la stessa legge che C,. 

Come è facile vedere, questa conclusione è basata sull’ùguaglianza 
a zero della parte divergente della derivata di S lungo la curva dei 
punti di transizione. È naturale quindi che la formula (148,1) coin- 
cida formalmente con l'uguaglianza (143,10) (ottenuta derivando 
l'uguaglianza AS = 0 lungo la stessa curva), differendosi da essa 
soltanto per l’assenza del segno A. Quindi, per analogia con la 
Jose | 
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(143,9), si può scrivere immediatamente un’altra relazione: 
9V \ __{(8V\ dl. _ €p fdr.\2 
-(P)= (7) er)! 40,4) 
vale a dire che anche la compressibilità isotermica diverge (ma la 
compressibilità adiabatica, in virtù della (16,14), resta finita). 
Per quanto riguarda il calore specifico C,, esso resta finito e, come 
si vede dalla (143,14), non ha salto nel punto di transizione: poiché 
il secondo membro dell’uguaglianza (143,14) è nullo essendo infi- 
nita (0V/0P),, si ha anche AC, = 01). Si può dire lo stesso della 
derivata (0P/0T)y; la sostituzione della (148,2) nella (16,10) mostra 
che sulla curva di transizione 
6P\ _ dPc 
(=> | (148,3) 
Sottolineiamo che i risultati ottenuti sono legati: essenzialmente 
al fatto che i punti di transizione di fase di seconda specie costitui- 
scono un'intera curva nel piano P, 7 (la pendenza di questa curva 
è finita). 
Scriviamo la relazione fra la temperatura e il calore specifico 
nel dominio di fluttuazione nella forma 


| 
Ch o|t17® | (148,4) 
(dove di nuovo t = 7 — 7). Vedremo più avanti in questo paragrafo 
che ci sono motivi per cui si può supporre che i valori dell’esponente & 
siano gli stessi da entrambi i lati del punto di transizione (la stessa 
considerazione si estende agli esponenti che verranno introdotti 
più avanti). È ovvio che i coefficienti di proporzionalità nella 
(148,4) sono invece distinti da entrambi i lati 2). 
La legge secondo la quale il valore di equilibrio del parametro 
d’ordine tende a zero nella fase asimmetrica si scrive 


no (3),  pi>O. / (148,5) 


Per definizione, l’esponente f si riferisce alla fase asimmetrica *). 
Per descrivere le proprietà delle fluttuazioni stesse del para- 
metro n, si introduce l’esponente v che determina la dipendenza 


1) L'impossibilità che C, diverga sulla curva di transiziohe è evidente dal 
fatto che questo condurrebbe all’uguaglianza €, = 7 (dV./d7)? (0P/0V)r 
(cfr. la (143,14)) che è impossibile a priori, poiché C, è positivo e (0P/0V)r 
negativa. Tuttavia il calore specifico C, ha una derivata infinita sulla curva di 
transizione (vedi il problema). 


2) Dato che la quantità di calore CpdT deve essere in ogni caso finita, si 
ha a priori a < 4. Se tende all'infinito non il calore specifico stesso, bensi 
0CplaT, si ha -1<a <0; l’espressione (148,4) determina allora soltanto la 


parte singolare del calore specifico: C, = Cpo + Cp | t17%. 1 
3) Per fissare le idee, supporremo qui e più avanti che alla fase asimmetrica 


corrispondano le temperature t < 0. o 
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| 
del raggio di correlazione dalla temperatura: 


| ro o|t[, v>O, (148,6) 


e l'esponente è che determina la legge di decrescenza della funzione 
di correlazione con la distanza per i = 0: | 

G (r) co r7(4-240), (148,7) 
dove d è la dimensione dello spazio (d = 3 per corpi ordinari). 
L'espressione (148,7) cosi scritta ha lo scopo di dare una definizione 
che si riferisce anche a transizioni di fase di seconda specie nei sistemi 
bidimensionali (d = 2). La legge (148,7) si riferisce anche a valori 
diversi da zero |# |] <« 7., ma soltanto per le distanze r «€ rc. 

Gli esponenti delle potenze nelle leggi (148,4-7) si chiamano 
indici critici. È da sottolineare che l’approssimazione delle ulteriori 
relazioni fra gli indici critici non permetterebbe di distinguere 
i fattori logaritmici da quelli esponenziali. In questo senso, per 
esempio, un esponente nullo può corrispondere al fatto che una 
grandezza tende a un limite costante e che essa aumenta logaritmi- 
camente. 

Per descrivere le proprietà del corpo nel dominio di fluttuazione 
in presenza di un campo esterno È’, si introducono altri indici. In 
presenza di un campo esterno À, si introducono altri indici. In 
questo caso, occorre distinguere i domini dei campi « deboli » da 
quelli « forti » nel senso indicato alla fine del $ 144: , « kh} 0h > hi, 
dove kh; è il valore del campo per cui il parametro Nina — Y# indotto 
dal campo diventa dello stesso ordine che la grandezza caratteristica 
del parametro di ordine spontaneo nspon (t). AI dominio dei campi 
deboli si riferisce l’indice y che determina la legge di variazione 
della suscettività: 


| got, y>0. (143,8) 
Allo stesso dominio si possono riferire anche gli indici introdotti 
sopra: le leggi (148,4-6), determinate per l’ordine zero, si riferiscono, 
ovviamente, anche al caso di campi deboli. 

Per il caso di campi forti introduciamo indici critici che deter- 
minano la dipendenza delle grandezze termodinamiche e del raggio 
di correlazione dal campo: 


| Cook, (148,9) 
nok! (8>0), (448,10) 
recoh*  (u>O0) (148,11) 


(per fissare le idee, poniamo h>0)}). 
1) Alla teoria di Landau corrispondono i seguenti valori degli indici cri- 
tici: | 
| a=0,; f=1/2, y=1, è=3, e=0,u=1/3, v=1/2, &=0. 


sl 
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Il carattere universale delle leggi limite secondo le quali la 
sostanza si comporta nel dominio di fluttuazione nell’intorno del 
punto di transizione di fase di seconda specie nel senso in cui si 
è parlato nel paragrafo precedente comporta la stessa universalità 
degli indici critici. Cosi, c'è da aspettarsi che i loro valori siano 
gli stessi per tutte le transizioni con un cambiamento di simmetria 
che è descritto da un solo parametro d'ordine. 

Gli indici critici sono legati mutuamente da alcune relazioni 
esatte. Parte di queste relazioni è quasi una conseguenza diretta 
delle definizioni dei diversi indici; iniziamo dalla deduzione di 
queste relazioni. | i 

È stato detto al $ 144, che l'inserimento di un campo esterno 
h smussa la transizione di fase secondo un determinato intervallo 
di temperature. Si può valutare la grandezza di questo intervallo # 
a partire dalla suddetta condizione nina (#) — Nspon (t) intendendola 
ora come condizione su ? per % dato. In accordo con la definizione 
(148,5) e con la (148,8) abbiamo 


Mispon Sil, = mina = RE 
e, ‘eguagliando le due grandezze, otteniamo 
|tPtY ok. (148,12) 


D'altra parte, si può valutare lo stesso intervallo di smussamento 
a partire dalla condizione che la parte del potenziale termodinamico 
riferita al campo (—-Vmh) coincida in ordine di grandezza con il 
termine termico; questo ultimo è — {°C,, poiché pd = —T 0D/0T°. 
Da cui ricaviamo |tf |?-*-P co è e, esprimendo À in funzione di. 
t dalla (148,12), otteniamo l’uguaglianza 


a+ 29+y=2. (148,13) 


(J. W. Essam, M. E. Fisher, 1963). I 

Inoltre, utilizziamo la circostanza evidente che nell’estremità 
del dominio di smussamento di transizione (cioè sotto la condizione 
(148,12)) si può esprimere ogni grandezza termodinamica in fun- 
zione della temperatura t o del campo À. Quindi, per esempio, 
abbiamo qui 


noli Li co hi! | 
e, esprimendo in funzione di # mediante la (148,12), otteniamo 
Bo = B+ y | (148,14) 


(B. Widom, 1964). Allo stesso modo, partendo da due rappresenta- 
zioni del calore specifico C,, otteniamo 


e(B+y)=a. (148,45) 
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Le uguaglianze (148,14-15) legano mutuamente gli indici che deter- 
minano la dipendenza delle grandezze termodinamiche dalle tempe 
rature in campi deboli e la loro dipendenza da è in campi forti. 
Un’uguaglianza analoga si ottiene allo stesso modo per gli indici 
che determinano il comportamento del raggio di correlazione!) 


ub+ty)=v (148,16) 


Infine, si può ottenere ancora una relazione maggiorando le 
espressioni nei membri della formula (146,13). In accordo con la 
(146,2) e la definizione (148,8) il quadrato medio della fluttuazione 
in un dato volume V è 


Tr, P 
| ((An)?)v = Di, ot. 


L’integrale della funzione di correlazione è determinato invece dal 
‘dominio dello spazio —rî in cui questa funzione è diversa essenzial- 
mente da zero e, in base alla definizione (148,7), il suo ordine di 
grandezza è cor;(4-2+0. Pertanto la grandezza dell’integrale 
(nello spazio a d dimensioni) è 


corro 4240 pt 0 |p|rre-d. 


Il confronto delle due espressioni conduce alla relazione 
| v(_-0)=7v. | (148,17) 


Abbiamo ottenuto così cinque relazioni che legano mutuamente 
otto indici. Queste relazioni permettono, quindi, di esprimere 
tutti gli indici in funzione di tre variabili indipendenti. 

In particolare, di qui si possono trarre le conclusioni già men- 
zionate circa l’identità dei valori degli indici « di temperatura » 
a, ), v da entrambi i lati del punto di transizione. Infatti, se, per 
esempio, y avesse valori diversi per £ >0 e t <0, dalla (148,14) 
seguirebbe che anche l’indice è dipende dal segno di #. Ma questo 
indice si riferisce a campi forti 4 che verificano soltanto la condi- 
zione kh S hi, indipendente dal segno di ?, e pertanto anch'esso non 
può dipendere da questo segno (lo stesso si può anche dire degli 
altri due indici « di campo » e e u). Dalle relazioni (148,13) e (148,16) 
segue poi l’indipendenza degli indici a e v dal segno di t. 

I risultati ottenuti permettono di trarre alcune conclusioni circa 
le funzioni termodinamiche di un sistema, essendo arbitraria la 
relazione fra t e 4. Illustriamo questo sull’esempio della funzione 


n (£, dh). 


| 1) E da notare che dalle (148,14-16) derivano esplicitamente le relazioni 


Boe = a, féup = v, ev= au. 
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Scriviamo questa funzione nella forma 
__ p1/05( È 
mA (776 i) 


(per P dato). La scelta del primo argomento della funzione f è deter- 
minata dalla condizione (148,12) che distingue i casi di campi deboli 
e forti (in accordo con la (148,14) abbiamo sostituito B + y = {6); 
questo argomento assume tutti i valori da piccoli a grandi. Per 
quanto riguarda l'argomento #, esso è sempre piccolo nell’intorno 
del punto di transizione, e per ottenere il termine principale nella 
funzione m (?, 4), bisogna porre t pari a zero. Otteniamo quindi 
l’espressione | 
1/8 t 
n(i, h)=h (a) , h>0, (148,18) 

dove f è la funzione di una sola variabile indipendente x = #/h!/88, 
L'espressione (148,18) è scritta per 4 >0; data la simmetria del 
sistema rispetto al cambiamento contemporaneo del segno di È 
e di n, la formula per è <O si ricava dalla (148,18) con una semplice 
sostituzione Ah + —hk, n + —n. 

In campi forti (x <« 1) deve verificarsi la legge limite (148,10); 
questo vuol dire che 


f (x) = costante per 7 +0. o (148,19) 


Inoltre, per 4 + 0 il parametro d’ordine è diverse da zero sia per 
t>0 che per t<0 e il punto z=0 non presenta più interesse fisico; 
questo significa che la funzione f (x) è sviluppabile in serie di potenze 
intere di x. | 

In campi deboli, per t <0 il parametro d’ordine si comporta 
secondo la legge (148,5), e per # =>0 deve essere n = yh conv 
dalla (148,8); dalle stesse condizioni troviamo che 


f(2) 0 (—2) ‘per rt+—- 00; f(2) ox per r-+ 00. (148,20) 


Il concetto di campo debole suppone che # +4 0. Per un dato valore 
di t diverso da zero il valore nullo del campo non è un punto singo- 
lare delle funzioni termodinamiche. Pertanto la funzione nm (f, 4) 
per t + 0 è sviluppabile in serie di potenze intere della variabile & 
(e questo sviluppo è diverso per t >0 e per # <0). Ma una formu- 
lazione naturale di questa proprietà richiederebbe di scrivere n (t, h) 
non nella forma (148,18), bensi in termini di una funzione di variabile 
h/tBs, 

Si possono applicare considerazioni analoghe anche alla funzione 
di correlazione delle fluttuazioni del parametro d’ordine. Così, in 
assenza di campo essa dipende, oltre che dalla distanza r, anche 


dal parametro t. Nell’intorno del punto di transizione la funzione 
di correlazione G (r; #) può però essere scritta nella forma 


4 


I TRANSIZIONI DI FASE DI SECONDA SPECIE E FENOMENI indi 535 


cioè mediante una funzione di una sola variabile x = riv. Per x +0 
questa funzione tende a un limite costante (in accordo con la defi- 
nizione (148,7)), e per 7 + co si smorza esponenzialmente, e il 
raggio di correlazione, a seconda della temperatura, segue la legge 
(148,6). | 


| 


PROBLEMA 


Determinare la legge di variazione con la temperatura per # + 0 della 
derivata 9C,/4T se Cp tende all'infinito in accordo con la (148,4) cona > 0. 
n Soluzione. Con maggiore approssimazione che non nelle sia scriviamo 

t>0 


dP, { 9V 
Cp=Tegr (Ft | 


ict a 
0T }p OP rt dT ' T, dP 


SR <> RFI IA, 


dave a, bd sono costanti. Sostituendo queste espressioni nella (16,9), otteniamo 
c vu | 
Se Cp cresce come | t|-®, allora 2C,/07 | t|-0-@. Per t = 0 la funzione 


C, (1) ha un massimo in un punto angolare con la tangente verticale. 


$ 1149. Invarianza di scala i 


| Le relazioni (148,13-17) non sono legate a una determinata ipotesi 
circa il carattere del quadro fluttuazionale nell’intorno del punto 
di transizione'). Ma le conclusioni ulteriori relative agli indici 
critici richiedono già che siano avanzate determinate ipotesi in 
merito. 

È da notare che nella teoria entrano, in generale, due dimensioni 
caratteristiche che determinano la distribuzione spaziale delle flut- 
tuazioni, cioè il raggio di correlazione r, e la dimensione r, di una 
porzione del corpo in cui la fluttuazione quadratica media del para- 
metro d’ordine è paragonabile al valore caratteristico di equilibrio 
dello stesso”). La disuguaglianza (146,14) che garantisce l’applica- 
bilità della teoria di Landau si può scrivere come r. > ro (infatti, 


1) E naturale quindi che tutte queste relazioni siano: soddisfatte: anche 
nella teoria di Landau. o > 

2) Si tratta, ovviamente, della distribuzione soltanto a distanze grandi 
tispetto alle dimensioni atomiche. 
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in accordo con le (146,13), (146,11) abbiamo nel volume V + r? 
((Amn)?)- T./gro e, uguagliando questa espressione alla grandezza 
mn? - a | t |/b, troviamo rr — Tob/ga | t |; il confronto con r. nella 
(146,12) conduce alla condizione (146,15)). Per t+0r, cresce 
più rapidamente che non r., e alla frontiera del dominio di Landau 
essi si eguagliano. Un'ipotesi fondamentale circa un dominio di 
fluttuazione (determinato dalla disuguaglianza inversa alla (146,15)) 
consiste nella assenza in esso, in generale, di un qualsiasi parametro 
piccolo nella teoria. In particolare, deve essere dappertutto rj — rc 
cosicché r. risulta l’unica dimensione a caratterizzare le fluttuazioni. 
Questa ipotesi si chiama ipotesi di invarianza di scala (L. Kadanoff, 
1966; A. Z. PataSinskij, V. L. Pokrovskij, 1966). 

Per la valutazione delle fluttuazioni nel volume V — rî si può 
utilizzare la formula (146,2)!). Sostituendo nella condizione 


TI rt, (149,1) 
il volume V- ri ed esprimendo poi tutte le grandezze Y, rc, n 
mediante le potenze di # in accordo con le definizioni degli indici 
critici, otteniamo l'uguaglianza vd — y = 2f ossia, tenendo conto 


della (148,13). 
vd=2—a. (149,2) 


Aggiungendo questa relazione a quelle ottenute nel $ 148, possiamo 
esprimere tutti gli indici critici già in funzione di:due variabili 
indipendenti?). | | 

La richiesta di invarianza di scala permette di ottenere uniforme- 
mente, in generale, tutte le relazioni fra gli indici critici. A tale 
scopo diamo anzitutto una definizione più formale di questa con- 
dizione. | 

Supponiamo che la scala di tutte le distanze spaziali cambi per 
uno stesso fattore: r + r/u con u costante. Allora l’invarianza di scala 
consiste nell’affermazione che si può cambiare la scala di misura 
delle grandezze #, 4, n in modo tale che tutte le relazioni della 
teoria restino invariate. In altre parole, si possono scegliere in 
questo modo gli esponenti A,, Ax, An (che si chiamano dimensioni 
di scala) nelle trasformazioni | 


t+tudi, h-+hu8, n>+mun per r+>r/u (149,3) 


tali che i fattori in u scompaiano da tutte le relazioni. 


1) Ricordiamo che scritta cosi (espressa cioè in funzione della suscettività x) 
questa formula ha un carattere generale e non è legata alle ipotesi della teoria 
di Landau (vedi la nota alla pag. 518). 

2) Nella teoria di Landau l’invarianza di scala non esiste (e pertanto l’ugua- 
glianza (149,2) non è valida). 


TRANSIZIONI DI FASE DI SECONDA SPECIE E FENOMENI CRITICI 537 
| 


In particolare, un cambiamento di scala spaziale deve condurre 
allo stesso cambiamento del raggio di correlazione delle fluttua- 
zioni (re -+r/u); quindi sarà garantita l’invarianza dell’espres- 
sione asintotica della funzione di correlazione (- exp (—r/r.)). In 
accordo con le definizioni (148,6) e (148,14) per h = 0 il raggio di 
correlazione èr. = costante #7, e per # = Or. = costante-k-h, 
Eseguendo la trasformazione (149,3) e richiedendo che i coefficienti 
in queste espressioni restino invariati, otteniamo 


A=i, Ap= Ta (149,4) 


Consideriamo, inoltre, la variazione del potenziale termodina- 
mico per una variazione infinitesima del campo ». In accordo con 
la (144,2) abbiamo 


| d@ = —Vndh 


(per # = costante e, come sempre, P = costante). In na trasfor- 
mazione di scala il volume V + V/ut; richiedendo che l’ ‘espressione 
d® resti invariata, cioè che 


Vut.nuòn. dhu®%@ = Vn dh, 
otteniamo 


eda d_i , (149,5) 


Le dimensioni A;, Ax, An sono espresse quindi in funzione dei 
due indici critici p e v. La condizione di invarianza di scala delle 
relazioni ulteriori conduce già all’espressione degli altri indici critici 
in funzione di questi due. 

Richiediamo che siano invarianti le « equazioni di stato » del 
sistema, cioè l’espressione del parametro d’ordine in funzione della 
temperatura e del campo: n= m (t, 4). Questo significa che deve 
essere 


n (tubi, huòr)= un (6, h). | 


iù soluzione di questa equazione funzionale ha la forma 
| 


n(t, k)=h51 v°nt(-- Ta) = RS). (149,6) 


| 
Si possono applicare considerazioni analoghe anche al poten- 
ziale termodinamico © (?, 4) (e più precisamente alla sua parte 
singolare che indicheremo ancora con P). Essendo grandezza addi- 


tiva, il potenziale termodinamico totale del corpo è proporzionale 
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al suo volume. Pertanto la condizione della sua invarianza in una 
trasformazione di scala si scrive come *segue: 


Leo (tubi, hufn)— Lo (tut, hu'/)=© (t, h, 
ud ud 


da cui 


du Î 
© (i, h)=hk°"q9 ( = ). (149,7) 
Le funzioni f e © nelle (149,6-7) sono ovviamente legate mutua- 
mente, poiché —0D/0h = nV. Le espressioni (149,6-7) sono scritte 
qui per & >Q0; data la simmetria dell'operatore di Hamilton efficace 
rispetto alla sostituzione 4 + —h, n + —n, le formule per fl <0 
si ricavano dalle (149,6-7) mediante la stessa sostituzione!). 
Nelle considerazioni ulteriori partiremo dalla formula (149,7). 
Come è stato già detto nei riguardi della (148,18), per un dato 7 
diverso da zero le funzioni termodinamiche non hanno singolarità 
in t e quindi possono essere sviluppate in serie di potenze intere di 
questa variabile. Questo significa che nel caso in cui &a #0et-+0 
la funzione @ (x) nella (149,7) si sviluppa in serie di potenze intere 
della variabile x = #/4*, I primi termini di questo sviluppo danno 


Q (t, nokta gptageto) (149,8) 


dove c,, c, sono dei coefficienti costanti. Richiedendo ora che il 
parametro d'ordine e il calore specifico calcolati come 


EST, ata 


si comportino per t + 0 secondo le leggi n 0 hd e C, 0 h€ (cor- 
rispondenti al caso di un campo forte), otterremo due relazioni fra 
gli indici critici: 


(ad-1)5=1, u(É£—d)=e; 


è facile provare che esse derivano effettivamente dalle relazioni 
già note e ricavate prima con un altro metodo. 

Sia ora t un valore diverso da zero; allora le grandezze termodi- 
namiche non hanno singolarità passando per il valore nullo della 
variabile 4, e la funzione © (t, 4) è sviluppabile quindi in serie di 


1) Ricordiamo ancora una volta che nell’operatore di Hamilton efficace n 
figura come variabile di integrazione continua nell’integrale statistico. Nelle 
formule termodinamiche, invece, con n si intende il valore di equilibrio del 
parametro d'ordine dato dalla derivata @@/ah (0 92/6h) del potenziale termo- 
dinamico determinato in base all’integrale statistico. La simmetria dell’opera- 
tore di Hamilton efficace conduce, ovviamente, alla simmetria analoga nelle 
relazioni termodinamiche. 
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potenze intere di A. Questo significa che per a + 0et #£ 0 lo sviluppo 
della funzione @ (z) in serie di potenze della variabile 1/x = AW/Y/t 
deve avere la forma 


@ (2) co av [1 +e VW + ce -2v/M + .,.}; 


il fattore xY compensa la potenza non intera 494, e la variabile 
dello sviluppo x-‘/ co h. Tuttavia lo sviluppo è diverso per £ >Q0 
e 'per #f <0. Per # >Q il potenziale © (t, k) contiene soltanto le 
potenze intere di %, poiché la derivata —0D/0h = Va deve essere 
(nella fase simmetrica) una funzione dispari di : 


Ooi[1+ozat]. i>0, h+0.| (149,9) 


Per 4 +0 il calore specifico deve comportarsi secondo la legge 
t=*, e il parametro d’ordine secondo la legge n = yh © ht? (cor- 
rispondente al caso di un campo debole); è facile vedere che le rela- 
zioni che di qui si ricavano sono equivalenti a quelle già note. 
Se invece la temperatura # è negativa, lo sviluppo di ® (t, 4) per 
hr 0 contiene tutte le potenze intere di h: 


vd ho h? 
Dim (--t) [+e partarant . 0 .ll 


— i)” 
t<0, h->0' (149,10) 


(con coefficienti c,, c, ovviamente diversi)!). È facile provare che 
per un parametro dell'ordine spontaneo (indipendente da È) si 
ottiene la legge richiesta (—t)f. 

Della trasformazione del raggio di correlazione si è lato sopra. 
Non resta altro che considerare la funzione di correlazione delle 
fluttuazioni del parametro n per z + 0 e richiedere l’invarianza di 
scala dell’espressione 


| G (r)= costante-r-(4-2+%) (£1=0). | 


Occorre ritenere allora che le grandezze fluttuanti n (r) si trasformano 
indipendentemente nei diversi punti dello spazio allo stesso modo 
come il valore medio di n°). Allora la funzione di correlazione si 
trasforma come G-+ Gun, e si ottiene la condizione 


d+2-£= 2 (449,11) 


1) Se la (149,10) si riferisce, per esempio, a campi 4% > 0, la formula per 
h<0 si ottiene da essa mediante la sostituzione % + —h. Ricordiamo (vedi 
$ 144) che per t < 0 gli stati nei campi di segno contrario si riferiscono alle 
« fasi » fisicamente identiche che si distinguono per il segno del parametro d'ordi- 
ne (sia spontaneo che indotto dal campo); per 4 + 0 queste due fasi si trovano 
in mutuo equilibrio. 

2) È importante che si tratti di distanze r, piccole rispetto al raggio di 
correlazione, ma grandi, fra l’altro, rispetto alle distanze interatomiche. 
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Questa relazione è la conseguenza di quelle già note. 

Per concludere, ci soffermiamo sui valori numerici degli indici 
critici. Dai dati sperimentali e dai risultati di calcoli numerici 
risulta che (nel caso tridimensionale) gli indici a e è sono sufficien- 
temente piccoli: a — 0,1, $- 0,05. Nella prima riga della tabella 
riprodotta sotto sono dati i valori degli altri indici che si ottengono 
ponendo a = è = 0 (d = 3). Nella seconda riga sono dati i valori 
che si ottengono accettando per a e-C la loro maggiorazione secondo 
il metodo di Wilson menzionato al $ 147 (per transizioni che vengono 
descritte dall’operatore di Hamilton efficace (147,6) con un para- 
metro d'’ordine)!) i 


a _ è  vyv è e un »v è 
00 1/3 4/3 5 0 2/5 2/3 00 (149,12) 
0,08 0,33 1,26 4,8 0,05 0,40 0,64 0,04 


$ 150. Punti isolati e punti critici di una transizione continua 


Separando le fasi di simmetria diversa, la curva (sul diagramma 
P, 7) di transizioni di fase di seconda specie non può, ovviamente, 
terminare semplicemente in un certo punto. Essa può tuttavia tra- 
sformarsi in una curva di transizioni di fase di prima specie. Il punto 
in cui una curva si trasforma in un'altra si può chiamare punto 
critico delle transizioni di fase di seconda specie; in un certo senso, 
questo punto è analogo a un punto critico ordinario (il punto X 
nella fig. 66; in questa e nelle figure successive le curve continue 
e le curve tratteggiate rappresentano, ri- 
spettivamente, curve dei punti di transizio- 
ni di fase di primaedi seconda specie)?). 

Nell’ambito della teoria di Landau le 
proprietà di una sostanza nell’intorno di un 
tale punto possono essere studiate con lo 
stesso metodo di sviluppo in serie di potenze 
del parametro d’ordine esposto al $ 143 
(L. D. Landau, 1939). 
| Nello sviluppo (143,3) il punto critico è 

Fig. 66 determinato dall’uguaglianza a zero dei 

due coefficienti A (P, 7) e B(P, 7) 

(finché A = 0 e B >Q, abbiamo a che fare con una transizione 
di seconda specie, cosicché la curva di queste transizioni termina 
soltanto laddove B cambia di segno). Perché il corpo sia stabile nel 


1) Ricordiamo che secondo la maggiorazione ottenuta con questo metodo 
l'indice a passa per lo zero, ci ia il parametro d'ordine ha due componenti, 
e diventa negativo quando il numero di componenti è maggiore di due (per 
gli operatori di Hamilton efficaci dipendenti soltanto dalla somma dei quadrati 
n° = î n2 + e. .). . 

2) Nella letteratura questo punto si chiama anche punto tricritico. 
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punto di transizione è necessario che scompaia identicamente un 
termine del quinto ordine!) e che sia positivo un termine del sesto 
ordine. Partiamo quindi dallo sviluppo 


®(P,T,n)=®(P, -+A(P, 7) + 
+B(P, 1)y5+D(P,T)mf, (450,1) 


i 
e nel punto critico abbiamo Acer = 0, Ber =00, Dar >O. 
Nella fase asimmetrica la minimizzazione del potenziale ter- 
modinamico dà 


= — B+V B®— 3AD]. (150,2) 


Per l’entropia S = —@©D/07 di questa fase abbiamo, omettendo 
i termini di potenza superiore in n: S= Sq — an”, dove a = 
= 0A/9T. Derivando ancora una volta, troviamo il calore specifico 
dove è scritto soltanto il termine nel quale il denominatore si annulla 
nel punto critico. 


= Ta? | 
ra 7, i AS) 


Introduciamo la temperatura 7, = 7 (P) per la quale B? — 
— 3A4D = 0; è evidente che per P = Pxr7, coincide con Tor 
Il primo termine dello sviluppo di 8? — 3AD in serie di potenze 
diT_- T, è 


B?-3A4D= —3aDy (T_T). (150,4) 
Nell’intorno del punto critico la differenza 7, (P)— 7, (P)è un 


infinitesimo del secondo ordine; infatti, per YT = 7. (P)siha A=0 
e pertanto la differenza è 


B2 | 


To (P)_To(P)= —zD (150,5) 
cioè per P + P.; essa tende a zero come B?. 
| Sostituendo la (150,4) nella (150,3), troviamo 
T%a3 \1/2 1 
Co=(T0)a VREF (150,6) 


(con la stessa approssimazione si può prendere il coefficiente in 
questa formula per 7. anziché per 7). Il calore specifico della 
fase asimmetrica cresce quindi avvicinandosi al punto critico come 


(T, — T) 2. 


| 1) Cioè è impossibile comporre invarianti del quinto ordine mediante i 


parametri n, Na+.. | 
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Per gli stati sulla curva stessa di transizioni di seconda specie 
abbiamo, ponendo nella (150,3) A = 0 (0 sostituerido la (150,5) 
nella (150, 6)), 


Ter 
CO=. (150,7) 
La grandezza B si annulla nel punto critico e nel suo intorno è propor- 
zionale a T — Ter (0 a P— Por) 

Determiniamo ora il calore specifico della fase asimmetrica 
sulla curva di transizioni di prima specie, ma sempre nell’intorno 
del punto critico. Nei punti di questa curva si trovano in mutuo 
equilibrio due diverse fasi: simmetrica e asimmetrica. Il valore 
del parametro n nella seconda fase è dato dalla condizione di equili- 


brio D (mn) = D, e deve essere contemporaneamente 0D/0n = 0. 
Sostituendo ® dalla (150,1), si ottiene 


A+ Ba +Dnt=0, A + 2Bn? + 3Dy = 0, 


da cui 
B 
n= — °D (150,8) 
e sostituendo di nuovo questa espressione nell'equazione ® (n) = Dy, 
si ottiene 
4AD = B?, (150,9) 


È l’equazione della curva di transizioni di prima specie. 
Il calore specifico della fase asimmetrica su questa curva si 

ottiene sostituendo semplicemente la (150,9) nella (150,3): 
CD Terder | 


ca (150,10) 


Confrontando con la (150,7), si vede che il calore specifico sulla 
curva di transizioni di prima specie è il doppio del calore specifico 
sulla curva di transizioni di seconda specie essendo la stessa la 
distanza dal punto critico. Il calore di transizione dalla fase asim- 
metrica in quella simmetrica è 


a=Ter (S-S)= (55 ) BI (150,14) 


Mostriamo ancora che la curva di transizioni di prima specie 
si congiunge nel punto critico con la curva di transizioni di seconda 
specie senza rottura. Sulla prima curva la derivata d7/dP è deter- 
minata dalla condizione 


2D dA + 24 dd —BdB=0 


che si ottiene derivando l’equazione (150,9). L'equazione della 
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curva di transizioni di seconda specie è A = 0, cosicché d7/dP 
è determinata dalla condizione dA = 0. Ma nel punto critico A = 0, 
B=0, e le due condizioni coincidono, cosicché d7/dP non ha 
salto. Analogamente si può vedere che la derivata seconda d°7/dP* 
subisce un salto. 

Sappiamo già che la teoria di Landau sulla quale sono basate le 
conclusioni qui esposte è inapplicabile in prossimità della curva 
di transizioni di seconda specie. È da notare, però, che le condizioni 
di applicabilità di questa teoria migliorano avvicinandosi al punto 
critico, il che si vede già dalla disuguaglianza (146,15) in cui come 
secondo membro entra B. È ovvio che l’uguaglianza a zero di B 
non significa che le correzioni di fluttuazione siano assenti completa- 
mente nel punto critico. Risulta tuttavia che questa uguaglianza 
a zero implica la scomparsa di correzioni principali (esponenziali) 
in prossimità della curva di transizioni. Le correzioni restanti hanno 
un carattere logaritmico e fanno si che i risultati della teoria flut- 
tuazionale differiscono dai risultati della teoria di Landau soltanto 
per potenze del logaritmo della distanza dal punto critico. In parti- 
colare, d47/dP è sempre continua nel punto critico. 

Soffermiamoci poi (sempre nell’ambito della teoria di Landau) 
su alcune proprietà dei punti di intersezione delle curve di transi- 
zioni di fase di prima e di seconda specie. 

La simmetria della fase asimmetrica in una transizione di fase 
di seconda specie è determinata (come è stato mostrato al $ 145) 
dalla minimizzazione dei termini del quarto ordine nello sviluppo 
di D come funzioni dei coefficienti y; = n;/n. Ma questi termini 
dipendono anche da P e da 7, e pertanto può risultare che in diversi 
punti della curva di transizione la fase asimmetrica ha una simmetria 
diversa. In questo caso, abbiamo a che fare con l’intersezione della 
curva di transizione di seconda specie (la curva AC nella fig. 67) 
con la curva di transizione di prima specie (la curva BD). Il domi- 
nio I è la fase simmetrica, e i gruppi di simmetria delle fasi II e III 
sono sottogruppi del gruppo di simmetria della fase I. Tuttavia 
essi non sono, in generale, sottogruppi reciproci e pertanto la curva 
BD che separa queste fasi è la curva di transizione di prima specie. 
Nel punto B tutte e tre le fasi sono identiche!) 

Nella fig. 68 è rappresentato il tipo possibile di intersezione di 
più curve di transizioni di seconda specie. Se I è la fase più simme- 
trica, allora i gruppi di simmetria delle fasi II e III sono sotto- 
gruppi del gruppo di simmetria della fase I. Il gruppo di simmetria 
della fase IV è un sottogruppo contemporaneamente dei gruppi di 
simmetria delle fasi II e III?). I | 


‘ 1) Le correzioni di fluttuazione possono, probabilmente, condurre alla 

comparsa nel punto 8 di una singolarità: punto angolare delle curve AB e CB. 

2) Il punto di intersezione nella fig. 67 si chiama nella letteratura punto 
bicritico, e quello nella fig. 68 punto tetracritico. 
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Infine, resta da considerare il caso in cui i termini del terzo 
ordine nello sviluppo del potenziale termodinamico non si annullano 
identicamente. In questo caso, la condizione di esistenza del punto 
di transizione di fase continua richiede che si annullino assieme 
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“- 
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ai coefficienti A (P, 7) anche i coefficienti .C, (P, 7) negli inva- 
rianti del terzo ordine nello sviluppo (145,6). È evidente che questo 
è possibile soltanto se esiste in tutto un solo invariante del terzo 
ordine; in caso contrario, si otterrebbero più di due equazioni per 
due variabili P e 7. In presenza di un solo invariante del terzo ordine 
le due equazioni A (P, T)=0 e C(P, 7)=0 determinano le 


I 


II 


a) 
Fig. 69 


coppie corrispondenti dei valori P, 7, cioè i punti di transizione 
di fase continua sono dei punti isolati. 

Essendo isolati, questi punti devono essere disposti in modo 
determinato sull’intersezione delle curve (nel piano P, 7) di tran- 
sizioni di fase di prima specie. Poiché tali punti isolati di transizione 
continua non sono stati ancora osservati sperimentalmente, non 
faremo qui uno studio particolareggiato e ci limiteremo soltanto 
ad indicare i risultati!). 


1) Vedi L. D. Landau, ZETF 7,19 (1937) (Opere scelté, articolo 29, 
Pergamon Press, 1965). 
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Il tipo più semplice è rappresentato nella fig. 69,a. La fase I 
gode di una simmetria più alta, e le fasi II e III di quella più bassa; 
la simmetria delle fasi II e IIIl è la stessa, e queste fasi si distinguono 
soltanto per il segno di n. Nel punto di transizione continua (il punto 
O nella fig. 69) tutte e tre le fasi diventano identiche. 

Nei casi più complicati, nel punto di transizione continua sono 
in contatto due (come nella fig. 69, bd) o più curve di transizioni 
di fase di prima specie. La fase I è la più simmetrica, e le altre sono 
meno simmetriche; la simmetria delle fasi II e III (edelle fasi IV e V) 
è la stessa, e queste fasi si distinguono soltanto per il segno di n. 


$ De Transizione di fase di seconda specie in un reticolo a due dimen- 
sioni 


L’impossibilità di dare una definizione teorica degli indici critici 
in forma generale conferisce un interesse particolare allo studio del 
modello semplice che permette di ottenere una soluzione analitica 
esatta del problema di una transizione di fase di seconda specie. 
Questo è un determinato modello di un reticolo bidimensionale 
per il quale il problema della transizione di fase è stato risolto per 
la prima volta da L. Onsager (1944). 

Il modello in esame è un reticolo piano quadrato composto 
di N nodi in ciascuno dei quali si trova un « dipolo » il cui asse 
è perpendicolare al piano del reticolo. Il dipolo può avere due orien- 
tazioni opposte, cosicché il numero totale di configurazioni possibili 
di dipoli nel reticolo è pari a 2N2). Per descrivere le diverse confi- 
gurazioni, procediamo nel seguente modo. Facciamo corrispondere 
a ciascun nodo del reticolo (con coordinate numeriche intere £, /) 
la variabile cy, che assume due valori +4, corrispondenti a due 
orientazioni possibili del dipolo. Se si tiene conto soltanto dell’in- 
terazione fra dipoli vicini, l’energia della configurazione può essere 
scritta nella forma 


L 
| E(0)=-I D (0014 +09) (151,1) 


L è il numero di nodi nello spigolo del reticolo che supponiamo 
come un grande quadrato; N = L?®). Il parametro J determina 


1) Il metodo iniziale applicato da Onsager era molto complicato. La solu- 
zione del problema è stata successivamente semplificata da alcuni autori. Il 
metodo che sarà applicato più avanti (nel quale sono utilizzate alcune idee di 
M. Kace J. C. Ward, 1952) appartiene a N. V. Vdovicenko (1964). 

2) Nella letteratura questo modello è noto sotto il nome di modello di 
Ising, anche se è stato introdotto originariamente da W. Lenz (1920) e studiato 
n E. Ising (1925) per il caso unidimensionale (in cui non esiste transizione di 
ase). 

3) E ovvio che il numero L è supposto macroscopicamente grande, e nel 
Seguito sì trascurano dappertutto gli effetti ai limiti (legati a proprietà parti- 
colari dei nodi in prossimità dei bordi del reticolo). 


351-264 | 
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l’energia di interazione fra una coppia di dipoli vicini, pari a —J 
e a -+J, rispettivamente, per le orientazioni uguali e opposte dei 
dipoli. Supporremo che J >0. Allora la configurazione « completa- 
mente polarizzata » (ordinata) nella quale tutti i dipoli sono orien- 
tati in uno stesso verso gode di energia minore. Questa configura- 
zione è realizzata allo zero assoluto, e all’aumentare della tempera- 
tura il grado di ordine decresce per annullarsi nel punto di transi- 
piob in cui le due orientazioni di ciascun dipolo diventano equipro- 
abili. 

Per determinare le grandezze termodinamiche, bisogna calcolare 

la somma statistica | 


Z= Mie-E0IT= Y exp (0 d) (08102141 +08104412)), (151,2) 
(0) (O) hi 

estesa a tutte le 2N configurazioni possibili (abbiamo posto 9 = 
= J/T). Osserviamo che 


exp (902,0/,)) = ch 0-+- 00% sh0= ch 0(1-4- 07:08 th 0), 


ed è facile convincersene sviluppando i due membri dell'uguaglianza 
in serie di potenze di 0 e tenendo conto che, per ogni £, si ha gi; = 
= 1. Pertanto l’espressione (151,2) si può riscrivere come segue: 


Z=(1-x2) NS, (151,3) 


dove 


L 
S 23 IL, (14-202:01141) (14- 202102411) (151,4) 
| 
e si è posto 7 = th0. I 
Nella (151,4) sotto il segno di somma figura un polinomio nelle 
variabili x e 0x,. Poiché ogni nodo (k, 2) è legato a quattro nodi 
vicini, le potenze di ciascuna 0%, possono assumere nel polinomio 
valori da 0 a 4. Dopo la sommatoria su tutte le ox, = 4-4 i termini 
contenenti le potenze dispari di cx, si annullano, cosicché un contri- 
buto non nullo sarà dato soltanto da termini contenenti le potenze 
0, 2e 4 di 0,,. Poiché of, = og, = 0% = 4, ogni termine del poli- 
nomio contenente tutte le variabili 0, a potenze pari darà un contri- 
buto alla somma, proporzionale al numero di configurazioni to- 
tale 2%, 
A ciascun termine del polinomio si può far corrispondere univo- 
camente un insieme di linee (« legami ») congiungenti alcune coppie 
di nodi vicini del reticolo, Cosî, ai grafici rappresentati nella fig, 70 
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corrispondono i seguenti termini del polinomio: | 


a) L10841, 10844, 1-19 

b) e°0H0%+1, 10%+1, 1-10%,1-40%, 1-20£-1,1-10%-1,1-2; 

c) 200810841, 10841, o 10%, Î- 108-2, 1-108-1, i 10k-1, 1-20%-1, 1-3 XK 
I Xok_2, 14308-2, 1-2. 


A ciascuna Jinea del grafico corrisponde il fattore x, e a ciascun suo 
estremo il fattore 07%,. 

Il fatto che un contributo non nullo alla somma statistica pro- 
viene soltanto dai termini del polinomio contenenti tutte le 07, 
a potenze pari significa geometricamente che in ciascun nodo del 


a) b) c) 
‘6 © ° ® -@ ) è ® È. ® ® ® ©. @ @ 
KL Keyl AL kell kl kell 
i) @ ® o. ® i) . D) 
k-31-1 |k01 k-2,11 k-101 
alla ° pet I KI RAI-1O 
k+],L-] Da À k-20-2 , / 
i) (I ® ) ® 0 . © ® 


® ® î 

102 kt RELI-2 
k-1,0-2 k, 1-2 uns 

® ® ° ® ® ® 


k-1,1-3 
o oe. 0 o èe0 o. 


Fig. 70 
| 
grafico devono terminare o 2 o 4 legami. In altre parole, la somma- 
toria è estesa soltanto a grafici chiusi, essendo ammissibile un’auto- 
intersezione nei nodi (come nel nodo (k, ! — 1) nella fig. 70, bd). 
La somma $S può quindi essere scritta nella seguente forma: 


| S=2N 3 gr, i (151,5) 
È Tr 
dove g, è il numero di grafici chiusi (« maglie ») composti di un 
numero (pari) r di legami; ogni grafico a più legami (come quello 
della fig. 70,c) viene considerato come uno solo. . | 

Il calcolo ulteriore va eseguito in due tappe: 1) la somma sui 
grafici di un dato tipo si trasforma in una somma su tutti i grafici 
chiusi (maglie) possibili, 2) la somma ottenuta si calcola analoga- 
mente al problema del « viaggiatore errante » per un punto del 
reticolo. 

Considereremo ogni grafico come un insieme di una o più maglie. 
Per i grafici senza autointersezione una tale rappresentazione è evi- 
dente; per esempio, il grafico della fig. 70, c è un insieme di due 


30f 
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maglie. Per i grafici con autointersezione una tale decomposizione 
è non univoca; una stessa figura può essere composta di un numero 
diverso di maglie a seconda del modo in cui è stata costruita. 
Questo è illustrato dalla fig. 71 che dà tre modi di rappresentazione 
del grafico della fig. 70, d in forma di una o due maglie senza autoin- 
tersezione o in forma di una maglia con autointersezione. Analoga- 
mente si può passare in tre modi diversi ogni intersezione su grafici 
più complicati. | 

È facile vedere che la somma (151,5) si può e a tutti gli 
insiemi possibili di maglie se, cacolando il numero di grafici g,, 
ciascuno di essi è preso con il segno (—1)”, dove n è il numero totale 


melegieginisto 


Fig. 71 Fig. 7 


di autointersezioni nelle maglie del dato insieme. Infatti, con un 
tale calcolo tutti i termini superflui della somma scompaiono auto- 
maticamente. Cosî, i tre grafici della fig. 74 entreranno rispettiva- 
mente con il segno +, +, —, cosicché due di essi si elideranno 
reciprocamente e resterà, come doveva, un solo termine nella somma. 
Nella nuova somma figureranno anche i grafici con « legami ripetuti» 
di cui un esempio semplice è rappresentato dalla fig. 72, a. Questi 
grafici fanno parte dei grafici inammissibili (ad alcuni nodi con- 
verge un numero dispari di legami: tre), ma, come c’era da aspet- 
tarsi, essi scompaiono dalla somma: costruendo maglie corrispon- 
denti a un tale grafico, ogni legame comune può essere percorso 
in due modi, e cioè senza intersezione (come nella fig. 72,5) o con 
autointersezione (fig. 72, c), e gli insiemi delle maglie ottenute 
entreranno nella somma con segno contrario e si elimineranno 
reciprocamente. Inoltre, si può fare a meno della necessità di tener 
‘conto esplicitamente del numero di intersezioni, se si utilizza la 
proprietà geometrica ben nota: l’angolo di rotazione totale della 
tangente durante l’aggiramento di una maglia piana è pari a 2n (/4+-1) 
dove / è un intero (positivo o negativo) la cui parità coincide con 
quella del numero v di autointersezioni della maglia. Quindi, se 
a ciascun nodo nella maglia (con un angolo di rotazione in esso 
= 0, +n/2) si fa corrispondere il fattore e'9/2, dopo l’aggira- 
mento di tutta la maglia il prodotto di questi fattori darà (—1)Y*. 
Per un insieme di pit (s) maglie si otterrà il fattore (—1)"*", dove 


n= dv. ! 
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Quindi, si può non tener conto del numero di intersezioni se si 
prende ciascun nodo nella maglia con un peso e'?/2 e se si introduce 
per tutto il grafico (insieme delle maglie) ancora il fattore (—1)° 
(per compensare lo stesso fattore (—1)"**). 

Indichiamo con f, la somma su tutte le maglie solitarie di lungezza 
r (cioè composte di r legami), ciascuna maglia entra con un fattore 
e'9/2 per ciascuni nodo. La somma su tutte le coppie di maglie con 
il numero totale r di ua sarà 


di ff, 


ripbre=f 


(il fattore 1/2! tiene conto del fatto che in una permutazione degli 
indici r, r, si ottiene la stessa coppia di maglie), e analogamente 
per una terna di maglie, ecc. La somma $S assume quindi la forma 


S=V(-1°4 di + cui frgenotey 


s=0 raro... .=i 


Poiché S comprende gli insiemi di maglie con una lunghezza 
qualsiasi r, + r, +..., nella somma interna i numeri rj, ra, .. 
assumono indipendentemente tutti i valori da 1 a 00!). Pertanto 


Dot t,da=(Y Sf) 


Ti,.. . uf r=1i | 


e S si riduce alla forma 


S=exp(— 2 fr). | (451,6) 


Qui termina la prima tappa. del calcolo. 

Per il seguito è opportuno legare a ciascun nodo del reticolo 
quattro direzioni d’uscita possibili enumerandole con un indice 
speciale v = 1, 2, 3, 4, per esempio, secondo la regola 


2 
wai 
Y 
4 


Introduciamo la grandezza ausiliaria W, (X, l, v) che è la somma 
su tutte le transizioni possibili di lunghezza r che congiunge un 
nodo iniziale dato £o, lo, vo con il nodo È, Z, v (come sempre, 
ciascun legame entra con il fattore e'?/2, dove q è il cambiamento 


1) Le maglie con un numero di nodi maggiore di N non danno un contributo 
alla somma in quanto contengono necessariamente legami ripetuti. 
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di direzione passando al legame seguente); l’ultimo passo che conduce 
al nodo È, l, v non deve essere 2 dalla direzione indicata 
con la freccia v!). Cosî definita W, (Xo, lo, Vo) è la somma su tutte 
le maglie uscenti dal punto %y, lo nella direzione vy e tornanti allo 
stesso punto. È evidente che 


= Di Wi. (kol vg). (454,7) 
holovo 
Infatti, a secondo e a primo membro figura la somma su tutte le 
maglie solitarie, ma in VW, ciascuna maglia entra 2r volte, poiché 
questa maglia può essere aggirata in due direzioni opposte e si rife- 
risce a ciascuno dei suoi r nodi presi come punti iniziali. 
Dalla definizione di W, (X, l, v) derivano le relazioni ricorrenti 
seguenti: 


in 
W,4s(k, 1, 1)=>W,(k-1,1,1)4e 4W,.(k1-—1,2)+0+ 


in 
| tetW,(k, 144,4), 
(I 
W,4 (k,1,2)=e 4 W.(£k-1,1,1)+W,(k, 1-1, 2)+ 


se TW, (k41, 1,3) +0, (151,8) 
Wi, (k, È, 9)=0+e TW, (k, 1-1, + Wr (644, l, day 
peo & a Wi (ke, 141, 4), 


in 
Wi (k, 1, ia È W.(k—1,1,1)+0-+e#W,(kK+4,1,3)+ 
+ W, (k, 141,4). 


Il modo in cui sono costruite queste relazioni è evidente; così, si 
può arrivare al punto È, /, 1 eseguendo l’ultimo (r + 1)-esimo passo 
da sinistra, dal basso o dall’alto, ma non da destra; i coefficienti 
di W, provengono dai fattori e'?/2, 

Indichiamo con A la matrice dei coefficienti del sistema di 
equazioni (151,8) (con tutti i X, /) scritte nella forma 


Wiry(k, L, wv)= DI A(kv|k'Vv)W, (48, dd 
kh'l'v' . 


Il modo in cui sono costruite queste equazioni permette di far cor- 
rispondere a questa matrice l’immagine di un punto «errante » 
passo a passo nel reticolo con una « probabilità di transizione » 


1) E ovvio che le W, (k, l, v) dipendono, di fatto, soltanto dalle differenze 
k «TAR ko» ì a ly 
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in un passo da un nodo all’altro, uguale all'elemento corrispondente 
della matrice A; i suoi elementi sono, di fatto, diversi da zero soltanto 
quando £% o / varia di 0 o di +1, vale a dire che per ogni passo il 
punto attraversa solo un legame. È evidente che la « probabilità di 
transizione » di lunghezza r sarà determinata dalla matrice A’. 
In particolare, le componenti diagonali di questa matrice danno la 
« probabilità» del punto di tornare al nodo di partenza dopo aver 
aggirato la maglia di lunghezza r, cioè che esse coincidano con le 
W. (ko, lo, vo). Pertanto 


TrA"= M W- (ko, lo, Vo). 


Rolovo 


Confrontando con la (151,7), otteniamo 


1 1 r 
f= 1 N=5 2 dis 
î 


dove À; sono gli autovalori della matrice A. Sostituendo questa 
espressione nella (151,6) e cambiando l’ordine della sommatoria 
su i e sur, otteniamo 
S=e se: SE "Map = 
=expi-3Y Y 72 )= 


i r=1 


— exp {5 Fln(i —zh;)} = IIVi=zk. (154,9) 


La matrice A è facilmente diagonalizzabile rispetto agli indici 
k, l mediante il passaggio a un'altra rappresentazione con l’aiuto 
della trasformazione di Fourier: 


Di cl (pk-+-9D) 
W.(p, 9, v)= di e È W, (k, 1, v)«. (154,10) 
h, 1=0 | 
Passando in entrambi i membri delle equazioni (151,8) alle com- 
ponenti di Fourier, ciascuna delle equazioni conterrà W, (p, g, v) 


soltanto con gli indici uguali p, g, vale a dire che la matrice A 
è diagonale rispetto a p, g. Per p, q dati i suoi elementi sono 


eP ate 0 ‘ae 
aeP e ate 0 
0° ae? eP a!e! 


ate? 0° ae? e 


A (pgv| pgv*) = 


L) 


dove a = eiît/i, g = e2Ni/L, 
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Per p, q dati un calcolo semplice dà 
4 


Il ((-2%)= 


4 
— Det (Sy —zAyy) = (1+22)?—22 (1-22) (005 SP 4 cos HMI). 


Di qui in accordo con le (151,3) e (151,9) otteniamo finalmente la 
somma statistica 


L 
Z=2N(1-22)N ]] [(1+29)?—22 (1-22) x 
P, 9=0 


x (cos 212 4 cos 201) 4, (454,14) 


Il potenziale termodinamico è!) 
D= —TlnZ=-NTln2+NTln(1-x2)— 


L 
—3T Di In {(14+-x2)?—2z (1— 22) (cos SFP + cos 2r1q )] 


CL 
P, g=0 
o, passando dalla sommatoria all’integrazione, 
D= —NTn2+NT ln (1-22) — 


NT 


—3o | \ In [{(14-x2)?—2r(1T— 22) (coso, + cos 0)] do, do, 


2 
-0 
(154,12) 


(ricordiamo che x = th (J/7)). 

Passiamo allo studio di questa e pressione. La funzione ® (7) 
ha un punto singolare per il valore di x per cui l'argomento del 
logaritmo sotto il segno di integrale può annullarsi. Come funzioni 
di ©,, ©, questo argomento è minimo per cos ®, = cos 0g = 1, 
ed è uguale a 


(1+ 22)? 4r(1-22)=(r2+2x— 1). 
Questa espressione ha un minimo, in cui essa si annulla, soltanto 
per un valore (positivo) £ = zx. = V2— 41; la temperatura cor- 
rispondente 7. (th 3 = %c) sarà il punto di transizione di fase. 
c 


1) Nel modello in esame la temperatura incide soltanto sull'ordine dell’orien- 
tazione dei dipoli e non sulla distanza fra essi (il « coefficiente di dilatazione 
termica » del reticolo è nullo). In questo caso non è importante se si tratti del- 
l'energia libera o del potenziale termodinamico. 


TRANSIZIONI DI FASE DI SECONDA SPECIE E FENOMENI [CRITICI 553 


Lo sviluppo di © (#) in serie di potenze di { = 7 — 7. nel- 
l’intorno del punto di transizione contiene, oltre a una parte regolare, 
anche un termine singolare. Ci interessa qui soltanto questo ultimo 
(la parte regolare sarà semplicemente sostituita con il suo valore 
per t = 0). Per trovare questo termine, sviluppiamo l’argomento 
del logaritmo nella (151,12) nell’intorno del suo minimo in serie 
di potenze di @,, 0, et, e dopo questa operazione l’integrale diventa 


QI 
| | In [ct + cs (02 + 02)] do, dos, 
0 


dove cj, c, sono costanti. Integrando troviamo finalmente che nel- 
l’intorno del punto di transizione il potenziale termodinamico ha la 


forma 
On2at+35b(T_-Tn|T--T.l, (151,13) 


dove a, b sono altre costanti (b >0). Il potenziale stesso è continuo 
nel punto di transizione, e il calore specifico diventa infinito secondo 
la legge 


Ca-bT. InlT—-T.|, (151,14) 


simmetrica da entrambi i lati del punto di transizione. 

Nel modello in esame da parametro d’ordine n funge il momento 
di dipolo medio in un nodo (polarizzazione spontanea del reticolo), 
diverso da zero sotto il punto di transizione e nullo sopra il punto. 
Si può anche determinare la dipendenza di questa grandezza dalla 
temperatura; nell’intorno del punto di transizione il parametro 
d’ordine tende a zero secondo la legge 


m=costante (7, — T)1/8 (151,15) 


(L. Onsager, 1947)}). 

La funzione di correlazione è definita come il valore medio 
del prodotto delle fluttuazioni del momento di dipolo in due nodi 
del reticolo. Il raggio di correlazione risulta tendente all’infinito 
per T + 7. secondo la legge 1/ | 7 — 7. |, e nel punto stesso 7 = 
= T, la funzione di correlazione decresce con la distanza secondo 


la legge 
(Aon1A0mn) 0 [(kK —m)?+(1—n)?]-1/8. 
Questi risultati, cosi come i risultati della soluzione del pro- 


blema delle proprietà dello stesso modello nel campo esterno, dimo- 
strano che il suo comportamento nell’intorno del punto di transizione 


1) Il metodo relativamente semplice di soluzione di questo problema è 
dato da N. V. Vdovicenko, ZETF 48, 526 (1965). 
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di fase soddisfa le condizioni dell’ipotesi di invarianza di scala, 
Allora gli indici critici assumono i seguenti valori: 


a=0,8=1/8, y= 7/4, 6=15, e=0, (451,16) 
p= 8/45, v= 1, TA 


(l'indice $ è determinato in base alla (148,7) con d = 2)!). 
| 
$ 152. Teoria del punto critico di Van der Waals 


È stato già rilevato al $ 83 che il punto critico di transizione di 
fase fra liquido e gas è un punto singolare per le funzioni termodina- 
miche della sostanza. La natura fisica di questa singolarità è simile 
alla natura della singolarità nei punti di transizione di fase di 
seconda specie; così come nell'ultimo caso essa è legata a un aumento 
delle fluttuazioni del parametro d’ordine: avvicinandosi al punto 
critico aumentano le fluttuazioni della densità della sostanza. 
Questa analogia nella natura fisica conduce anche ad una deter- 
minata analogia nella descrizione matematica possibile dei due feno- 
meni di cui si parlerà al paragrafo seguente. 

Tuttavia, consideriamo preliminarmente quale premessa indi- 
spensabile una descrizione di fenomeni critici basata sul trascurare 
le fluttuazioni. In questa teoria (analoga all’approssimazione di 
Landau nella teoria delle transizioni di fase di seconda specie) le 
grandezze termodinamiche della sostanza (come funzioni delle 
variabili V e 7) sono supposte prive di singolarità, cioè sviluppabili 
in serie di potenze di piccole variazioni di queste variabili. Tutti 
i risultati ulteriori esposti in questo paragrafo sono quindi conse- 
guenza del solo fatto che la derivata (0P/0V)r si annulla?), 

Esplicitiamo anzitutto le condizioni di stabilità della sostanza per 


OP 
(),=0. (152,1) 
Nel dedurre le disuguaglianze termodinamiche al $ 21 siamo partiti 
dalla condizione (21,1), dalla quale è stata ricavata la disuguaglianza 
(21,2) verificabile per le condizioni (21,3-4). Al caso (152,1), che 
ora ci interessa, corrisponde un caso particolare delle condizioni 
di estremo, quando nella (24,4) figura il segno di uguaglianza: 


8E 602E E \2 
rom ds =0 (152,2) 


1) Ricordiamo (nota alla pag. 528) che in termini degli indici critici ad un 
uumento logaritmico corrisponde l'esponente nullo. 
° —2) Come funzioni delle variabili P, 7 le grandezze termodinamiche hanno 
allora una singolarità, poiché lo jacobiano della trasformazione delle variabili 
0 (P, T)/6 (V, T) si annulla. 
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A seconda dei valori di èS e èV la forma quadratica (21,2) può 
essere ora sia positiva che nulla; pertanto il problema di minimo 
della grandezza E — 7,5 + PV richiede uno studio particolare. 

É evidente che dobbiamo studiare proprio il caso in cui nella 
(21,2) figura il segno di uguaglianza: 


0%E 02E 02E 
gga (05) + 233777 OSSV += (67) =0, (152,3) 


Tenendo conto della (152,2), possiamo riscrivere questa uguaglianza 
come segue: 


1 0%E 02 E 2 1 dE 72 Co 
(705 + SV) =r[0F]=® 07p:=0. 


0°E \ 083 os dV 
0S? 0S? 


L’uguaglianza (152,3) significa quindi che dobbiamo considerare 
le deviazioni dall’equilibrio a temperatura costante ($7 = 0). 
A temperatura costante la disuguaglianza iniziale (24,1) assume 


la forma èF + P 6V >0. Sviluppando $F in serie di potenze 
. 2 
di $V e tenendo conto che è supposto aL AR (T7) y = O, otteniamo 


1 0°P 1 03P 
31 | av? ) + (FI) V+ a 
Affinché questa disuguaglianza sia valida per ogni $V, deve essere!) 
98P_\O BP \ O 
(F7),=% (Fa), <0 048) 


Passiamo ora allo studio dell'equazione di stato della sostanza 
nell’intorno del punto critico. Al posto delle variabili 7 e V è più 
comodo allora utilizzare le variabili 7 e n, dove n è la densità del 
numero di particelle (numero di particelle nell'unità di volume). 
Introduciamo anche le notazioni 


t=T-To, p=P—Pe, n=N—hNer (152,5) 


Con queste variabili le condizioni (152,1) e (152,4) si scrivono 


(-5)-0, (FE),=0. (5),>0 per #90. (152,6) 


Limitandoci ai primi termini dello sviluppo in piccoli # e n 
scriviamo la dipendenza della pressione dalla temperatura e dalla 


1) È da notare che il caso in cui nella (21,3) figura il segno di uguaglianza è 
qui impossibile, poiché sarebbe violata la condizione (21,4). Neanche è possibile 
l'uguaglianza a zero contemporaneamente di ambedue le espressioni (21,3) e 
(21,4): se alle condizioni di uguaglianza a zero di (4P/9V)r e di (9°P/8V?)r si 
aggiunge ancora una condizione, si avranno tre equazioni con due variabili non 
aventi soluzioni comuni. 
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densità nella forma 
p= bt + 2atn + 4B9? (152,7) 


con a, b, B costanti. In questo sviluppo non esistono termini n 
en? in virtù delle due prime condizioni (152,6), e in virtù della 
terza si ha B >Q0. Per t > tutti gli stati di un corpo omogeneo 
sono stabili (non avviene separazione in fasi in nessun punto), cioè 
deve essere (0p/0n); >0 per tutti gli n; ne segue che a >D. Si 
può non scrivere i termini dello 
sviluppo — in? e Pin in quanto 
piccoli rispetto al termine - fn; 
per quanto riguarda il termine 
tn, esso deve essere lasciato poi- 
ché figura nella derivata 


(#), —2at+12Bn?. (152,8) 
che sarà importante più avanti. 

L'espressione (152,7) deter- 
mina le isoterme di una so- 
stanza omogenea nell'intorno del 
punto critico (fig. 73). Queste 
isoterme hanno la forma analoga 
a quella di Van der Waals (fig.19). 
Per ît <0 esse hanno un minimo e un massimo, e alla transizione di 
equilibrio di liquido in gas corrisponde un segmento di retta oriz- 
zontale (AD sull'isoterma inferiore) tracciato in accordo con la con- 
dizione (84,2). ‘Intendendo in questa condizione con V il volume 
molecolare 


Fig. 73 


v=t ati (152,9) 
scriviamo la condizione nella forma 
D ne 
| ndp= | n (2), dn=0. (152,10) 
A ni 


Sostituita nella (152,8) questa condizione conduce ai seguenti valori 
della densità delle due fasi che si trovano in mutuo equilibrio: 


at 
m= —M%=V <p. (152,14) 


Quanto alle densità mn; e n; corrispondenti alle frontiere dei 
domini metastabili (i punti B e C nella fig. 73), esse sono date dalla 
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condizione (0p/on); = 0 da cui troviamo!) 


— at 


m=—-Ma=V x. (152,12) 


La sostituzione (152,11) riduce a zero la somma degli ultimi 
due termini nella (152,7). Pertanto 


p=bt (1<0) (152,13) 


è l'equazione della curva di equilibrio del liquido e del vapore nel 
piano p, t (e pertanto b >0)?). In accordo con l’equazione di Clapey- 
ron — Clausius (82,2), nell’intorno del punto critico il calore di 
evaporazione è 

qrbla a, (152,14) 

CT 

Dalla (152,11) segue pertanto che per t + 0 questo calore tende 
a zero secondo la legge 


asl: (452,15) 


Dalla formula (16,10) segue che nel punto critico, oltre che si 
annulla (0p/0n);, diventa infinito il calore specifico Cp. Tenendo 
conto della (152,8), troviamo che | 


Ci 


STE (152,16) 


In particolare, per gli stati sulla curva di equilibrio abbiamo 
neo V-te pertanto C, 0 (—1). 

Infine, consideriamo nell’ambito della teoria esposta le flut- 
tuazioni della densità nell’intorno del punto critico. Le formule 
indispensabili a tale scopo sono state già ottenute al $ 116, e per 
poterle applicare bisogna stabilire la forma della grandezza AF(0t 
che è la variazione dell’energia libera totale del corpo in una devia- 
zione dall’equilibrio. 

Scriviamo AF, nella forma 


AFio= | (PF) dY, 


dove F è l’energia libera riferita all’unità di volume, e F il suo 
valore medio, costante lungo il corpo. Sviluppiamo # — F in serie 
di potenze della fluttuazione della densità An = n — n (0, che 
è lo stesso, An = n — n) a temperatura costante. Il primo termine 

1) Nella teoria che tiene conto delle singolarità delle grandezze termodina- 
I. sulla frontiera degli stati metastabili, in generale, non esiste nessuna cur- 


_3) Per #t > 0 l'equazione (152,13) determina l’isocora critida, curva di 
densità costante (n = 0) passante per il punto critico. 
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° ® 


dello sviluppo è proporzionale a An e, integrando sul volume, si 
annulla, essendo costante il numero di particelle totale nel corpo. 
Il termine del secondo ordine è 1) i 


1 0%F 1 dP 
3 (SE), (antmzt (£) np 
Oltre a questo termine che si annulla nel punto critico stesso, 
si deve tener conto anche di un altro termine del secondo ordine 
in An, legato al fatto che il corpo è eterogeneo con densità fluttuante. 
Senza ripetere iragionamenti già citati al:f146, indichiamo immedia- 
tamente che questo è un termine quadratico nelle derivate prime 
di An rispetto alle coordinate; in un mezzo isotropo un tale termine 
non può essere altro che il quadrato del gradiente. Otteniamo quindi 
un'espressione della forma?) 
1 ò {.0An \2 | 
AF {{ (3), (Am)? +g (Fr) par. (152,17) 


2ner 


Sostituendo ora Ar nella forma della serie di Fourier (116.9), 
riduciamo questa espressione alla (116,10) con la funzione 


1 To) 2 ne 
p(k)= 7 (37), +2e7=1 (a+ 687°) +2g48 


e dopo, in accordo con la (116,14), troviamo la trasformata di 
Fourier della funzione di correlazione richiesta 


v(k)=-[at+ 687° + gnal@)! (152,18) 


(essendo piccolo il denominatore di questa espressione, si può tra- 
scurare il termine 1 in (vk)).Questa formula è completamente analoga 
alla (146,8). Pertanto la funzione di correlazione v (r) nella rappre- 
sentazione delle coordinate ha la stessa forma (146,11) con il raggio 
di correlazione 


_ Ser 1/2 
Lai ren (152,19) 


In particolare, sulla isocora critica (n = 0): r © 11/8. 


1) Poiché l'energia libera / si riferisce a un dato volume (unitario) della 
sostanza e non a un numero di particelle dato, allora (2F/0n)7 = p. La derivata 
seconda è | 


lea) 
ana JT \@an/jrT n\0on}T 
(Poiche per 7 = costante, si ha du = vdP, dove v= 1/n è il volume moleco- 
are). 

2) Il fatto che AFtot è espressa nella forma dell’integrale di una funzione 
di un punto del corpo (e non di una funzione di due punti, come nell’espressione 
generale (116,8)) è legato all’ipotesi di una variazione lenta di Ar, cioè si con- 
siderano le componenti di onde lunghe delle fluttuazioni delia densità. 
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$ 153. Teoria fluttuazionale del punto critico 


Le formule ottenute al paragrafo precedente permettono di sta- 
bilire una determinata analogia fra la descrizione termodinamica 
delle proprietà della sostanza nell’intorno del punto critico e nel- 
l’intorno dei punti di transizione di fase di seconda specie. 

A tale scopo, considereremo prima, nello spirito della teoria 
di Landau, n non come una funzione di P e 7, ma come una variabile 
indipendente il cui valore di equilibrio si stabilisce minimizzando 
un certo potenziale termodinamico ® (P, T, n). Questo ultimo 
deve essere scelto tale che questa minimizzazione conduca effet- 
tivamente all’equazione di stato esatta (152,7). Questa condizione 
è soddisfatta dall’espressione!) 


O (P, T, n)=® (2, T)+ 7 [—(p—bt)n+am?+ Bn]. (153,4) 


n 


Confrontando la (153,1) con la (144,3), vediamo ora che esiste 
un’analogia fra la descrizione della transizione di fase di seconda 
specie in un campo esterno nella teoria di Landau e la descrizione 
del punto critico fra il liquido e il gas nella teoria di Van der Waals. 
Nel secondo caso, il ruolo di parametro d’ordine è giocato dalla 
variazione della densità della sostanza n=n— rRer, e il ruolo 
di campo esterno dalla differenza 


h=p— bt. = (453,2) 


Se © (t, h) è il potenziale termodinamico del corpo nell’intorno 
del punto di transizione di fase di seconda specie (per un valore 
fissato della pressione ), l’espressione © (t, p — bt) darà la forma 
del potenziale termodinamico della sostanza nell’intorno del punto 
critico. Quanto detto al $ 146 sul modo di passaggio dal potenziale 
®© al potenziale Q si riferisce a tutti i casi, cosicché l’analogia resta 
anche per il potenziale £ nei due problemi. 

È stato mostrato al $ 147 come si può passare dal potenziale 
termodinamico £ nella teoria di Landau all’operatore di Hamilton 
efficace descrivente una transizione di fase nella teoria fluttuazionale 
esatta. Pertanto l’analogia indicata permette di supporre che anche 
le leggi di comportamento delle grandezze termodinamiche nell’in- 
torno del punto critico coincidano (con un appropriato cambiamento 
del significato di n e h) con le leggi limite nel dominio fluttuazionale 


1) Per i ragionamenti ulteriori, il coefficiente inessenziale, che precede la 
parentesi quadra, è scelto tale che dopo la minimizzazione l’espressione (153,1) 
si trasformi in potenziale regolare .D (P, 7). 

Può sembrare strana l'assenza di simmetria rispetto a p e t nella (153,1) 
che si manifesta quando è assente un termine con p nel coefficiente di n?. In 
realtà, il termine contenente n? esiste soltanto se il coefficiente p — dt di n 
è piccolo; in questo caso, possiamo scrivere a uguale diritto atn? 0 apy?/b. 
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della transizione di fase di seconda specie in un campo esterno (descrit- 
to da un solo parametro d'ordine). 

È da sottolineare immediatamente che una tale identificazione 
può avere a priori soltanto un carattere approssimato. Nella teoria 
delle transizioni di fase basata sull’operatore di Hamilton efficace 
(147,6) si verifica una simmetria esatta rispetto alle trasformazioni 
h-> —h, n+- — (legata all’assenza identica del termine del 
terzo ordine —n?). Nella teoria del punto critico, invece, una tale 
simmetria è soltanto approssimata; l'assenza nella (153,4) (e pertanto 
anche nell’operatore di Hamilton efficace) di termini che violano 
questa simmetria è dovuta al fatto che questi termini sono trascurati, 
in quanto piccoli rispetto agli altri termini. Pertanto si può affermare 
soltanto che nei due problemi devono coincidere i termini principali 
nelle relazioni limite"). 

Nella teoria delle transizioni di fase per #é >0 e f == 0 abbiamo 
n= 0, e pert<0ek+0 sono in equilibrio due fasi con i valori 
diversi da zero dei parametri d’ordine n; e n, dove ni = —Ng 
(punti A e A° nella fig. 64,b, pag. 503); l’ultima uguaglianza è una 
conseguenza esatta della simmetria dell’operatore di Hamilton 
efficace indicata sopra. Nel caso del punto critico, a queste proprietà 
corrisponde l’uguaglianza 

p— bi=0. (153,3) 


che determina l’isocora critica (n = 0, cioè n = ner) per è >ÒD, 
e la curva di equilibrio del liquido e del vapore per té < 0. Per quanto 
riguarda l’uguaglianza na = —n;, essa esprime qui la simmetria 
delle curve di equilibrio di fase nel piano #, n e, continuando l’analo- 
gia, possiamo affermare che per t + 0 questi valori tendono a zero 
secondo la legge 


mae — Mo (-df (153,4) 


con gli stessi esponenti che nella (148,5)?. Ma poiché l’invarianza 
dell'operatore di Hamilton efficace rispetto al cambiamento di 
segno di n (per 4 = 0) ha soltanto un carattere approssimato, si 
pone il problema della legge limite di dipendenza della somma 


1) La suddetta analogia non deve, ovviamente, nascondere la differenza 
fisica fra i due fenomeni; nel caso di una transizione di fase di seconda specie 
abbiamo a che fare con l’intera curva dei punti di transizione che separa (nel 
piano P, T) i domini di esistenza di due fasi di simmetria diversa. Il punto 
critico, invece, è un punto isolato (punto finale della curva di equilibrio) nel 
diagramma di fase di due fasi della stessa simmetria. 

2) Qui e più avanti in questo paragrafo, parlando degli indici critici delle 
transizioni di seconda specie, intendiamo valori concreti di questi indici per 
le transizioni descritte da un solo parametro d’ordine e aventi un operatore di 
Hamilton efficace della forma (147,6). 

Alla teoria del punto critico di Van der Waals corrispondono i valori degli 
indici citati nella nota alla pag. 531 per la teoria di Landau. 
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ni + n< dalla temperatura. In base a quanto detto finora si può. 
soltanto affermare che questa grandezza infinitesima è di ordine 
superiore dei termini stessi n, © n2; torneremo su questo problema . 
alla fine del paragrafo. 

Nella fig. 74 è rappresentato il diagramma di fase nel piano n, 
t. Il dominio di separazione in due fasi è tratteggiato, e il suo confine 


Fig. 74 


è determinato da una curva simmetrica, il che corrisponde alla legge 
(153,4). 
Il calore di evaporazione è legato alla differenza n, -- n, dalla 


formula (152,14). Pertanto, per |t | + 0 questo calore tende a zero 
secondo la stessa legge 


quo (-t)f. (153,5) 


L’equazione di stato generale di una sostanza omogenea in tutto 
l’intorno del punto critico (nel piano n, - si può scri vere nella forma 


p_bt-+Inbf(17r TA ). (153,6) 


dove il segno superiore ed inferiore si riferiscono rispettivamente, 
an>0en<0 (5. Widom, 1965). Questa formula corrisponde 
all'eguazione (148,18) della teoria delle transizioni di fase (risolta 
rispetto ad hh). 

Alla funzione f (x) nella (153,6) si riferiscono le stesse considera- 
zioni circa il carattere analitico di cui si è parlato al $ 3° nel caso 
delle transizioni di fase di seconda specie. 

Cosî, per un valore segno di n diverso da zero la variazione di £ 
non comporta un passaggio attraverso il punto critico, e pertanto 
il valore t=0 non è un punto singolare della funzione (153,6), che 
è quindi sviluppabile in serie di potenze intere di t. In altre parole, 


36—2641 
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la funzione f (x) si sviluppa in serie di potenze intere di x. I primi 
termini dello sviluppo sono f(x) 14 %;z, cosicché l’equazione 
di stato assume la forma 


p_tto+InPii+agg+..] per |t|<|n[MA (153,7) 


In 

(il primo termine dello sviluppo corrisponde alla definizione (143,10) 
per il caso di un campo forte nella teoria delle transizioni di fase). 
Nella fig. 74 le curve punteggiate rappresentano le frontiere del 
dominio cui si riferisce questa equazione di stato. In questo dominio 
si possono individuare ancora due casi limite. Se # < p (in partico- 
lare, sull’isoterma critica, cioè sulla curva t = 0), allora si ha 


pio + nf. (153,8) 


Se invece t ‘> p (in particolare, sull’isobara critica, cioè sulla curva 
p= 0), si ha 
to +|mft. (153,9) 


Confrontando la (153,8) con la (153,9), si vede, come si doveva, la 
simmetria fra p e #!). 

Analogamente, per un valore dato di # diverso da zero, il valore 
nullo della variabile n non è un punto singolare. Pertanto, quando 
t>0en +0, la funzione (153,6) è sviluppabile in serie di potenze 
intere di n, e lo sviluppo può contenere soltanto potenze dispari, 
il che è dovuto di nuovo alla simmetria dell’operatore di Hamilton 
efficace rispetto al cambiamento di segno contemporaneamente di 
ne h. Ne segue che?) 


f(x) 288 (ca-.4+c37-384+...) per r-+c0: 


il fattore x elimina la potenza non intera nf, e la variabile dello 
sviluppo è x-f co n. L'equazione di stato assume allora la forma 


p— bt cot*[cm+cnt +...) per t>|n[!? (153,10) 


(si è tenuto conto dell'uguaglianza Bò = B + y(148, 14)). Il dominio 
di applicabilità di questa equazione è rappresentato schematica- 
mente nella fig. 74. Il primo termine dello sviluppo (153,10) corri- 
sponde alla relazione n = yk co ht? della teoria delle transizioni 
di fase in un campo debole. 

Il comportamento delle derivate dei diversi ordini di p rispetto 
a n (per # = costante) dipende dalla direzione (nel piano n, t) in 


1) Pert co nÉ l'argomento della funzione f (x) nella (153,6) è 2 Ot/t 1/ BO < 
< 1, poiché, di fatto, Bò = f + y > 1. Si dimostra cosi che nell'equazione di 
stato (i, 7) è effettivamente possibile il caso in cui t'> p 
2) Il caso di £-» —co è irreale, poiché i valori | n VB<| t| pert<0 
appartengono al dominio di separazione. 
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cui si avvicina al punto critico. Quando si avvicina lungo l’isoterma 
critica (f = 0), la funzione p (n) è data dalla formula (153,8). Il valore 
effettivo dell’indice è è compreso fra 4 e 5. Pertanto lungo l’isoterma 
critica, tende a zero non soltanto (dp/dn);, ma anche le derivate 
di alcuni ordini successivi. 

Quando si avvicina al punto critico lungo una qualsiasi altra 
direzione (non appartenente al dominio di separazione in due fasi, 
cioè lungo i raggi # = costante- | n | con costante >0), si verifica 
la disuguaglianza # > | n |/8 poiché, di fatto, 1/B >1. Dall'equa- 
zione di stato abbiamo allora 


2) of 
(E), 0! -> 0, 


e per la derivata seconda 


Il fattore n/t8 <14, e iY8-+0 poiché, di fatto, y>f. Quindi 
la derivata (92p/dn°); anche tende a zero. 

Il comportamento del calore specifico della sostanza nel dominio 
critico si può esplicitare partendo dalla seguente espressione del 
potenziale termodinamico: 


© (p, )=|h}}-%9 (ie) , h=p—bt (453,11) 


scritta per analogia con la formula (149,7) della teoria delle transi- 
zioni di fase (con una sostituzione identica degli esponenti: dv = 
=2— a, u/v= 1/(B + vy)). Senza ripetere tutti i ragionamenti, 
scriviamo subito (per analogia con le (149,9-10)) le espressioni limite 
indispensabili per il seguito 1): 


D (p, t) co 187% per t>0, k+0, (153,12) 
|Al 


2-0 di. | 
D (P. t) SS (—8) (1 + Tr per 1< 0, h->0. (153,13) 


Derivando due volte le espressioni (153,12), troviamo il calore 
specifico sull’isocora critica (cioè sulla curva p — bt a 0, t>0) 


CS. (453,14) 


1) Ricordiamo che con © si intende qui (come al $ 149) la parte singolare 
del potenziale termodinamico. Essendo una piccola correzione alla parte prin- 
cipale non singolare, essa, al tempo stesso, dà la stessa correzione anche agli 
altri potenziali termodinamici. È da notare che sulla curva di equilibrio di 
fase la grandezza caratteristica di questa correzione è 0 f#*-* (ci serviremo di 
questa osservazione al $ 154). 


36* 
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Poiché la derivazione per 4 = 0, t >Q0 significa una derivazione 
per n = 0, questo è un calore specifico a volume costante. Quindi, 
il calore specifico C, sull’isocora critica si comporta come il calore 
specifico Cp in una transizione di fase di seconda specie! 

In base alla formula (16,10) abbiamo 


| (9p/0t)2 
Col Taio: 


Avvicinandosi al punto critico la derivata (9p/dt)n tende al limite 
costante b, il che è facile provare mediante l’equazione di stato 
(153,7) o (153,10). Pertanto si ha 


op \! 
Cho (37), . (153,15) 
La divergenza di questa espressione 
avvicinandosi al punto critico è più 
forte che non la divergenza di C,; per- 
tanto il termine C, è omesso rispetto 


t 


% 


+ a Chi 
HT % Infine, soffermiamoci sul problema 
Fig. 75 dell’asimmetria della curva di coesi- 
stenza delle fasi nell’intorno del punto 
critico (V. L. Pokrovskij, 1972). 

Come è stato già detto, questa simmetria può comparire soltanto 
nel caso in cui si tiene conto nell’operatore di Hamilton efficace 
dei termini che ne violano la simmetria rispetto alla trasformazione 
h-> —h, n + —n. Il primo di questi termini è —n54!); la sua 
comparsa si può rappresentare formalmente come risultato di sosti- 
So nell'operatore di Hamilton efficace di t con t + costante-h; 
allora 


ant + ar (i + costante-h). 


Questa sostituzione nell’operatore di Hamilton efficace condurrà 
alla stessa sostituzione nel potenziale termodinamico espresso in 
funzione di 4 e £ 


© (£, t} + D(h, t + costante-h). 


In prossimità della curva di coesistenza delle fasi la funzione 
© (4, t) è data dall’espressione (153,13); ma la densità richiesta si 


1) L’aggiunta del termine -—n°f all'operatore di Hamilton efficace non ne 
violerebbe la simmetria, poiché questo termine potrebbe essere eliminato con 
una semplice trasformazione del tipo n + n + costante-t. Ricordiamo a questo 

roposito (vedi la nota alla pag. 538) che nell’operatore di Hamilton efficace n 
s soltanto la variabile di i azione continua e, quindi, la suddetta trasfor- 
mazione non cambia l'integrale statistico. 
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calcola derivando rispetto ad }. Otteniamo finalmente 


00 


Vnla-s0=— (+ o Fa(—1)"+(2—a)-costante-(—t)!-®. 


la 
Il primo termine fornisce i valori già noti (153,4) delle densità 
sulla curva simmetrica di coesistenza; questo termine scompare 
nella somma ni + Ma per cui resta 


m+ n o (—8)°7* (193,16) 


che determina la legge richiesta. Di fatto si ha 1—--a > B!), 
cosicché l’asimmetria è effettivamente piccola: (mM, + n2)/nn > 0 
per t-+-0. La somma n; + n è di fatto positiva; questo signi- 
fica che se si tiene conto di questa somma la curva di coesistenza 
subisce una deformazione, come nella fig. 75. 


1) Come è stato già rilevato, B + y > 1. La disuguaglianza 1 - a > 
segue allora immediatamente dalla relazione esatta @ + 28 + {= 2- 
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SUPERFICI 


$ 154. Tensione superficiale 


Abbiamo trascurato dappertutto gli effetti legati alla presenza 
di superfici di separazione fra i diversi corpi’). Poiché al crescere 
delle dimensioni (numero di particelle) del corpo gli effetti superfi- 
ciali crescono molto più lentamente che non gli effetti volumetrici, 
è del tutto giustificato trascurarli nello studio delle proprietà volu- 
metriche dei corpi. Tuttavia esistono alcuni fenomeni legati proprio 
alla proprietà delle superfici di separazione. 

Le proprietà termodinamiche della superficie di separazione sono 
completamente caratterizzate da una grandezza (funzione di stato 
dei corpi) definita nel seguente modo. Indichiamo con 8 l’area della 
superficie di separazione e consideriamo il processo del cambiamento 
reversibile di questa area di un infinitesimo d3. Il lavoro compiuto 
per un tale processo è proporzionale, evidentemente, a ds, cioè 
può essere scritto nella forma 


dR = ad. (154,4) 


La grandezza @ cosi definita è la caratteristica fondamentale 
della superficie di separazione e si chiama coefficiente di tensione 
superficiale. 

La formula (454,1) corrisponde esattamente all’espressione 
dR = —P dV del lavoro in un cambiamento reversibile del volume 
del corpo. Si può dire che « gioca per la superficie lo stesso ruolo che 
la pressione gioca per il volume. In particolare, è facile mostrare 
che su un’unità di lunghezza del contorno, che delimita un determi- 
nato dominio della superficie di separazione, aggisce una forza di 
grandezza pari ad a e diretta come tangente alla superficie lungo 
la normale interna fal contorno. 

Supponiamo a >0; si può giustificare questa ipotesi con le 
seguenti considerazioni. Se fosse a <0, sul contorno delimitante la 
superficie agirebbero delle forze dirette lungo la normale esterna, 


1) È ovvio che le fasi in contatto sono. in realtà separate da uno strato sottile 
di transizione; non interessandoci alla sua struttura, possiamo considerarlo 
come una superficie geometrica. 
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cioè tendenti a « stendere » la superficie; in altre parole, la super- 
ficie di separazione di due fasi tenderebbe a crescere indefinitamente, 
cioè non esisterebbero, in generale, fasi perché si sarebbero mesco- 
late. Viceversa, per a >Q0 la superficie di separazione tende ad 
assumere un valore il più piccolo possibile (per un volume dato 
delle due fasi). Pertanto, ad esempio, se una fase isotropa è immersa 
nell'altra, essa avrà la forma di una sfera (in questo caso trascuriamo, 
ovviamente, l’azione del campo gravitazionale esterno). 

Passiamo a uno studio più dettagliato della tensione superficiale 
sulla frontiera di separazione di due fasi isotrope (liquido e vapore) 
di una stessa sostanza pura. Se si tratta della superficie di separa- 
zione di due fasi in mutuo equilibrio, è da ricordare che la loro pres- 
sione e la temperatura sono legate da una dipendenza funzionale: 
dall’equazione della curva di equilibrio di fase. In questo caso, 
a è di fatto una funzione non di due, ma di una sola variabile indi- 
pendente. 

Se non si tiene conto degli effetti superficiali, il differenziale 
dell’energia di un sistema di due fasi (di una stessa sostanza) per 
un volume dato V del sistema intero ha la forma dÉ = 7 dS + n dN 
(in equilibrio le temperature 7 e i potenziali chimici u delle due 
fasi sono gli stessi, il che permette di scrivere questa uguaglianza 
per tutto il sistema). Quando invece si tiene conto degli effetti super- 
ficiali, occorre aggiungere, evidentemente, a secondo membro di 
questa uguaglianza l’espressione (154,1): 


dE=TdS+pdN+adk. (154,2) 


Tuttavia è opportuno prendere come grandezza termodinamica 
fondamentale non l’energia ma il potenziale £ che è un potenziale 
termodinamico rispetto alle variabili indipendenti 7, p (e il volume 
V). L'opportunità di questa grandezza nel caso in esame è dovuta 
al fatto che 7 e p assumono gli stessi valori nelle due fasi (mentre 
le pressioni, tenendo conto degli effetti superficiali, in generale, non 
coincidono; vedi $ 156). Il differenziale di £ (sempre per V = 
= costante) è 


dQ = —SdT — Ndu+ ads. (154,3) 


Le grandezze termodinamiche (tali come £, , S, ecc.) del 
sistema in esame possono essere rappresentate come sorame di due 
parti: volumetrica e superficiale. Tuttavia una tale divisione non 
è univoca, poiché i numeri di particelle in ciascuna fase sono deter- 
minati soltanto a meno del numero di particelle che si trovano nello 
strato transitorio fra le due fasi; lo stesso è valido anche per i volumi 
delle fasi. Fra l’altro, questa indeterminazione è dello stesso ordine 
di grandezza degli effetti superficiali che ci interessano. Rendiamo 
univoca la divisione sottoponendola alla seguente condizione: i volu- 
mi V,e V, delle due fasi sono determinati in modo tale che accanto 
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all’uguaglianza V, + Vs = V (dove V è il volume totale del 
sistema) si verifichi anche l’uguaglianza 


mVitnV,=N, 


dove N è il numero di particelle totale nel sistema, e nr, = n} (4, 7) 
e n, = Rs (U, 7) sono le densità volumetriche del numero di parti- 
celle in ciascuna delle fasi (considerate come illimitate). Queste due 
uguaglianze fissano la scelta dei volumi V,, V, (e dei numeri di 
particelle N, = nVi, N, = n,V.), e quindi anche i valori volu- 
metrici di tutte le altre grandezze termodinamiche. Segneremo con 
l’indice 0 le parti volumetriche e con l’indice s quelle superficiali; 
allora, per definizione, il numero di particelle è N, = 0 

Dalla (154,3) abbiamo, per 7 e p costanti (e quindi per a costante), 
dì = a ds; è pertanto evidente che O, = as. Cosi, 


O = Lo + 8. {154,4) 
Poiché l'entropia è S= — (F), 3’ la sua parte superficiale!) 
59, | 
S=-G=--35. (154,5) 


Inoltre, cerchiamo l'energia libera superficiale; poiché 7 = 2 + N U 
e N,=0, allora 


F, = 03, (154,6) 
L'energia superficiale è 
E,=F,4+TS,= (a-7F) 8. (154,7) 


La quantità di calore assorbito per una variazione isotermica 
reversibile dell'area della superficie da la a 8, è 


Q=T (Sa-Sa)=-T5 7 (82-81). (154,8) 


1) Il coefficiente a è una funzione di una sola variabile indipendente; per 
tale funzione il concetto di derivate parziali rispetto a p e a 7 non bha senso. 
Ciò nondimeno, abbiamo posto 


v_ (92) _ 
Ni=-(GFe lr =0, 


dove abbiamo capposto, formalmente che (20/0p)7 = 0. È evidente che in queste 
condizioni si verifica l'uguaglianza 


F=(5) 
dl  \0T fw 


il che è stato utilizzato nella (154,5). 
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La somma del calore Q e del lavoro R = (3, — 8) nello stesso 
ig è pari, come doveva essere, alla variazione dell’energia 
Es a | l 

Si può applicare qualitativamente alla tensione superficiale 
fra il liquido e il suo vapore la legge degli stati corrispondenti 
($ 84). C'è da aspettarsi, nello spirito di questa legge,che il rapporto 
fra la grandezza dimensionale a e la grandezza di dimensione erg/cm?, 
composta della temperatura e della pressione critiche, sia una fun- 
zione universale della temperatura ridotta 7/Tcr: 

& T 
Targa =! (77) (154,9) 
(a temperature notevolmente inferiori a quella critica questo rapporto 
è pari pressappoco a 4). 

Nel punto critico le fasi liquida e gassosa diventano identiche, la 
superficie di separazione non esiste più e il coefficiente di tensione 
superficiale si annulla. Basandoci sulle rappresentazioni della teoria 
fluttuazionale del punto critico, possiamo esprimere la legge secondo 
la quale questo coefficiente si annulla utilizzando le notazioni intro- 
dotte nel $ 148 per gli indici critici. | 

Avvicinandosi al punto critico, la larghezza dello strato di sepa- 
razione fra le due fasilaumenta acquistando dimensioni macroscopiche. 
In prossimità sufficiente del punto critico questa larghezza deve 
essere dell’ordine di grandezza del raggio di correlazione r. delle 
fluttuazioni. Per ottenere la tensione superficiale è sufficiente molti- 
plicare ora la larghezza r. per la grandezza caratteristica della 
densità del potenziale termodinamico, e precisamente per la sua 
parte singolare legata agli effetti critici. Questa densità è co (—t)?-% 
(vedi la nota alla pag. 563)!). Quindi, il coefficiente di tensione 
superficiale è cor:(—t)?-%; osservando che in accordo con la (148,6) 
ro o (—t) e che in accordo con la (149,2) 2— a = vd = 3v, 
otteniamo finalmente 

a co (Te—T)" (154,10) 


(B. Widom, 1965). Di fatto, 2v & 1,3°), 


$ 155. Tensione superficiale dei cristalli 


La tensione superficiale di un corpo anisotropo, cioè di un cristallo 
è diversa per le sue diverse facce; si può dire che questa tensione 
è una funzione della direzione della faccia (cioè dei suoi indici di 


1) È poco probabile che l’indicazione della tensione superficiale e dell’in- 
dice critico con la stessa lettera a possa causare degli equivoci. 

2) La larghezza dello strato transitorio coincide con il raggio di correlazione 
anche nella teoria di Van der Waals e, quindi, la legge 0 (—t)?-®-Y per la 
tensione superficiale (senza ricorrere alla relazione (149,2)) sarebbe valida anche 
in questa teoria. Con a = 0, v= 41/2 si otterrebbe (—t)8/?. 
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Miller). Questa funzione ha un carattere assai particolare. Da un 
lato, la differenza dei valori di a per due piani cristallini con dire- 
zioni arbitrariamente vicine è anche arbitrariamente piccola, vale 
a dire che la tensione superficiale può essere rappresentata con una 
funzione continua della direzione della faccia. D'altro lato, però, 
si può mostrare che questa funzione non ha in nessun punto una deri- 
vata determinata. Cosi, considerando una famiglia di piani cristallini 
intersecantisi lungo una retta (sia @ l'angolo di rotazione attorno a 
questa retta, determinante la direzione del piano), vedremo che la 
funzione a = & (9) ha per ogni valore di @ due derivate diverse: 
nella direzione dell'aumento e nella direzione della diminuzione 
della sua variabile indipendente!). 

Supponiamo di conoscere la tensione superficiale come funzione 
della direzione delle facce. Si domanda allora: come si può determi- 
nare la forma di equilibrio del cristallo mediante questa funzione? 
Sottolineiamo che la forma del cristallo osservata usualmente è deter- 
minata dalla condizione di crescita del cristallo e non corrisponde 
affatto all’equilibrio. La forma di equilibrio è determinata dalla 
condizione di minimo del potenziale £ (per dati 7, u e il volume 
Y del cristallo), o ciò che è lo stesso, dalla condizione di minimo della 
sua parte superficiale. Questa ultima è 


Q,=$ ad, 


dove l'integrale è esteso a tutta la superficie del cristallo (per un 
corpo isotropo a = costante, , = az e la forma di equilibrio 
è determinata semplicemente dalla condizione di minimo dell’area 
totale 3, cioè è una sfera). 

Sia z=z (x, y) l'equazione della superficie del cristallo; intro- 
duciamo le notazioni 


ao 
PS Gr" 17" 


per le derivate che determinano la direzione della superficie in ogni 
suo punto; « può essere espressa come una funzione a = a (p, 9) 
di queste derivate. La forma di equilibrio sarà determinata dalla 
condizione 


\ a (p,9VI1+p+q-drdy= min (155,4) 
con la condizione supplementare 


| zdx dy= costante (155,2) 


1) Pit in dettaglio vedi LZ. D. Landau, Sulla forma di equilibrio dei cri- 
stalli (Opere scelte, articolo 72, Pergamon Press, 1965). 
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(la costanza del volume). Questo problema variazionale conduce 
all’equazione differenziale 


è df dò di 


dd la og 2, (155,3) 
dove si è posto 
f(p.9)=a(p,9)V1+p"+%g, (155,4) 


e À, è una costante. 


Inoltre, per definizione, abbiamo dz = p dx + q dy; introdu- 
cendo la funzione ausiliaria 


6= pr+gy—2, (155,0) 

abbiamo per essa di = x dp + y dq ossia 
_®% _ 
TZ dp = dg? (155,6) 


dove È è considerata come funzione di p e g. Riscrivendo Ie derivate 
rispetto a 7 e y nella (155,3) in forma di jacobiani, moltiplicando 
entrambi i membri dell’uguaglianza per d(x, y)/ d(p, g) e utiliz- 
zando la (155,6), otteniamo l’equazione | 

do LISI Rw 

0(3- 3 3) BEY: , 3) ni UE: * dq 

d (p, 9) 2(p, 9) d(p,9) 

Questa equazione ha l’integrale 


f=M=4 (pr + qy— 2) 


ossia 


A of 9 
2=3 (p +e}. (159,7) 


Ma questa non è altro che l’equazione della superficie inviluppo di 
una famiglia di piani 


po+qy—s=7@(p, VIFPFÈ (155,8) 


(dove p, q fungono da parametri). 

Il risultato ottenuto si può formulare nella forma della costru- 
zione geometrica seguente. Su ogni raggio vettore tracciato dall’ori- 
gine delle coordinate poniamo un segmento la cui lunghezza è pro- 
porzionale ad «(p, g), dove p, q determinano la direzione del 
raggio vettore!). Per gli estremi dei segmenti tracciamo dei piani 
perpendicolari a questi segmenti; l’inviluppo di questi piani dà la 
forma di equilibrio del cristallo (G. V. Wulf). | 


1) I tre coseni direttori del raggio vettore sono proporzionali rispettiva- 
mente a pi q, —1. 
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Si può mostrare (vedi l’articolo citato alla pag. 572) che il carattere. 
particolare della funzione a menzionato all’inizio del paragrafo 
può implicare che la forma di equilibrio del cristallo determinata 
da questa regola contenga alcuni domini piani corrispondenti a dei 
piani cristallini con piccoli indici di Miller. La grandezza dei domini 
piani diminuisce rapidamente all’aumentare degli indici di Miller. 
In seguito a questo fatto la forma di equilibrio sarà composta pratica- 
mente di un piccolo numero di domini piani che, però, non si inter- 
secano ad angoli, ma sono congiunti da domini a forma arrotondata. 


$ 156. Pressione superficiale I 


La condizione di uguaglianza di due fasi in contatto è dovuta, 
come abbiamo stabilito ($ 12), all’uguaglianza delle forze esercitate 
da ambedue le fasi sulla superficie di separazione.Ma nel giustificarlo 
abbiamo trascurato, come dappertutto, gli effetti superficiali. 
È evidente, fra l’altro, che se la superficie di separazione è non piana, 
per un suo spostamento cambia, in generale, la sua area e, quindi, 
anche l’energia superficiale. In altre parole, la presenza di una super- 
ficie di separazione curva fra le fasi conduce alla comparsa di forze 
supplementari, e le pressioni delle due fasi non saranno più le stesse; 
la loro differenza si chiama pressione superficiale. 

Questa grandezza è determinata dalla condizione di equilibrio 
meccanico: la somma delle forze agenti su ogni fase sulla frontiera 
di separazione deve essere nulla. A sua volta, questa somma è data 
mediante la derivata di uno dei potenziali termodinamici presa sullo 
spostamento della superficie di separazione per i valori costanti di 
altre variabili corrispondenti a questo potenziale (cfr. le(11,3),(15,14)). 
In particolare, derivando il potenziale £, bisogna considerare co- 
stanti 7, u e il volume totale del sistema. 

Consideriamo due fasi isotrope (due liquide o liquido e vapore). 
Supponiamo che una delle fasi (fase 1) sia una sfera (di raggio r) 
immersa nell’altra fase. Allora le pressioni sono costanti lungo 
ciascuna delle fasi e il potenziale termodinamico titale £ del siste- 
ma è dato dalla formula 


= —P,V, — P,V, + 08, I (156,4) 


dove i due primi termini sono la parte volumetrica del potenziale e gli 
indici 1 e 2 si riferiscono alle due fasi. 

Le pressioni delle due fasi soddisfano le equazioni p, (P,, 7) = 
= po (P;, 7)= u, dove pò il valore comune di entrambi i poten- 
ziali chimici. Pertanto a y e 7 costanti bisogna considerare costanti 
anche P,, P, (nonché il coefficiente di tensione superficiale @). 
Tenendo conto che la somma Y, + Y, è costante, troviamo la con- 
dizione di equilibrio meccanico 


09 dV dr _ 
alia ga 
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Infine, sostituendovi V,i= diri, 8=4nr? troviamo la formula 
richiesta 


P,—P,= ©. (156,2) 


Nel caso in cui la superficie di separazione sia piana (r —» co) le due 
pressioni, come c’era da aspettarsi, coincidono. 

La formula (156,2) determina soltanto la differenza delle pres- 
sioni nelle due fasi; calcoliamo ora ciascuna pressione separatamente. 

Le pressioni P, e P, soddisfano l’equazione pu, (P1, 7) = 
= ps (P., 7). La pressione comune delle due fasi, quando la super- 
ficie di separazione è piana, è determinata (indichiamola con P,) 
alla stessa temperatura a partire dalla relazione p, (Po, 7) = 
= Wo (Po, 7). Sottraendo membro a membro ia seconda uguaglianza 
dalle prima, abbiamo 


ui(Pi, T)— wi (Po T)=u2 (Pa, T)— pa (Po 7). (196,3) 
Supponendo relativamente piccole le differenze 
6P,=P,- Pu SP,=P,— Pi 


e sviluppando secondo queste differenze i due membri dell’ugua- 
glianza (156,3), otteniamo 


v.ÒP, = v,0P,, (156,4) 
dove v,, v, sono i volumi molecolari (vedi la (24,12)). Associandovi 
l’espressione (156,2) riscritta nella forma $P, — èP, =: 2a/r, otte- 
niamo le SP, e 6P, richieste nella forma 

ee. ea de (156,5) 
r V2—Ly r. Va —U4 


Per una goccia di liquido nel vapore abbiamo v, « vs; conside- 
rando il vapore come gas perfetto, abbiamo v, = 7/P, x T7/P. 
e finalmente otteniamo 


201 iqg& 


2 
SPiig —-1 SPgas = IT 


Pi (156,6) 


(per chiarezza, al posto degli indici 1 e 2 scriviamo « liq » e « gas »). 
Si vede che la pressione del vapore sopra la goccia supera la pres- 
sione del vapore saturo sopra la superficie piana del liquido e che 
essa aumenta al diminuire del raggio della goccia. 

Per dimensioni della goccia sufficientemente piccole, quando 
SPgas/P, non è più piccolo, le formule (156,6) diventano inapplica- 
bili, poiché il volume del vapore dipende fortemente dalla pressione 
e, quindi, lo sviluppo eseguito passando dalla (156,3) alla (156,4)non 
è più corretto. Per il liquido, data la sua compressibilità debole, 
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l'influenza della variazione della pressione è trascurabile e si può, 
come prima, sostituire il primo membro dell’equazione (156,3) 
con VigOPiig. Nel secondo membro invece sostituiamo il potenziale 
chimico del vapore nella forma p = 7 Ìn Pgas + Yx (7) ed otteniamo 


T Poas 
bPua= Pra Po=G7 PB | 


Poiché in questo caso SP,jg > $Pgas, la differenza Pig — Py 
si può sostituire con Pig — Pgas e, utilizzando la formula (156,2) 
per la pressione superficiale, otteniamo finalmente 

In Pgas 20V11q 


Po CGI x (156,7) 


Per una bolla di vapore nel liquido si ottengono allo stesso modo 
le formule (156,6-7) con segno contrario. 
$ 157. Tensione superficiale delle soluzioni 

Consideriamo ora la superficie di separazione fra una soluzione 
liquida e una fase gassosa; si può trattare di un gas e della sua solu- 
zione nel liquido, di una soluzione liquida e del suo vapore, ecc. 

Cosi come al $ 154, dividiamo tutte le grandezze termodinamiche 
del sistema in esame nelle parti volumetrica e superficiale; il modo 
in cui si esegue la divisione è fissato dalle condizioni VY = V, + Va, 
N=N,4+ N, rispettivamente per il volume e per il numero di 
particelle del solvente. In altre parole, tutto il volume V del sistema 
si divide totalmente fra due fasi e in modo tale che, moltiplicando 
V, e V, per le densità volumetriche corrispondenti dei numeri di 
particelle del solvente, otteniamo la somma del numero totale N 
di particelle nel solvente. Per definizione, la parte superficiale 
è quindi N, = 0. 

Come altre grandezze, sarà rappresentato nella forma della somma 
di due parti anche il numero di particelle del soluto: n = mo + ns 
Si può dire che n è la quantità di sostanza dissoluta che sarebbe con- 
tenuta nei volumi V, e V, se fosse distribuita in essi con una concen- 
trazione costante lungo ciascun volume, pari alla concentrazione 
volumetrica della soluzione corrispondente. Il numero ny cosi defi- 
nito può essere maggiore o minore del numero totale reale di parti- 
celle del soluto n. Se n, = n —fT nè >0, questo vuol dire che il 
soluto si accumula con una concentrazione elevata nello stato super- 
ficiale (adsorbimento positivo). Se invece n, <0, questo vuol dire 
che nello strato superficiale la concentrazione è inferiore a quella 
volumetrica (adsorbimento negativo). 

Il coefficiente di tensione superficiale della soluzione è una fun- 
zione non più di una, ma di due variabili indipendenti. Poiché la 
derivata (presa con segno contrario) del potenziale £ rispetto al 
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potenziale chimico dà il numero di particelle corrispondente, si 
può ottenere x, derivando £2, = a3 rispetto al potenziale chimico ' 
del soluto!): 


n= -Gt=-3(37);- (157,4) 


Supponiamo che la pressione della fase gassosa sia cosî piccola 
da poterne trascurare l’influenza sulle proprietà della fase liquida. 
Si può allora sostituire la derivata di a nella (157,1), che deve essere 
calcolata lungo la curva di equilibrio delle fasi per una clata tempe- 
ratura, con la derivata calcolata a pressione costante uguale a zero 
(e a 7 costante). Considerando a come funzione della temperatura 
e della concentrazione c della soluzione, si può riscrivere la (157,1) 
nella forma 


n= TS (2), (7. T, P° (197,2) 


Ma in accordo con la disuguaglianza termodinamica (96,7) la derivata 
(0u'/0c)r, p è sempre positiva. Pertanto dalla (157,2) segue che 
ns e (0a/dc)r sono di segno contrario. Questo significa che se la 
sostanza dissoluta aumenta la tensione superficiale (a cresce all’au- 
mentare della concentrazione della soluzione), essa viene adsorbita 
negativamente. Le sostanze che diminuiscono la tensione superficiale 
vengono adsorbite positivamente. 

Se la soluzione è debole, il potenziale chimico del soluto ha la 
forma up = Tlinc+y(P, 7), e sostituendo questa espressione 
nella (157,2), troviamo che 


c da 
Na = 37 (2), (157,3) 
Una formula analoga 
P { da 
R= 37 (F), (157,4) 


si ottiene per l’adsorbimento di un gas (con pressione P) dalla super- 
ficie liquida. 


1) Il coefficiente a è ora una funzione di due variabili indipendenti, per 
esempio di po di 7; la derivata 4Q,/du' deve essere calcolata a 7 e il potenziale 
e 


chimico yu del solvente costanti. Ma la condizione accettata 
du /u,T 


significa che abbiamo posto formalmente (da/0u), 37 == 0, il che permette di 
scrivere l'uguaglianza (157,1) (vedi la nota alla pag. 568). 


576 CAPITOLO XV | 

Se non soltanto la soluzione, ma anche l’adsorbimento è debole, 
si può allora sviluppare a in serie di potenze di c e scrivere approssi- 
mativamente 


a=%94 2,c I 
dove a, è la tensione superficiale sulla frontiera delle due fasi del 
solvente puro. In questo caso, ricaviamo dalla (157,3) aq = —n,7/8c, 
cosicché | 
a-a= I. (197,9) 


Questa formula è simile alla formula di Van’t Hoff per la pressione 
osmotica (qui l’area della superficie funge da volume). 


| 
$ 158. Tensione superficiale delle soluzioni di elettroliti forti 


La variazione della tensione superficiale di un liquido quando 
in esso si dissolve un elettrolita forte può essere calcolata in forma 
generale per le soluzioni deboli (LZ. Onsager, N. Samaras, 1934). 

Indichiamo con w, (x) l’energia supplementare di uno ione (del 
tipo a), dovuta alla presenza di una superficie libera da cui lo ione 
si trova a una distanza z (w, (2) tende a zero per € + 00). La concen- 
trazione di ioni in prossimità della superficie si distingue dalla con- 
centrazione c, all’interno della soluzione per il fattore 


eat agi De 


Pertanto il contributo della superficie al numero totale di questi 
ioni nel liquido è | 


Nas=— E \ wa dx (158,1) 
0 
i 
(v è il volume molecolare del solvente). i 
Per calcolare la tensione superficiale, partiamo dalla relazione 


8da= — dI Nas Va» (158,2) 


dove la sommatoria è estesa a tutti i tipi di ioni nella soluzione. Per 
le soluzioni deboli (pa = 7 Inca + wa) si ha 


sda= —T Yi 70° dea. (158,3) 
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Sostituendovi la (158,1), otteniamo 
i co 
da=1 Y des | wade. (158,4) 
a 0 i i 


Si vedrà nel seguito che il contributo fondamentale all’integrale 
proviene dalle distanze x grandi rispetto alle distanze intermole- 
colari, ma piccole rispetto al raggio di Debye 41/x. 

L'energia w, è composta di due parti: 


8-1 e?zî 


Wa t (241) 4a + 209 (2). (158,5) 


Il primo termine è legato alla cosiddetta « forza d'immagine » agente 
sulla carica ez, che si trova nel mezzo con una costante dielettrica 
& a distanza x dalla sua superficie. In virtà della disuguaglianza 
x «& 1/x l’effetto di schermo della nube ionica attorno alla carica 
non influisce su questa energia. Nel secondo termine @ (x) è la varia- 
zione (dovuta alla presenza della superficie) del potenziale del campo 
creato da tutti gli altri ioni nella soluzione. Tuttavia questo termine 
nel caso in esame è inessenziale, poiché scompare sostituendo la 
(158,5) nella (158,4) in seguito alla neutralità elettrica della solu- 
zione (Y}c,z, = 0 e, di conseguenza, anche Yz, dea = 0). 
Quindi, integrando nella (158,4), otteniamo 
(e — 1} e? 


da = Wu 1.2 y i =d (23Ca). 
a 


La divergenza logaritmica dell’integrale nei due limiti conferma la 
suddetta affermazione relativa al dominio di integrazione. È ovvio 
che come limite superiore abbiamo preso il raggio dell'effetto di 
schermo 1/x e come limite inferiore una grandezza a, dell’ordine di 
grandezza delle dimensioni atomiche (ma diversa per i diversi tipi 
di ioni). Ricordando che x? è proporzionale alla somma }]zîca, 
vediamo che l’espressione ottenuta è un differenziale totale e può 
quindi essere integrata direttamente; finalmente si ottiene 


—1 NaZa 
a— dn = CA sacco d Ca Ins L (158,6) 


dove a, è la tensione superficiale del sin puro, e À, sono co- 
stanti adimensionali. 

«Questa formula è la soluzione del problema posto. Richiamiamo 
l’attenzione sul fatto che la dissoluzione di un elettrolita forte aumen- 
ta la tensione superficiale del liquido, 


372641 


578 CAPITOLO XV 


$ 159. Adsorbimento 


Con adsorbimento nel senso stretto della parola si intendono 
i casi in cui la sostanza da dissolvere si concentra praticamente sol- 
tanto sulla superficie della fase condensata (adsorbente)!) senza 
penetrare praticamente nel suo volume. La membrana di adsorbi- 
mento cosi formata si può caratterizzare con la concentrazione super- 
ficiale y, definita come la quantità di particelle della sostanza adsor- 
bita per unità d'area della superficie. Alle piccole pressioni del 
gas da cui si adsorbe, la concentrazione y deve essere proporzionale 
alla pressione?); alle grandi pressioni, invece, l’aumento di y rallenta 
tendendo a un valore limite corrispondente alla formazione della 
membrana monomolecolare in cui le molecole della sostanza adsor- 
bente sono disposte densamente. 

Sia p' il potenziale chimico della sostanza adsorbita. Allo stesso 
modo, come al $ 96 per le soluzioni volumetriche, si può ottenere 
per l’adsorbimento la disuguaglianza termodinamica seguente: 


(E) >0, (159,1) 


del tutto analoga alla disuguaglianza (96,7). D'altra parte, in accordo 
con la (159,1) abbiamo i 


sie cafe 
1 (#),=-(£), (2), 0509 
e, tenendo cento della disuguaglianza (159,1), di qui segue che 
da 
(3) (oa) 


vale a dire che la tensione superficiale decresce al crescere della con- 
centrazione superficiale. | 

Il lavoro minimo che deve essere compiuto affinché si formi la 
membrana di adsorbimento è uguale alla variazione corrispondente 
del potenziale termodinamico £: 


Rin = 8 (a— o) rice è (159,4) 
dove a, è la tensione superficiale sulla superficie pura. Di qui rica- 
viamo in accordo con la (91,4) il calore di adsorbimento 


dò a—-Ao 
Q=-39 (LF). (159,5) 


Si può considerare la membrana di adsorbimento come un sistema 
termodinamico a due dimensioni che può essere sia isotropo sia anì- 


1) Per fissare le idee, intendiamo l’adsorbimento dalla fase gassosa. 
2) In pratica, questa regola però è irrealizzabile per l’adsorbimento sulla 
superficie del solido poiché questa superficie non è mai uniforme. 
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sotropo, malgrado l’ isotropia delle due fasi volumetriche ”. Si pone 
il problema dei tipi di simmetria possibili della membrana. 

È stato detto alla fine del $ 137 che anche se l’esistenza di un 
reticolo cristallino piano con dimensioni grandi a piacere è impos- 
sibile (in quanto smussato dalle fluttuazioni termiche), ciò nondi- 
meno la membrana può manifestare le proprietà solido-cristalline 
se limitata da dimensioni relativamente non grandi. Lo stesso si 
riferisce alla possibilità di esistenza di membrane liquido-cristalline 
(vedi la fine del $ 141). 

Cosî come per i corpi tridimensionali, è possibile l’esistenza delle 
diverse fasi per le membrane bidimensionali. Le condizioni di equi- 
librio di due fasi della membrana richiedono che siano uguali non 
soltanto le loro temperature e i potenziali chimici, ma anche le ten- 
sioni superficiali. Questa ultima condizione corrisponde a quella di 
uguaglianza delle pressioni nel caso delle fasi volumetriche ed è sem- 
plicemente la condizione di compensazione delle forze con cui le 
due fasi interagiscono. 


$ 160. Bagnatura 


Consideriamo l’adsorbimento sulla superficie di un solido del 
vapore della sostanza adsorbita a pressione vicina a quella della 
saturazione. La concentrazione di equilibrio y è data dalla condi 
zione di uguaglianza del potenziale chimico p' della sostanza adsorbi- 
ta e del potenziale chimico ugas del vapore. Si possono allora veri» 
ficare diversi casi a seconda della relazione fra u' e vy. 

Supponiamo che la quantità di sostanza adsorbita cresca gradual- 
mente e che lo strato di adsorbimento si trasformi in una membrana: 
liquida di spessore macroscopico. La concentrazione superficiale 
y ecquista allora il significato convenzionale di una grandezza 
proporzionale allo spessore della membrana /: y = p//m, dove m 
è la massa della molecola, e p la densità del liquido. All’aumentare 
dello spessore della membrana il potenziale chimico della sua sostanza 
tende a Pig, Cioè al potenziale chimico del liquido massiccio. Con- 
veniamo di calcolare il valore di u' (per Pe7T date) a partire da questo 
valore limite, cioè scriveremo più avanti p' + unq al posto di p'; 
quindi, per definizione, u'-—> 0 per y— co. 

Si può rappresentare il potenziale chimico del vapore nella forma 


gas = Hiiq (T)+TInp-, 


1) Intendiamo qui l’adsorbimento sulla superficie del liquido; l’adsorbi- 
mento su una superficie solida non presenta qui interesse in virtù della sua 
non uniformità. 

E da notare che in linea di principio è possibile anche l’anisotropia della 
superficie di separazione fra due fasi isotrope (liquido e vapore) di una stessa 
sostanza pura. 


dl 
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dove P, (7) è la pressione del vapore saturo; ci siamo serviti qui 
del fatto che il vapore saturo, per definizione, si trova in equilibrio 
con il liquido, cioò per P = P, deve essere anche pgas = bug}. 
La concentrazione superficiale è determinata dalla condizione 
®' + Puig = Hgass CIOÈ 


p()=Tn 3. (160,4) 


Se questa equazione è soddisfatta da più valori di y) la stabilità 
dello stato corrisponde al minimo del potenziale £,. Riferendolo 
a 1cm? della superficie, otteniamo una grandezza che si può chiamare 
(nel caso generale di uno spessore qualsiasi della membrana) « coef- 
ficiente efficace di tensione superficiale » a sulla frontiera del solido 
e del vapore, che tiene conto dell’esistenza di uno strato che li separa. 
E precisamente, integrando la relazione (159,2), possiamo scrivere 


(oo) d A 
a(V)= | Y 7 Nt ao ug + 1g gas: (160,2) 
Y . 


La costante è scelta tale che per y) + co la funzione a (y) si trasforma 
in una somma di tensioni superficiali sulle frontiere delle fasi « mas- 
sicce » solido-liquido e liquido-gas. 

Ricordiamo anche che la disuguaglianza (159,1), valida qualun- 
que sia y, è la condizione necessaria perché lo stato sia termodinami- 
camente stabile. Folli 

Consideriamo ora alcuni casi tipici che si possono verificare 
a seconda del carattere della funzione u' (y). Nei grafici rappresentati 
nella fig. 76 la curva continua dà l'andamento di questa funzione 
nel dominio delle membrane liquide di spessore macroscopico, e la 
curva tratteggiata nel dominio delle membrane di adsorbimento di 
« spessore molecolare ». È ovvio che la rappresentàzione delle fun- 
zioni in questi due domini è impossibile alla stessa scala e, a rigore, 
i grafici sono di carattere convenzionale. 

Nel primo caso rappresentato (fig. 76,a)), la funzione Nu' (7) 
nel dominio degli spessori macroscopici decresce monotonamente al 
crescere di y (cioè dello spessore della membrana). Quanto al dominio 
delle dimensioni molecolari, qui la funzione p' (y) per y-+ 0 tende 
sempre a —co secondo la legge up’ = 7 ln y, corrispondente a una 
« soluzione debole » della sostanza adsorbente sulla superficie. La 
concentrazione di equilibrio è determinata, in accordo con la (160,1), 
dal punto di intersezione della curva con la retta orizzontale u' = 
= costante < 0. Questo si verifica soltanto nel dominio delle con- 
centrazioni molecolari, cioè si deve verificare un adsorbimento mole- 
colare ordinario di cui si è parlato al paragrafo precedente. 


1) Supponiamo il liquido incompressibile, trascurando cioè la dipendenza 
del suo potenziale chimico dalla pressione. 
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Se u' (y) è una funzione crescente monotonamente e dappertutto 
negativa (fig. 76,b), nell’equilibrio sulla superficie dell’adsorbente 
si forma una membrana liquida di spessore macroscopico. In parti- 
colare, per la pressione P = P, (vapore saturo) deve comparire una 
membrana di spessore cosî grande che le proprietà della sostanza 
in essa non si distinguono più dalle proprietà del liquido massiccio, 
cosicché il vapore saturo sarà in contatto con la sua fase liquida. 
Si dice in questo caso che il liquido bagna completamente la super- 
ficie solida in esame. | 

Sono possibili, in linea di principio, casi più complicati ancora. 
Per esempio, se la funzione p'’ (y) passa per lo zero e ha un massimo 


Fig. 76 


(fig. 76,c), si ha a che fare con una bagnatura, ma con formazione 
di una membrana stabile soltanto per spessori minori di un deter- 
minato limite. Si trova in equilibrio con il vapore saturo la membrana 
di spessore finito corrispondente al punto A. Questo stato è separato 
dall’altro stato stabile (di equilibrio della parete solida con il liquido: 
massiccio) da un dominio metastabile AB e da un dominio di instabi- 
lità totale BC. 

La curva del tipo rappresentato nella fig. 76,d corrisponde a una 
membrana instabile in un determinato intervallo di spessori. La 
retta B/ secante le aree uguali BCD e DEF congiunge i punti B e F 
con valori di a identici (per p' identici), come è facile vedere partendo 
dalla (160,2). Alle membrane stabili corrispondono i rami AB e FG; 
l'intervallo CE è completamente instabile, e gli intervalli BC e EF 
sono metastabili. 
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Le due frontiere del dominio di instabilità (punti B e F) cor- 
rispondono allora agli spessori macroscopici della membrana. All’in- 
stabilità nell’intervallo fra uno spessore macroscopico e uno spessore 
molecolare dovrebbe corrispondere la curva del tipo rappresentato 
nella fig. 76, e. Tuttavia una tale curva condurrà piuttosto al caso 
di non bagnatura. Infatti, all’estremo di stabilità corrisponderebbe 
.sul ramo BC un punto in cui la retta orizzontale intersecherebbe delle 
aree uguali sotto la parte superiore e sopra la parte inferiore della 
curva. Ma quest’ultima area, legata alle forze di Van der Waals 
(vedi più avanti), è piccola rispetto alla prima area che è legata 
a forze notevolmente più grandi a distanze molecolari. Questo signi- 
fica che la tensione superficiale su tutto il ramo BC sarà maggiore 
di quella che corrisponderebbe all’adsorbimento molecolare su una 
superficie solida, e pertanto la membrana sarà metastabile. 

Il potenziale ehimico della membrana liquida (calcolata a partire 
dal valore 4g) caratterizza la differenza fra l’energia della sostanza 
nella membrana e la sua energia nel liquido massiccio. È pertanto 
chiaro che u' è determinato dalle forze di interazione fra gli atomi 
a distanze grandi rispetto alle dimensioni atomiche: a distanze —! 
(forze di Van der Waals). Il potenziale u' (I) può essere calcolato 
in forma generale, e il risultato si esprime mediante le permeabilità 
dielettriche della parete solida e del liquido (vedi vol. IX). 


$ 161. Angolo di raccordo i 


Consideriamo il contatto di tre corpi: solido, liquido e gas 
(o solido e due liquidi); distinguendoli rispettivamente con gli 
indici 1, 2 e 3, indichiamo i coefficienti di tensione 
superficiale nei loro estremi con &,,, %13: X23 (fig. 77). 
Alla linea di contatto di tutti e tre i corpi sono 
applicate tre forze di tensione superficiale ciascuna 
delle quali è diretta verso l’interno della superficie 
di separazione fra due corpi corrispondenti. Indichia- 
mo con 0 l'angolo fra la superficie del liquido e la su- 
perficie piana del solido, il cosiddetto angolo di rac- 
I cordo. Il valore di questo angolo è determinato 
‘ Fig. 77 dalla condizione di equilibrio meccanico: la ri- 
sultante delle tre forze di tensione superficiale non 

deve avere componente lungo la superficie del solido: 


dig = 412 + A93 COS Ò, 


da cui 
coso= SM. (164,1) 
23 
Se d13 > Us, Cioè se la tensione superficiale fra il gas e il solido 
è maggiore di quella fra il solido e il liquido, allora cos >0 
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e l'angolo di raccordo è acuto (come nella fig. 77). Se invece 213 < 212; 
l'angolo di raccordo è ottuso. 

Si vede dalla (161,1) che in ogni caso reale di contatto stabile 
si deve necessariamente verificare la disuguaglianza 


Cig — da | 93; (161,2) 


in caso contrario, la condizione di equilibrio condurrebbe a un valore 
immaginario dell'angolo 0 che è assurdo. D'altra parte, se si inten- 
dono con a;3, X13, X%ss i valori dei coefficienti corrispondenti per 


Fig. 78 


ogni coppia di corpi, in assenza del terzo, è del tutto possibile 
che la condizione (161,2) non sia verificata. In realtà, però, bisogna 
tener conto che se le tre diverse sostanze sono in contatto, sulla 
superficie di separazione fra due di queste sostanze può, in generale, 
formarsi una membrana di adsorbimento della terza sostanza, che 
diminuisce la tensione superficiale. I coefficienti a così ottenuti sod- 
disferanno in ogni caso la disuguaglianza (161,2), e un tale adsor- 
bimento si verificherà necessariamente se in sua assenza questa disu- 
guaglianza non è soddisfatta. 

Se il liquido bagna completamente la superficie solida, su questa 
ultima si forma non una membrana di adsorbimento, ma una mem- 
brana liquida di spessore macroscopico. Come risultato, il gas sarà 
dappertutto in contatto con la stessa sostanza liquida, e la tensione 
superficiale fra il solido e il gas in generale scomparirà. La condi- 
zione di equilibrio meccanico darà semplicemente cos 0 = 1, in 
altre parole, l'angolo di raccordo sarà uguale a zero. 

Considerazioni analoghe sono valide per il contatto di tre corpi 
nessuno dei quali è solido: una goccia di liquido (3 nella fig. 78) 
sulla superficie di un altro liquido (7) limitato da un gas (2). Gli 
angoli di raccordo 60, e 0, sono determinati allora dall’uguaglianza 
a zero della risultante delle tre forze di tensione superficiale, cioè 
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della somma vettoriale 


12 + 134 %23=0. | (161,3) 
| 
E evidente in questo caso che ciascuna delle grandezze %9, %13:1 93 
deve essere non maggiore della somma e non minore della differenza 
delle altre due. 


$ 162. Creazione di germi per transizioni di fase 


Se una sostanza si trova in uno stato metastabile, presto o tardi 
essa passerà a un altro stato stabile. Per esempio, un vapore surgelato 
si condenserà nel tempo, un liquido surriscaldato si trasformerà in 
vapore. Questa transizione si esegue nel seguente modo. Grazie alle 
fluttuazioni nella fase uniforme si formano dei piccoli agglomerati 
dell’altra fase; per esempio nel vapore si formano gocce di liquido. 
Se il vapore costituisce una fase stabile, queste gocce sono sempre 
instabili e nel tempo scompaiono. Se invece il vapore è surgelato, 
per dimensioni sufficientemente grandi delle gocce formatesi, queste 
ultime risultano stabili e nel tempo continueranno a crescere diven- 
tando centri di condensazione del vapore. Gocce di dimensioni suf- 
ficientemente grandi sono indispensabili per compensare gli effetti 
energeticamente svantaggiosi della comparsa diuna superficie di 
separazione fra il liquido e il vapore”. | E 

Esiste quindi una dimensione critica minima che'deve avere 
il germe della nuova fase comparso nella fase metastabile per diven- 
tare centro di formazione di questa fase. Poiché per dimensioni 
minori e maggiori di quella critica è stabile l’una o l’altra fase, 
il « germe critico » si trova in equilibrio instabile con la fase metasta- 
bile. Più avanti si tratterà della probabilità di comparsa proprio 
di tali germi”. In seguito alla decrescenza rapida della probabilità 
delle fluttuazioni all’aumentare delle loro dimensioni, l’inizio della 
transizione di fase è determinato dalla probabilità della comparsa 
di germi aventi proprio queste dimensioni minime. 

Consideriamo la formazione di germi nelle fasi isotrope: la for- 
mazione di gocce di liquido in un vapore surgelato o di bolle di 
vapore in un liquido surriscaldato. Si può supporre sferico il germe, 
poiché, date le sue dimensioni molto piccole, si può trascurare com- 
pletamente l’influenza del campo di gravità sulla sua forma. Pci 


3) Bisogna tener conto che il meccanismo di formazione di una nuova fase 
può essere realizzato realmente soltanto in una sostanza sufficientemente pura. 
In generale, i centri di formazione di una nuova fase sono praticamente delle 
impurità di ogni genere: boni ioni, ecc. 

. 2) Per il calcolo della probabilità di comparsa dei germi di dimensioni 
arbitrari, che illustra le relazioni date, vedi il problema 2. 
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un germe che si trova in equilibrio con il mezzo circostante abbiamo 
in base alla (156,2) P' — P = 2a/r, da cui il raggio del germe è 


(162,1) 


2a 
Fer = p'—P 


(le lettere con e senza apice si riferiscono sempre, rispettivamente, al 
germe e alla fase metastabile fondamentale). 

Secondo la formula generale (112, 41) la probabilità w della com- 
parsa fluttuazionale di un germe è proporzionale a exp (—Amin/7), 
dove Rin è il lavoro minimo che deve essere compiuto perché 
questo germe si formi. Poiché la temperatura e il potenziale chimico 
del germe coincidono con i valori di queste grandezze per il mezzo 
circostante (fase fondamentale), questo lavoro è dato dalla variazione 
del potenziale 2 durante il processo. Prima che si formasse il 
germe il volume della fase metastabile era uguale a V + V’, e il 
suo potenziale era £ = —P (V + YV°). Dopo la formazione del germe 
di volume V’ il potenziale £ di tutto il sistema è pari a — PV — 
— P'V' + az. Pertanto 


Rin = — (P'— P)V'+as. (162,2) 


Per un germe di forma sferica V’” = in, 3 = 4nr3, e, sostituendo 
a r la sua espressione dalla (162,1), troviamo che 


161103 
Rmin = FITZESIATI (162,3) 


Indichiamo, cosi come al $ 156, con 2, la pressione delle due 
fasi (per una temperatura data 7) quando la superficie di separa- 
zione è piana; in altre parole, P, è la pressione per cui il valore 
dato di 7 è un punto di transizione di fase ordinario a partire dal 
quale si calcola il surriscaldamento o il surgelamento. Se la fase 
metastabile è soltanto debolmente surriscaldata o surgelata, le dif- 
ferenze 6P = P — P.,, 6P' = P'— P, sono relativamente piccole 
e legate dalla relazione (156,4): 


v'SP'=v6P, (162,4) 


dove v’ evsono i volumi molecolari del germe e della fase metastabile. 
Scrivendo nella formula (162,3) èP' — 6P al posto di P' — P 
ed esprimendo 62’ in funzione di èP dalla (162,4), otteniamo la 
probabilità di formazione di un germe in una fase debolmente surri- 
scaldata o surgelata: 


16030"? 
.W > Exp {ver} ù (162,5) 
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Se si tratta della formazione di bolle di vapore in un liquido 
surriscaldato, si può trascurare in questa fofmula v rispetto a v' e 
allora 


16703 
w co exp { — TOA} (162,6) 


Invece per la formazione di gocce di liquido in un vapore surge- 
lato si può trascurare nella (162,5) v’ rispetto a v e sostituire v con 
v= T/Px TIP,. Questo dà 


16ra3v'2P8. 
1 co exp { — eni} , (162,7) 


Il grado di metastabilità può essere determinato non con èP, 
ma con la differenza 67 = 7 — 7, della temperatura 7 della fase 
metastabile (con la quale il germe si trova in equilibrio) e della 
temperatura 7 di equilibrio delle due fasi quando la superficie 
di separazione è piana. In accordo con la formula di Clapeyron — 
— Clausius 67 e 82 sono legate dalla relazione 


6P 67, 


snodi 
To(0—v) 


dove q è il calore molecolare della transizione dalla fase metastabile 
alla fase di germe. Sostituendo $P nella (162,5), otteniamo la pro- 
babilità di formazione di un germe nella forma 


16r0a3v'2To 
| 


Se il vapore saturo è in contatto con una superficie solida (pareti 
del recipiente) bagnata completamente da questo liquido, la conden- 
sazione del vapore si produrrà senza formazione di germi immediata- 
mente su questa superficie. La formazione di una membrana liquida 
sulla superficie solida non è legata, in questo caso, a un lavoro per 
la formazione della superficie, e quindi l’esistenza di una fase meta- 
stabile (surgelamento del vapore) è impossibile. | 

Per la stessa ragione è'in generale impossibile il surriscaldamento 
di un solido con superficie aperta. Infatti, la superficie della fase 
solida composta della stessa sostanza è in generale completamente 
bagnata dal liquido, il che significa che la formazione di uno strato 
liquido sulla superficie del solido fondente non è legata a una spesa 
di lavoro per la formazione della nuova superficie. 

La formazione di germi all’interno del cristallo in fusione può 
tuttavia verificarsi per le condizioni richieste di riscaldamento, cioè 
se il corpo è riscaldato dall’interno e la sua superficie è mantenuta 
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a temperatura inferiore a quella di fusione. La probabilità di for- 
mazione di germi dipende allora dalle deformazioni elastiche che 
accompagnano la comparsa di gocce di liquido all’interno del 
solido. 


PROBLEMI 


4. Determinare la probabilità di formazione di un germe di liquido sulla 
superficie solida per un valore dato (diverso da zero) dell’angolo di raccordo 0. 

Soluzione. Il germe avrà la forma di un segmento sferico con raggio di base 
r sen 6 (r è il raggio della sfera corrispondente). Il suo volume è 


vet (1— cos 8)? (2+cos 0), 


i 


le superfici della sua parte sferica e della base sono, rispettivamente, 
2rtr8(1 — cos 0) e nr? sen? 0. Utilizzando la relazione (161,1) determinante 
l'angolo dì raccordo, troviamo che la variazione di 9, durante la formazione di 
un germe è sa 


a-+2rr? (1—c0509)—a cos0-nr%-sen? B== arr? (1—-cos 0)? (2-4 cos 6), 


dove a è il coefficiente di tensione superficiale sulla frontiera del liquido e del 
vapore. Questa variazione di Q, è la stessa che si avrebbe nella formazione nel 
vapore di un germe sferico di volume V e con la tensione superficiale 


vr 2 
lXett = (Past) i (2+ cos 6)1/3. 


Le formule richieste per la formazione di germi si ricavano rispettivamente da 
quelle scritte nel testo sostituendovi a con were. 

2. Determinare la probabilità di formazione di un germe di dimensione 
arbitraria. 

Soluzione. Considerando la fase metastabile come mezzo circostante in 
cui si trova il germe, calcoliamo il lavoro necessario per la sua formazione in 
base alla formula (20,2): Rmin= A (E — ToS + PoV) ossia, poiché il pro- 
cesso avviene, in questo caso, a temperatura costante pari alla temperatura del 
mezzo, Rmin = A (F + PoV). Per determinare questa grandezza, è sufficiente 
considerare soltanto la quantità di sostanza che passa in un'altra fase (essendo 
invariato lo stato della massa restante della sostanza nella fase metastabile). 
Indicando di nuovo con le lettere con apice o senza le grandezze riferite alla 
sostanza nella fase iniziale e in quella nuova, abbiamo 


Rmin=[F (P')+PV‘+a8]—[F (P)+-PV]}= 
=® (P')—D (P)—(P'—P)V'+a8 , (1) 


(per un germe che si trova in equilibrio instabile con la fase metastabile si 
avrebbe D' (P’) = D(P)esi tornerebbe alla (162,2)). 

Supponendo piccolo il grado di metastabilità, abbiamo D' (P') = ®'(P) + 
+ (P’ — P) V’, cosicché la (1) diventa Rmin = "[L' (P) — L(P)] + a8, dove 
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n= V'/v' è il numero di particelle nel germe. Per un germe sferico si ha 


Fimin== — GE [a (P)—p' (P)]}+darta. 2 


Nel dominio di metastabilità p (P) > pu’ (P), cosicché il primo termine (volu- 
metrico) è negativo. Si può dire che l’espressione (2) descrive una barriera poten- 
ziale che si rompe durante la formazione di un germe stabile. Essa ha un massi- 
mo per il valore 
i 2av' 
raefeo=Tst———- 
ct p(P)_p (P) 


corrispondente alla dimensione critica del germe. Per r < rcr è vantaggiosa dal 
paro di vista energetico una diminuzione di r e il germe scompare; per r > rer 
vantaggioso un aumento di r e il germe cresce 1). 


$ 163. Impassibilità di esistenza di fasi 
nei sistemi unidimensionali 

È di grande interesse di principio il problema della possibilità 
di esistenza delle diverse fasi nei sistemi unidimensionali (lineari), 
cioè nei sistemi in cui le particelle sono disposte in prossimità di 
una determinata curva. Le considerazioni sviluppate più avanti 
permettono di rispondere negativamente a questa domanda: l’equi- 
librio termodinamico fra due fasi uniformi aventi un punto di con- 
tatto ( e di lunghezza grande a piacere) risulta impossibile (L. D. Lan- 
dau, 1950). 

Per dimostrare questa affermazione, supponiamo un sistema lineare 
composto di segmenti successivamente alternati di due fasi diffe- 
renti. Sia D, il potenziale termodinamico di questo sistema senza 
tener conto dell’esistenza di punti di contatto fra le diverse fasi; 
in altre parole, questo è il potenziale termodinamico delle quantità 
totali di ambedue le fasi, a prescindere dal modo di decomposizione 
delle fasi in segmenti. Per tener conto dell’influenza dei suddetti 
punti di contatto, osserviamo che il sistema in esame si può conside- 
rare formalmente come « soluzione » di questi punti nelle due fasi. 
Se questa « soluzione » è debole, il potenziale termodinamico ® del 
sistema avrà la forma 


O=®+n7ln_-+ny 
dove n è il numero di punti di contatto sulla lunghezza ZL, Di qui 
S=Tnt+% 
i) Il calcolo di Amin Per =Fer conduce, come formula già 


n pe csservando che nelle condizioni in esame u(P)—u'(P2) & 
® (b—v' e 
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Per « concentrazioni » n/L sufficientemente piccole (cioè per un 
numero piccolo di segmenti delle diverse fasi) ln (n/Z) ha un valore 
grande negativo in modulo, cosicché anche 


dD 
in <0 


Quindi, D diminuisce all'aumentare di n, e poiché ® deve tendere 
a un minimo, questo significa che n tenderà ad aumentare (finché la 
derivata 0D/0n non diventerà positiva). In altre parole, le due fasi 
tenderanno a mescolarsi in forma di segmenti sempre decrescenti, 
cioè non potranno esistere in generale come due fasi separate. 
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